
Géométrie projetive1 Introdution1.1 Qu'est qu'une géométrieAvertissement : Ce paragraphe n'est ni très formel, ni très reonnu parl'ensemble de la ommunauté mathématique. Il est plut�t à prendre ommeune disussion informelle.La � dé�nition � de géométrie que nous proposons est la suivante : Unegéométrie est l'étude des propriétés des �gures d'un espae.Il onvient alors de dé�nir les termes d'espae, de �gure et de propriété :
• Un espae X est un ensemble muni de l'ation d'un groupe G.
• Une �gure est un ensemble de parties de X.
• Une propriété est une partition en deux ensembles de l'ensemble des�gures (elles qui ont et qui n'ont pas la propriété). Une propriété estdite de type (X, G) si les deux parties sont stables par l'ation de G.Autrement dit, si pour tout g dans G, une �gure a la propriété si etseulement si son image par g l'a.Cette � dé�nition � est très vague et mérite quelques exemples. Danstoute la suite un point est un élément de X.Exemple 1 : la géométrie eulidienne plane.Ii, X est le plan eulidien et G est le groupe des isométries de X. Unepropriété de type (X, G) est dite eulidienne.� Être un erle (de rayon 1) � est une propriété eulidienne.Pour un triangle (triplet de point), � être équilatéral � est une propriétéeulidienne.Exemple 2 : la géométrie a�ne plane.Ii, X est le plan a�ne réel et G est le groupe des bijetions a�nes. Unepropriété de type (X, G) est dite a�ne.1



Pour trois points, � être aligné � est une propriété a�ne.�Être un erle � n'est PAS une propriété a�ne ; en revanhe, �Être uneellipse � est une propriété a�ne.Pour un triangle, � être équilatéral � n'est PAS une propriété a�ne.1.2 Géométrie projetive : un premier ontatUn résultat fondamental de la géométrie a�ne plane est :L'intersetion de deux droites distintes est soit vide soit réduit à un point.Cette alternative peut être pensée omme gênante. On se propose alorsde onstruire une géométrie pour laquelle :Deux droites distintes s'intersetent en un point et un seul.Soit P un plan a�ne (réel) et E l'espae vetoriel sous-jaent. On sepropose de rajouter des points à P et à ses droites de manière à obtenir lapropriété i-dessus.La question est don quel est le point ommun de deux droites parallèles.La réponse qui semble s'imposer est leur diretion. Une diretion est unveteur non nul dé�ni à une onstante multipliative près ou enore unedroite vetorielle de E. Notons PE l'ensemble des droites vetorielles de E.Posons
P = P ∪ PE.La réunion i-dessus est formelle.Toute partie de P de la forme d union sa diretion est appelée une droitede P. On a alors :Deux droites distintes de P s'intersetent en exatement un point.En géométrie a�ne nous avions également la propriété :Par deux points distints de P passent une droite et une seule.Cette propriété est pour l'instant fausse dans P. En e�et, par deux pointsdistints de PE ne passent auune droite. Pour remédier à ela nous déré-2



tons que PE est une droite de P. Nous avons maintenant les deux propriétéssuivantes :Deux droites distintes de P s'intersetent en exatement un point.Par deux points distints de P passent une droite et une seule.Pour l'instant, P n'est pas un espae au sens du paragraphe 1.1. Nousallons dans la suite donner une autre dé�nition de P qui résoudra e problèmeet expliquera pourquoi les notations P et P(E) se ressemblent. Commençonspar étudier P(E).2 L'ensemble P(E)Soit k un orps ommutatif et E un k-espae vetoriel de dimension �nie.Nous noterons P(E) l'ensemble des droites vetorielles de E.Essayons de dérire ensemblistement E. Pour ela, on se donne une base
(e0, e1, · · · , en) une base de E. Soit H le plan a�ne de E onstitué des pointsdont la première oordonnée vaut 1 et H sa diretion. L'appliation

η : H −→ P(E)
v 7−→ k.vest une injetion.Soit d un élément de P(E). Alors,

• soit d renontre H en un point et un seul ; 'est-à-dire appartient àl'image de η,
• soit d est inlus dans H .Autrement dit,

P(E) = η(H) ∪ P(H).De plus, H s'identi�e à kn.Cei dérit P(E) par indution sur la dimension de E :
• Si dim(E) = 1, P(E) est réduit à un point.
• Si dim(E) = 2, P(E) =: kP

1 est la réunion de k est d'un point (∞).3



• Si dim(E) = 3, P(E) =: kP2 est la réunion de k2 et de kP1.
• kPn = kn ∪ kPn−1.Ainsi, kP2 est un andidat très raisonnable pour jouer le r�le du P duparagraphe 1.2.L'ensemble P(E) est appelé l'espae projetif de E. Nous venons de voirque P(E) est la réunion d'un espae a�ne de dimension n (H) et d'un espaeprojetif plus petit P(E). Cei explique que nous appelons n = dim(V ) − 1la dimension de P(V ).3 Quelques strutures sur P(E)3.1 HomographiesLe groupe GL(E) agit naturellement sur E et envoie toute droite surune droite. Ce groupe agit don sur P(E). De plus, le sous-groupe Hdes homothéties de GL(V ) agit trivialement sur P(E). Ainsi, le quotient

PGL(V ) := GL(V )/H agit sur P(V ). Les éléments de PGL(V ) sont appeléeshomographies.Exerie : Dérire les homographies de CP 1 via son identi�ation à
C ∪∞.Maintenant, P(E) est un espae au sens du paragraphe 1.1. Une propriétédes �gures de P(E) est dite projetive si elle est invariante par PGL(V ).Si F est un sous-espae vetoriel de E, P(F ) peut-être vu omme unepartie de P(E)· Une telle partie de P(E) est appelé un sous-espae projetifde P(E). C'est l'équivalent des sous-espaes a�nes de la géométrie a�ne.Un sous-espae projetif de dimension 1 est appelé une droite de P(E). Re-marquons que � être un sous-espae projetif � ou � être une droite � sont despropriétés projetives.Exerie : Soit E = R3. On identi�e E à R2 ∪ RP1 via un hyperplana�ne de E. Dérire les droites de P(E). Comparer à e que l'on a fait dansle paragraphe 1.2. 4



Exerie : Soit E = F3

2
. Montrer que P(E) ontient 7 points et 7droites. Montrer que haque droite ontient 3 points, que haque point ap-partient à trois droites. En déduire qu'il existe une bijetion de P(E) surl'ensemble des points de la �gure i-dessous telle que les droites s'envoientsur des points sur un même segment ou le erle de la �gure.

Figure 1: P
2
F23.2 Lien ave la géométrie a�ne3.2.1 Lien théoriqueNous venons de dé�nir la géométrie projetive : 'est l'étude des pro-priétés des �gures de P(E) stables par PGL(E). Dans le paragraphe 1.2,nous voulions que ette géométrie � prolonge � la géométrie a�ne. La propo-sition suivante nous dit que nous avons réussi :Proposition 1 Soit H un hyperplan vetoriel de E. Soit H un hyperplana�ne ne ontenant pas 0 de diretion H. On identi�e l'ensemble P(E)−P(H)à l'espae a�ne H par l'appliation η de la setion 2.Alors :1. L'intersetion d'un sous-espae projetif de dimension d de P(E) et de

P(E) − P(H) est soit vide soit un sous-espae a�ne de dimension d.2. Réiproquement, tout sous-espae a�ne F de H est inlus dans ununique sous-espae projetif minimal de P(E). De plus, l'intersetionde e dernier et de H est F . 5



3. Toute homographie de P(E) qui préserve P(H) dé�nit par restritionune appliation a�ne de P(E) − P(H).4. Réiproquement, toute appliation a�ne inversible de P(E) − P(H) seprolonge de manière unique en une homographie de P(E).Exerie. Démontrer la proposition.Cette proposition nous dit que les �gurent de P(E) onstituées de sous-espaes projetifs donnent par intersetion des �gurent de H onstituées desous-espaes a�nes. De plus, l'étude des propriétés a�nes de la �gure de
H se ramène à elle de la �gure dans P(E). En e sens, on peut dire quela géométrie projetive � prolonge � la géométrie a�ne. Nous allons voir surdes exemples que dans ertains as elle simpli�e la géométrie a�ne.3.2.2 En pratiqueLes deux espaes projetifs qui nous intéressent partiulièrement sont
RP 2 et CP 1. Dans e qui suit on pourra toujours se plaer dans l'un de esexemples.IMPORTANT.Lorsqu'on veut représenter une �gure d'un espaeprojetif P, on hoisit un hyperplan P(H) dit � à l'in�ni � et onreprésente P − P(H), qui est un � gentil � espae a�ne.Exemple-Exerie : Théorème de PappusSoit P = RP 2. Soit (A′, B′, C ′) et (A′′, B′′, C ′′) deux triplets de pointsalignés et 2 à 2 distints de P. Soit A = (B′C ′′)∩(B′′C ′), B = (A′C ′′)∩(A′′C ′)et C = (B′A′′) ∩ (B′′A′).Dessiner les 9 points i-dessus en prenant une droite à l'in�ni qui neontient auun des 9 points ni auune des intersetions des droites qu'ilsforment.Dessiner les 9 points i-dessus en prenant une droite à l'in�ni qui ontient
(A′B′) ∩ (A′′B′′).Dessiner les 9 points i-dessus en prenant une droite à l'in�ni qui ontient
(AB′) ∩ (A′B) et (BC ′) ∩ (B′C).En déduire que les points A, B et C sont alignés.
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4 La sphère de Riemann CP 14.1 La sphère S
2On note S2 la sphère de dimension 2 dé�nie omme l'ensemble des points

(x1, x2, x3) de R3 tels que
x2

1
+ x2

2
+ x3

3
= 1.On munit S2 de la topologie induite par la topologie usuelle de R3. On

N = (0, 0, 1) le p�le nord de S2.Exerie. Montrer que S2 est ompate.On identi�e C au plan d'équation x3 = 0, par z = x + iy 7→ (x, y, 0).Exerie Donner l'expression de la projetion stéréographique p : S2 −
{N} −→ C dans les oordonnées qui viennent d'être introduites.Donner l'expression de son inverse. En déduire que p est un homéomor-phisme.

N

M

p(M)

Figure 2: Projetion StéréographiqueVoii l'image de la mer méditerranée par la projetion stéréographiquedu p�le nord : 7



Figure 3: Méditerranée en projetion stéréographique4.2 3 modèles pour CP 11. Par dé�nitionCP 1 est la droite projetive omplexe, 'est-à-dire l'espaeprojetif de dimension un.2. Considérons Ĉ = C ∪ {∞} le ompati�é d'alexandrof de C.3. Considérons la sphère S
2.Exerie.1. Expliiter pour tout x ∈ CP 1, une bijetion ηx entre CP 1 et Ĉ quienvoie x sur ∞.2. Montrer que la topologie mise sur CP 1 au moyen de ηx ne dépend pasde x.3. Montrer que la projetion stéréographique induit un homéomorphismede S2 sur Ĉ. 8



4.3 Ation de PSL2(C)Exerie. Montrer que PSL2(C) et PGL2(C) sont anoniquement isomor-phes.On a déjà dé�ni une ation de PGL2(C) sur CP 1.Exerie. Erire l'ation induite sur Ĉ.Voii quelques propriétés de ette ation :Exerie.1. Montrer que PGL2(C) agit simplement trois transitivement sur CP 1.2. Le groupe PGL2(C) est engendré par z 7→ 1

z
, z 7→ z + 1 et z 7→ λz(pour λ ∈ C∗).3. On appele erle de Moebus de Ĉ un erle (de rayon non nul) de C oula réunion d'une droite de C et de l'in�ni.Montrer que PGL2(C) agit transitivement sur l'ensemble des erles deMoebus de Ĉ.4.4 BirraportSoit z1, z2, z3 et z4 quatre points de Ĉ tels que z1, z2, z3 sont deux àdeux distints. Montrer qu'il existe un unique h ∈ PGL2(C) tel que h(z1) =

0, h(z2) = 1 et h(z3) = ∞. On appellebiraport des zi l'élément de Ĉ suivant:
[z1 : z2 : z3 : z4] = h(z4).Exerie.1. Donner une formule pour le birapport [z1 : z2 : z3 : z4].2. Montrer que les zi sont oyliques ou alignés si et seulement si leurbirapport est réèl.
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Figure 4: Cube de CP 1
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Figure 5: Le pivot
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Figure 6: La droite de Simson
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