
Intégrales de Riemann et de LebesgueL'objet de 
es quelques pages est de présenter les 
on
epts fondamentaux des théories desintégrales de Riemann et de Lebesgue. A�n que les grandes lignes de 
es théories apparaissentplus 
lairement, de nombreuses démonstrations ont été o

ultées. L'obje
tif est qu'après lale
ture de 
e texte vous 
onnaissiez les 
on
epts fondamentaux de 
es théories, que voussa
hiez 
omment ils s'imbriquent les uns par rapport aux autres et que vous 
onnaissiez lesénon
és des théorèmes fondamentaux (
'est-à-dire utiles pour fonder la théorie et non passimplement important).La dernière partie 
ompare les deux théories de l'intégration sus-
ités. Elle devrait vouspermettre d'argumenter le 
hoix de l'intégrale de Lebesgue 
omme 
adre de vos leçons d'oral.1 Intégrale de Riemann1.1 Introdu
tionOn veut dé�nir ∫ b

a
f(x)dx. Dans le 
as où, f est positive, le nombre ∫ b

a
f(x)dx doits'a

order à l'idée intuitive de l'aire de l'épigraphe.

∫ b

a
f(x)dx

a bFigure 1: Aire de l'épigraphePour les fon
tions en es
alier, 
ette intuition su�t à dé�nir l'intégrale. Riemann élargitensuite la 
lasse de fon
tions que l'on peut intégrer par des pro
édés d'approximation etd'en
adrement.1.2 Dé�nitionsL'intégrale de Riemann traite de 
ertaines fon
tions numériques bornées sur un inter-valle fermé et borné de R. Soit [a ; b] un tel intervalle.1



Dé�nition. Une fon
tion f : [a ; b] −→ R est en es
aliers s'il existe une subdivision
a = a0 < a1 < · · · < ak < · · · < an = b de l'intervalle [a ; b] telle que f est 
onstante sur
haque intervalle ouvert ]ak−1 ; ak[ pour k = 1, · · · , n. On note Esc([a ; b],R) l'ensemble desfon
tions en es
aliers sur [a ; b].Soit f ∈ Esc([a ; b],R), ak 
omme dans la dé�nition 
i-dessus et ck la valeur de f sur
]ak−1 ; ak[. On pose alors :

∫ b

a

f(x)dx =
n

∑

k=1

(ak − ak−1)ck. (1)
+c1 +c2 -

c3Figure 2: Intégrale des fon
tions en es
aliersRemarque. Il y a plusieurs subdivisions a = a0 < a1 < · · · < ak < · · · < an = b tellesque f soit 
onstante sur 
haque ]ak−1 ; ak[. Il faut don
 véri�er que le membre de droite del'équation 1 ne dépend que de f . Ce
i se fait fa
ilement en montrant qu'il existe une uniquetelle subdivision ave
 n minimal et que toutes les autres en sont des ra�nements.On a ainsi dé�ni une appli
ation ∫

: Esc([a ; b],R) −→ R, f 7−→
∫ b

a
f(x)dx. Les pro-priétés (fa
iles) de 
ette intégrale utiles pour � l'extension de Riemann� sont :Proposition 1. On a :1. L'ensemble Esc([a ; b],R) est un sous-espa
e ve
toriel de l'espa
e des fon
tions de [a ; b]dans R.2. ∫ est une forme linéaire.3. Si f est positive alors ∫ b

a
f(x)dx l'est aussi.2



Si on arrive à étendre la dé�nition de l'intégrale à d'autres fon
tions f que les fon
tionsen es
aliers tout en 
onservant les propriétés de la proposition 1, on aura :
sup

g ∈ Esc([a ; b],R)
t. q. g ≤ f

∫ b

a

g(x)dx ≤

∫ b

a

f(x)dx ≤ inf
g ∈ Esc([a ; b],R)
t. q. g ≥ f

∫ b

a

g(x)dx (2)Dé�nition. Une fon
tion est dite Riemann-intégrable si les inégalité 2 su�sent à déterminer
∫ b

a
f(x)dx 
'est-à-dire si sup

g ∈ Esc([a ; b],R)
t. q. g ≤ f

∫ b

a
g(x)dx = inf

g ∈ Esc([a ; b],R)
t. q. g ≥ f

∫ b

a
g(x)dx =:

I. On pose alors ∫ b

a
f(x)dx := I. On note RI([a ; b],R) l'espa
e des fon
tions Riemann-intégrables sur [a ; b].Il est fa
ile de voir queProposition 2. 1. RI([a ; b],R) est un espa
e ve
toriel et f 7→

∫ b

a
f(x)dx est une formelinéaire.2. Si f est positive, ∫ b

a
f(x)dx est positive.Un peu moins fa
ile :Proposition 3. 1. Toute fon
tion 
ontinue est Riemann-intégrable.2. Toute fon
tion monotone bornée est Riemann-intégrable.3. Toute fon
tion Riemann-intégrable est bornée.Intégrales de Riemann et limites :Proposition 4. L'espa
e RI([a ; b],R) est fermée dans l'espa
e des fon
tions bornées pourla norme sup. De plus, f 7→

∫ b

a
f(x)dx est 
ontinue pour 
ette norme.Il est vivement re
ommander de traduire la dernière proposition en un théorème d'interversionde limite et d'intégrale.Voi
i d'autres opérations possibles dans RI([a ; b],R) :Proposition 5. 1. Le produit de deux fon
tions Riemann-intégrables est Riemann-intégrable.2. Si f est Riemann-intégrable alors |f | l'est aussi et | ∫ b

a
f(x)dx| ≤

∫ b

a
|f(x)| dx.La première assertion de la proposition 
i-dessus pourra être vu 
omme un 
orollaire duthéorème 21 
i-après. 3



2 Mesure de Lebesgue sur Rn2.1 TribusSoit X un ensemble (qui sera Rn dans le 
as de la mesure de Lebesgue).Dé�nition. Un ensemble T de parties de X est appelé une tribu (ou σ-algèbre) si1. X ∈ T .2. A ∈ T ⇒ X − A ∈ T .3. (∀n ∈ An An ∈ T ) ⇒ ∪n∈NAn ∈ T .Exemples1. La plus petite tribu est T = {∅, X}. La plus grande est l'ensemble P(X) de toutes lesparties de X.2. Si (Ti)i∈I sont des tribus sur X, alors ∩i∈ITi est une tribu. Cette propriété et le faitque P(X) soit une tribu permettent de parler de tribu engendrée par une partie de
P(X).3. Si X est un espa
e topologique, la tribu engendrée par les ouverts est appelée tribuBorellienne et est notée B(X). On peut montrer en guise d'exer
i
e que la tribu B(R)est engendrée par les intervalles ] −∞ ; a[ pour a ∈ R.2.2 Fon
tions mesurablesSoit X un ensemble et T une tribu de parties de X.Dé�nition. Une fon
tion f : X −→ R est dite mesurable si pour tout ouvert U de R,l'ensemble f−1(U) appartient à T .Il revient au même de demander que pour tout borélien U de R, f−1(U) appartient à T; ou en
ore, que pour tout réel a, f−1(] −∞ ; a[) appartient à T .Remarque. Il 
onvient de noter que la notion de fon
tion mesurable est dé�nie indépen-damment de la mesure que l'on va mettre sur (X, T ), 
ontrairement à 
e que peut laisser
roire la dénomination.Exemples1. Si X est un espa
e topologique et T = B(X), toute fon
tion 
ontinue est mesurable.2. Soit A une partie de X. La fon
tion 
ara
téristique de A est mesurable si et seulementsi A appartient à T . 4



Voi
i quelques résultats de stabilité de l'ensemble des fon
tions mesurables :Théorème 6. 1. Si f : X −→ R est mesurable, il en est de même pour |f |.2. Si fn : X −→ R est une suite de fon
tions mesurables alors supn fn et lim supn→∞ fnsont mesurables.Corollaire 7. 1. Si f et g sont mesurables alors max(f, g) et min(f, g) le sont aussi.2. Toute limite simple de fon
tions mesurables est mesurable.Théorème 8. Soit f et g deux fon
tions mesurables. Soit F : R2 −→ R une fon
tion
ontinue.Alors, x 7−→ F (f(x), g(x)) est mesurable. En parti
ulier, f + g et fg sont mesurables.2.3 Mesure de LebesgueSoit X un ensemble et T une tribu de parties de X.Dé�nition. Une mesure µ sur (X, T ) est une fon
tion µ : T −→ [0 ; +∞] qui véri�e :1. µ(∅) = 0,2. µ(∪n≥1An) =
∑

n≥1
µ(An) pour toute suite (An)n≥1 d'éléments de T deux à deuxdisjoints.Exemples Soit X quel
onque et T = P(X). Pour A ∈ T , µ(A) est le 
ardinal de A si Aest �ni et vaut +∞ sinon. Cette mesure est appelé �mesure de 
omptage �.Voi
i quelques propriétés de base des mesures. Les démonstrations peuvent être faite parle le
teur en guise d'exer
i
e.Proposition 9. 1. Si A et B appartiennent à T , on a

µ(A) = µ(A− B) + µ(A ∩B) et µ(A) + µ(B) = µ(A ∪ B) + µ(A ∩B).2. Si A et B appartiennent à T et A ⊂ B, on a µ(A) ≤ µ(B).3. Si An est une suite d'éléments de T , on a µ(∪n≥1An) ≤
∑

n≥1
µ(An).4. Si An est une suite 
roissante (An ⊂ An+1) d'éléments de T , on a

lim
n→+∞

µ(An) = µ(∪n≥1An.

5



5. Si An est une suite dé
roissante (An ⊃ An+1) d'éléments de T et µ(A1) �ni, on a
limn→+∞ µ(An) = µ(∩n≥1An).L'hypothèse �µ(A1) �ni � est-elle né
essaire ?On suppose désormais que X = Rn. On 
her
he à 
onstruire une mesure dé�nie sur lesouverts (et don
 sur les Boréliens) qui véri�e

µ(

n
∏

i=1

]ai ; bi[) =

n
∏

i=1

(bi − ai).On appelle pavé de Rn une partie de la forme ∏n

i=1
]ai ; bi[.Dé�nition. Soit E une partie quel
onque de Rn. On appelle mesure extérieure de E laquantité

µ∗(E) := inf
(

∑

n≥1

µ(Pn)
)

,où l'in�mum porte sur toutes les suites de pavés Pn telles que E ⊂ ∪n≥1Pn.Il 
onvient de véridier que pour tout pavé P , µ∗(P ) = µ(P ). On a de plus,Proposition 10. 1. Si A ⊂ B alors µ∗(A) ≤ µ∗(B).2. Pour toute suite (Bn)n∈N de parties de X, on a µ∗(∪n∈NBn) ≤
∑

n∈N µ∗(Bn).Remarque. Contrairement à 
e que peut laisser penser la dénomination �mesure ex-térieure �, l'appli
ation µ∗ : P(Rn) −→ [0 : +∞] n'est pas une mesure. En e�et, l'aasertion1 de la proposition 9 n'est pas satisfaite.À 
ause de la remarque pré
édente, on est 
ontraint à restreindre la tribu :Dé�nition. Une partie B de X est dite Lebesgue-mesurable si
∀E ∈ P(X) µ∗(E) = µ∗(E ∩B) + µ∗(E ∩ (Rn −B)).On note M(µ) l'ensemble des parties mesurables de Rn.Proposition 11. 1. M(µ) est une tribu 
ontenant les Boréliens.2. La restri
tion de µ∗ à M(µ) est une mesure. On note λ 
ette mesure et on l'appelle lamesure de Lebesgue sur Rn. Du 
oup on pose M(λ) := M(µ).3. Pour tout partie B, µ∗(B) = 0 implique B ∈ M(λ).Voi
i quelques propriétés de la mesure de Lebesgue.I) . Toute partie dénombrable de Rn est mesurable et de mesure nulle.6



II) . Théorème 12. La mesure de Lebesgue est la seule mesure borélienne sur Rn, �nie surles pavés et invariante par translation et telle que µ(
∏n

i=1
[0 ; 1]) = 1. (Ce résultat estdi�
ile)III) . Une partie E de Rn est Lebesgue-mesurable si et seulement s'il existe deux Boréliens

A et B tels que A ⊂ E ⊂ B et λ(B − A) = 0.Ce
i implique qu'une fon
tion est mesurable si et seulement si elle est presque partoutégale à une fon
tion Borélienne (i.e. mesurable pour la tribu des Boréliens).IV) . En utilisant l'axiome du 
hoix, on peut montrer qu'il existe des parties de R nonmesurables.Remarque. Supposons le temps de 
ette remarque que (X, T ) = (R,M(µ)). L'espa
e desfon
tions mesurables est stable par la pluspart des opérations de l'analyse en tête desquelsle passage à la limite simple. Ce
i explique que toutes les fon
tion � que l'on ren
ontre �sont mesurables. D'ailleurs, il est né
essaire d'utiliser l'axiome du 
hoix pour 
onstruire desfon
tion de R dans R qui ne soient pas Lebesgue-mesurables.Il faut tout de même se mé�er du fait suivant : soient f, g : R −→ R, f mesurable et g
ontinue n'implique pas que f ◦ g est mesurable. Pour plus de détails 
onsulter ??[p.241℄.Ce phénomène illustre me semble t-il que les deux R de f : R −→ R n'ont pas le mêmerole. Celui du but est l'espa
e topologique et 
elui de la sour
e est muni de la tribu desLebesgue-mesurables. Lorsque l'on 
ompose f ◦ g on fait jouer à une même R les deux rolessimultanement !3 Intégrale de LebesgueCet exposé n'est qu'une des façons possibles de présenter l'intégrale de Lebesgue. Uneautre possibilité est 
elle que H. Lebesgue expose lui-même de manière limpide et briantedans l'arti
le reproduit en annexe.Dans 
et exposé, on 
ommen
e par remarquer que la théorie de la mesure peut-être penser
omme une théorie de l'intégration des fon
tions à deux valeurs 0 et 1 (les fon
tions 
ara
-téristiques de parties en d'autres termes). Par linéarité, on étend ensuite 
ette � intégrale � àdes fon
tions étagées ( 
'est-à-dire ne prenant qu'un nombre �nie de valeurs). On passe à desfon
tions positives plus générales par un pro
édé d'approximation monotone. On s'a�ran
hieen�n de l'hypothèse de positivité par linéarité (toute fon
tions est la di�éren
e entre deuxfon
tions positives !).Il peut sembler à la le
ture du paragraphe pré
édent que l'idée de Lebesgue a simplementété de rempla
er les fon
tions en es
aliers utilisées par Riemann par les fon
tions étagées (
equi a été rendu possible grâ
e aux travaux de Borel sur la théorie de la mesure). Cependant,la le
ture de l'arti
le d'Henri Lebesgue 
i-joint nous apprend qu'il n'en est rien.7



3.1 Fon
tions étagéesSoit X un ensemble et T une tribu de parties de X.Dé�nition. Une fon
tion f de X vers R est dîte étagée si elle ne prend qu'un nombre �nide valeurs.Si E est une partie de X, on note 1E la fon
tion 
ara
téristique de E. Si l'image de f est
{c1, · · · , cn} et Ek = f−1(ck), on a f =

∑n

k=0
ck1Ek

. De plus, f est mesurable si et seulementsi tous les Ek le sont.Le premier théorème fondateur de l'intégrale de Lebesgue est leThéorème 13. Toute fon
tion f : X −→ R positive (mesurable) est limite simple d'unesuite 
roissante de fon
tions étagées (mesurables).Démonstration. Fixons un entier n. On dé
oupe l'intervalle [0 ; n] en n2n intervalleségaux. Posons
i = 1, · · · , n2n En,i :=

{

x ∈ X : i−1

2n ≤ f(x) < i
2n

}

et Fn := {x : f(x) ≥ n}.Ces dé�nitions sont illustrées par la �gure 3.1.

0 n

i−1

2n

i
2n

n

En,iEn,i Figure 3: Fon
tions positives et étagéesPosons fn :=
∑n2n

i=1

i−1

2n 1En,i
+ n1Fn

. Il est fa
ile de voir que la suite fn est 
roissante ettend vers f . De plus, si f est mesurable les fn le sont. �8



3.2 Intégration des fon
tions positivesSoit (X, T , µ) un espa
e mesuré. Soit f =
∑n

k=0
ck1Ek

une fon
tion étagée mesurable etpositive. On pose alors
I(f) :=

n
∑

k=0

ckµ(Ek), (3)ave
 la 
onvention suivante : 0.+ ∞ = 0.Remarque. Si µ(X) est �ni (par exemple si X est un intervalle borné de R muni de lamesure de Lebesgue) on peut se passer de l'hypothèse f positive. En e�et, 
elle-
i n'est làque pour éviter une indétermination du type (+∞) + (−∞).Soit f une fon
tion mesurable positive pouvant avoir +∞ pour valeur. On pose :
∫

X

f dµ := sup
g tage
0 ≤ g ≤ f

I(g). (4)Si E appartient à T , on pose ∫

E
fdµ :=

∫

X
(f.1E) dµ. Voi
i quelques propriétés immédi-ates de 
ette intégrale :Proposition 14. Soit f et g mesurables positives et λ ≥ 0. Alors,1. Si f ≤ g, alors ∫

X
f dµ ≤

∫

X
g dµ.2. ∫

X
λf dµ = λ

∫

X
f dµ.Remarque. La dé�nition 4 a bien entendu un sens même si f n'est pas mesurable. Cepen-dant, si on intègre toutes les fon
tions positives, la formule

∫

X

(f + g) dµ =

∫

X

f dµ+

∫

X

g dµest FAUSSE ! Le problème est en fait le même qu'ave
 la dé�nition de la mesure extérieurequi avait un sens pour toute partie mais qui n'était pas une mesure. Les 
ontre-exemplesaussi sont les-mêmes.La dernière remarque montre la né
essité de démonstrations même pour les propriétés lesplus simples. Celles-
i viendront du théorème 13 et du théorème de 
onvergen
e monotone
i-dessous.Théorème 15. Soit (fn) est une suite 
roissante de fon
tions mesurables positives. Soit
f : X −→ [0 ; +∞] sa limite simple.Alors, ∫

X
fn dµ tend vers ∫

X
f dµ. 9



Démonstration. Utilisant la proposition 14, il est fa
ile de voir que la suite ∫

X
fn dµ est
roissante ; elle 
onverge don
 vers un élément a de [0 ; +∞]. De plus, 
omme ∫

X
fn dµ ≤

∫

X
f dµ, on a a ≤

∫

X
f dµ.Il s'agit maintenant de montrer que a ≥

∫

X
f dµ 
'est-à-dire (d'après l'égalité 4) quepour toute fon
tion mesurable étagée φ 
omprise entre 0 et f on a a ≥ I(φ). Fixons unetelle fon
tion φ.Fixons 0 < α < 1 et montrons que a ≥ α

∫

X
φ dµ. En faisant tendre α vers 1 
e
i su�ra.Posons Xn := {x ∈ X : fn(x) ≥ αφ(x)}. On a X1 ⊂ X2 ⊂ X3 ⊂ · · · et X = ∪+∞

n=1Xn.Or pour tout n, on a :
∫

X

fn dµ ≥

∫

Xn

fn dµ ≥ α

∫

Xn

φ dµ. (5)É
rivons φ =
∑k

i=1
ci1Ei

ave
 Ei dans T . Alors, ∫

Xn
φ dµ =

∑k

i=1
ciµ(Ei ∩Xn). Or 
haque

µ(Ei ∩ Xn) tend vers µ(Ei) quand n tend vers l'in�ni d'après la proposition 9[assertion 5℄.Prenant la limite dans l'inégalité 5, on obtient don
 :
∫

X

f dµ ≥ α

∫

X

φ dµ.

�Le théorème 15 a de nombreux 
orollaires. Tout d'abord, ave
 le théorème 13 il permetde voir la dé�nition 4 de ∫

X
f dµ 
omme une dé�nition par approximation de f par desfon
tions étagées. Les 
orollaires énon
és 
i-dessous se démontrent tous de la même manière: on les montre d'abord pour les fon
tions étagées, on passe ensuite au 
as général parapproximation grâ
e aux théorèmes 13 et 15. Les démonstrations pré
ises sont laissées aule
teur.Corollaire 16. Soit f1 et f2 deux fon
tions mesurables positives. Alors, on a

∫

X

(f1 + f2) dµ =

∫

X

f1 dµ+

∫

X

f2 dµ.Corollaire 17. Soit f une fon
tion mesurable à valeurs dans [0; +∞]. Alors, µf : T −→ R,
E 7−→

∫

E
f dµ est une mesure sur T . De plus, pour toute fon
tion mesurable positive g, ona :

∫

X

g dµf =

∫

X

gf dµ.La démonstration du 
orollaire suivant se fait sans appel aux fon
tions étagées.Corollaire 18 (Lemme de Fatou). Soit fn : X −→ [0; +∞] une suite de fon
tions mesurables.Alors, on a :
∫

X

lim inf
n→+∞

fn dµ ≤ lim inf
n→+∞

∫

X

fn dµ.10



3.3 Intégrale de fon
tions de signe quel
onquesSi f : X −→ R est une fon
tion, on pose f+ = max(0, f) et f− = max(0,−f) de tellesorte que f+ et f− soient positives et f = f+ − f−. Si f est mesurable, f+ et f− le sont.Dé�nition.1. Soit f : X −→ R une fon
tion mesurable. Si ∫

X
f+ dµ ou ∫

X
f− dµ est �ni, on pose :

∫

X

f dµ =

∫

X

f+ dµ−

∫

X

f− dµ.2. On dit que f si Lebesgue-intégrable (ou intégrable) si ∫

X
|f | dµ =

∫

X
f+ dµ+

∫

X
f− dµest �ni. Il 
onvient de remarquer que � f intégrable � est plus exigent que � ∫

X
f dµdé�ni �!3. On note L(µ) l'ensemble des fon
tions Lebesgue-intégrable sur X.La démonstration du théorème suivant laissée au le
teur est essentiellement algébrique.Théorème 19. 1. L(µ) est un espa
e ve
toriel.2. ∫

: L(µ) −→ R est une forme linéaire.3. Si f ∈ L(µ), | ∫
X
f dµ| ≤

∫

X
|f | dµ.4. Le théorème de 
onvergen
e monotone et le lemme de Fatou restent valables pour dessuites de fon
tions de L(µ).Nous �nissons 
ette se
tion par le théorème de 
onvergen
e dominée. La démonstrationque l'on peut trouver dans tout bon livre sur l'intégration utilise le lemme de Fatou via desmanipulations assez �nes de lim sup et lim inf.Théorème 20 (Convergen
e dominée). Soit fn une suite de fon
tions Lebesgue-intégrablequi 
onverge simplement vers une fon
tion f . Alors, f est mesurable.Si de plus il existe une fon
tion g : X −→ [0; +∞] telle que ∫

X
g dµ < +∞ et pour tout

n, |fn| ≤ g alors f est Lebesgue-intégrable et ∫

X
fn dµ tend vers ∫

X
f dµ.4 Comparaison entre l'intégrale de Lebesgue et 
elle deRiemannLe théorème suivant montre que toute fon
tion Riemann-intégrable sur un segment estLebesgue-intégrable. Ainsi, la théorie de Lebesgue généralise (stri
tement d'après les exer-
i
es 2 et 3) 
elle de Riemann. De plus, les fon
tions Riemann-intégrables sont soumises ades 
onditions de régularité très fortes. 11



Théorème 21. 1. Si f est Riemann-intégrable sur [a; b] alors elle est Lebesgue-intégrableet les deux intégrales 
onïn
ident.2. Une fon
tion sur un segment est Riemann-intégrable si et seulement si elle est bornéeet 
ontinue presque partout.5 Quelques exer
i
esExer
ise 1. Montrer que toute fon
tion Riemann-intégrable est bornée.Exer
ise 2. Donner un exemple de fon
tion Lebesgue-intégrable non bornée sur [0; 1].Exer
ise 3. Existe-t-il des fon
tions bornées sur [0; 1] Lebesgue-intégrable et non Riemann-intégrable ?Exer
ise 4. Exhiber un élément non dénobrable de M(µ) qui soit de mesure nulle.Exer
ise 5. Toute fon
tion mesurable bornée sur un segment est-elle Lebesgue-intégrable?Exer
ise 6. Soit f mesurable positive. Montrer que ∫

X
f dµ = 0 si et seulement si f estpresque partout nulle (
'est-à-dire si l'ensemble des x tels que f(x) 6= 0 est de mesure nulle).Rappeler la dé�nition de l'espa
e fon
tionnel L1(µ).Exer
ise 7. Montrer que le théorème de 
onvergen
e dominée est faux pour l'intégrale deRiemann.Exer
ise 8. Montrer que l'hypothèse de domination dans le théorème de 
onvergen
e dom-inée est né
essaire. Indi
ation : Considérer ...............
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Reprodu
tion des pages 1025 à 1027 du tome 132(janvier-février 1901) des Comptes rendus desSéan
es de l'A
adémie des S
ine
es.Séan
e du lundi 29 avril 1901.ANALYSE MATHÉMATIQUE. � Sur une généralisation de l'intégrale dé�nieNote de M: H. Lebesgue, présentée par M. Pi
ard.Dans le 
as des fon
tions 
ontinues, il y a identité entre les notions d'intégrale et defon
tion primitive. Riemann a dé�ni l'intégrale de 
ertaines fon
tions dis
ontinues, maistoutes les fon
tions dérivées ne sont pas intégrables, au sens de Riemann. Le problème dela re
her
he des fon
tions primitives n'est don
 pas résolu par l'intégration ; et l'on peutdésirer une dé�nition de l'intégrale 
omprenant 
omme 
as parti
ulier 
elle de Riemann etpermettant de résoudre le problème des fon
tions primitives1.Pour dé�nir l'intégrale d'une fon
tion 
ontinue 
roissante
γ(x)(a ≤ x ≤ b),on divise l'intervalle en intervalles partiels et l'on fait la somme des quantités obtenues enmultipliant la longueur de 
haque intervalle partiel par l'une des valeurs de y quand x estdans 
et intervalle. Si x est dans l'intervalle (ai, ai+1), y varie entre 
ertaines limites mi,

mi+1, et ré
iproquement si y est entre mi et mi+1, x est entre ai et ai+1. De sorte qu'aulieu de se donner la division de la variation de x, 
'est-à-dire de se donner les nombres ai,on aurait pu se donner la division de la variation de y, 
'est-à-dire les nombres mi. De làdeux manières de généraliser la notion d'intégrale. On sait que la première (se donner les
ai) 
onduit à la dé�nition donnée par Riemann et aux dé�nitions des intégrales par ex
ès etpar défaut données par M. Darboux. Voyons la se
onde.Soit la fon
tion y 
omprise entre m et M . Donnons-nous

m = m0 < m1 < m2 < · · · < mp−1 < M = mp ;

y = m quand x fait partie d'un ensemble E0 ; mi−1 < y ≤ mi quand x fait partie d'unensemble Ei.Nous dé�nirons plus loin les mesures λ0, λi de 
es ensembles. Considérons l'une ou l'autredes sommes
m0λ0 +

∑

miλi ; m0λ0 +
∑

mi−1λi ;si, quand l'é
art maximum entre deux mi 
onsé
utifs tend vers zéro, 
es sommes tendent versune même limite indépendante des mi 
hoisis, 
ette limite sera par dé�nition l'intégrale des
y qui sera dite intégrable.1Ces deux 
onditions imposées a pripori à toute généralisation de l'intégrale sont évidemment 
ompatibles,
ar toute fon
tion dérivée intégrable, au sens de Riemann, a pour intégrale une de ses fon
tions primitives.13



Considérons un ensemble de points de (a, b) ; on peut d'une in�nité de manières enfermer
es points dans une in�nité dénombrable d'intervalles ; la limite inférieure de la somme deslongueurs de 
es intervalles est la mesure de l'ensemble. Un ensemble E est dit mesurablesi sa mesure augmentée de 
elle de l'ensemble des points ne faisant par partie de E donnela mesure de (a, b)2. Voi
i deux propriétés de 
es ensembles : une in�nité d'ensemblesmesurables Ei étant donnée, l'ensemble des points qui font partie de l'un au moins d'entreeux est mesurable ; si les Ei n'ont deux à deux au
un point 
ommun, la mesure de l'ensembleobtenu est la somme des mesures des Ei. L'ensemble des points 
ommuns à tous les Ei estmesurable.Il est naturel de 
onsidérer d'abord les fon
tions telles que les ensembles qui �gurentdans la dé�nition de l'intégrale soient mesurables. On trouve que ; si une fon
tion limitéesupérieurement en valeur absolue est telle que, quels que soient A et B, l'ensemble des valeursde x pour lesquelles on a A < y ≤ B est mesurable, elle est intégrable par le pro
édé indiqué.Une telle fon
tion sera dite sommable. L'intégrale d'une fon
tion sommable est 
ompriseentre l'intégrale par défaut et par ex
ès. De sorte que, si une fon
tion intégrable au sens deRiemann est sommable, l'intégrale est la même ave
 les deux dé�nitions. Or, toute fon
tionintégrable au sens de Riemann est sommable, 
ar l'ensemble de ses points de dis
ontinuitéest de mesure nulle, et l'on peut démontrer que si, en faisant abstra
tion d'un ensemble devaleurs de x de mesure nulle, il reste un ensemble en 
haque point duquel une fon
tion est
ontinue, 
ette fon
tion est sommable. Cette propriété permet de former immédiatementdes fon
tions non intégrables au sens de Riemann et 
ependant sommables. Soit f(x) et
φ(x) des fon
tions 
ontinues, φ(x) n'étant pas toujours nulle ; une fon
tion que ne di�èrede f(x) qu'aux points d'un ensemble de mesure nulle partout dense et qui en 
es points estégale à f(x) + φ(x) est sommable sans être intégrable au sens de Riemann. Exemple : Lafon
tion égale à 0 si x est irrationnel, égale à 1 si x est rationnel. Le pro
édé de formationqui pré
ède montre que l'ensemble des fon
tions sommables a une puissan
e supérieure au
ontinu. Voi
i deux propriétés des fon
tions de 
et ensemble.1. Si f et φ sont sommables, f + φ et fφ le sont et l'intégrale de f + φ est la somme desintégrales de f et de φ.2. Si une suite de fon
tions sommables a une limite, 
'est une fon
tion sommable.L'ensemble des fon
tions sommables 
ontient évidemment y = k et y = x ; don
, d'après1, il 
ontient tous les polyn�mes et 
omme, d'après 2, il 
ontient toute ses limites, il 
ontienttoutes les fon
tions 
ontinues, toutes les limites de fon
tions 
ontinues, 
'est-à-dire les fon
-tions de première 
lasse (voir Baire, Annali di Matemati
a, 1899), il 
ontient toutes 
elles dese
onde 
lasse, et
.En parti
ulier, toute fon
tion dérivée, limitée supérieurement en valeur absolue, étant depremière 
lasse, est sommable et l'on peut démontrer que son intégrale, 
onsidérée 
ommefon
tion de sa limite supérieure, est une de ses fon
tions primitives.2Si l'on ajoute à 
es ensembles des ensembles de mesures nulles 
onvenablement 
hoisis, on a des ensemblesmesurables au sens de M. Borel (Leçons sur la théorie des fon
tions).14



Voi
i maintenant une appli
ation géométrique : si |f ′|, |g′|, |φ′| sont limitées supérieure-ment, la 
ourbe
x = f(t), y = φ(t), z = ψ(t)a pour longueur l'intégrale de √

f ′2 + φ′2 + ψ′2. Si φ = ψ = 0, on a la variation totale de lafon
tion f à variation limitée. Dans le 
as où |f ′|, |g′|, |φ′| n'existent pas, on peut obtenirun théorème presque identique en remplaçant les dérivées par les nombres dérivés de Dini.
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