
Sur des faes du LR-�ne généraliséPierre-Louis Montagard et Niolas RessayreJune 10, 20041 RésuméSoient G � Ĝ deux groupes rédutifs onnexes. Notons D (resp. D̂) l'ensemble des lassesd'isomorphisme des représentations irrédutibles de G (resp. Ĝ). Nous nous intéressons àl'ensemble C des ouples (�; �̂) dans D�D̂ pour lesquels un Ĝ-module de lasse �̂ ontient unsous-G-module de lasse �. Il est bien onnu que C engendre un �ne polyédral dans un espaevetoriel approprié. Par des méthodes de théorie géométrique des invariants nous étudionssous quelles onditions une inégalité linéaire dé�nissant D induit une fae de odimensionun du �ne engendré par C.2 IntrodutionSoit k un orps algébriquement los de aratéristique nulle. Soient G � Ĝ deux groupesalgébriques rédutifs onnexes sur k. Soit V̂ une représentation rationnelle de dimension�nie de Ĝ. Le problème général que l'on aborde ii est de déomposer V̂ en somme deG-modules irrédutibles. Remarquons que e ontexte reouvre de nombreux problèmes dedéomposition de représentations. Citons en deux :� si Ĝ = G�G et si G est la diagonale de Ĝ, il s'agit de déomposer le produit tensorielde deux représentations irrédutibles de G ;� soitG un groupe rédutif quelonque et � : G! Gl(V ) une représentation irrédutiblede G, on peut alors poser Ĝ := Gl(V ) et onsidérer l'inlusion �(G) � Ĝ, le problèmeest alors de déomposer des représentations de G telles que la puissane symétriquen-ième SnV de V , la puissane extérieure k-ième �kV de V , ou plus généralement dedéomposer les puissanes de Shur S�V .Dans e ontexte très général, on ne herhe pas à donner des formules ombinatoiresexpliites de déomposition omme la élèbre règle de Littlewood-Rihardson onernantla déomposition du produit tensoriel pour le groupe linéaire. Notre approhe est plusqualitative à travers le �ne de Littlewood-Rihardson généralisé que nous allons dé�nir,après avoir introduit quelques notations supplémentaires.1



Nous noterons D (resp. D̂) l'ensemble des lasses d'isomorphismes de représentationsirrédutibles de G (resp. Ĝ). Pour � 2 D (resp. �̂ 2 D̂) nous noterons V� (resp. V�̂) unereprésentation irrédutible de G (resp. Ĝ) dans la lasse � (resp. �̂). Si V est une représen-tation de G nous noterons (V�; V ) la multipliité de V� dans V , 'est-à-dire la dimensionde l'espae des homomorphismes G-équivariants de V� vers V . Nous nous intéressons àl'ensemble : C := f(�; �̂) 2 D � D̂ j (V�; V�̂) 6= 0g :Les ensembles D et D̂ ont une struture naturelle de semi-groupes. De plus, M. Brion etF. Knop ont montré (voir [Èla92℄) que C est un sous-semigroupe de type �ni de D�D̂. Dansle as du produit tensoriel pour le groupe linéaire e semi-groupe a été appelé semi-groupede Littlewood-Rihardson (voir [Zel99℄). Comme D (resp. D̂) est en bijetion ave les pointsentiers d'un �ne d'un Q -espae vetoriel que nous appellerons provisoirement E (resp. Ê),C engendre un �ne polyédral ~C dans E � Ê. Nous appelons e dernier �ne de Littlewood-Rihardson généralisé, ou plus brièvement LR-�ne généralisé. Comme ~C est polyédral, ilest dé�ni dans E � Ê par un nombre �ni d'inégalités linéaires orrespondantes aux faes deodimension un, faes que nous appellerons essentielles. Par la suite, pour une partie E d'unespae vetoriel nous appellerons dimension de E et noterons dimE la dimension de l'espaevetoriel engendré par E . Soit F l'espae vetoriel engendré par une fae du �ne engendrépar D. Il induit naturellement une � fae � CF de C dé�nie par : CF := C \ (F � Ê). Lebut de et artile est d'étudier la dimension de CF et notamment de savoir si elle engendreune fae essentielle de ~C. Remarquons que dans le as du produit tensoriel pour le groupelinéaire GL(V ), Knutson, Terao et Woodward [KTW04℄ dérivent toutes les faes essentiellesde ~C, et montrent notamment que si F est une fae essentielle de D, alors elle induit unefae essentielle de ~C dès que la dimension de V est supérieure ou égale à 3. Nous retrouvonset élargissons e résultat dans la proposition 7.Dans le as général, des onsidérations élémentaires (voir le lemme 1) permettent demontrer que la odimension de CF dans C est supérieure ou égale à la odimension de Fdans D. Cette inégalité se traduit par ÆF := dimF � dimCF � dimD + dimC � 0. On ditque F est pleine si ÆF = 0, 'est-à-dire si dimCF est maximale. En partiulier, si F provientd'une fae essentielle de D, alors ÆF = 0 est équivalent au fait que CF soit essentielle dansC. On peut maintenant énoner un de nos résultats : (voir le orollaire 2)Théorème A Soit F1 et F2 deux sous-espaes de E engendrés par deux faes du �neengendré par D. Si F1 � F2, alors ÆF 1 � ÆF 2.Nous présentons également dans e travail une ondition équivalente au fait que F soitpleine. Pour pouvoir énoner elle-i, nous allons introduire quelques dé�nitions supplémen-taires.De manière lassique (voir la setion 4), on assoie à F un groupe parabolique P de G ;le groupe P se déompose en un produit semi-diret P u o L, où P u est le radial unipotentde P et L un sous-groupe de Lévi. Dans la setion 5, nous montrons alors qu'il existe un2



sous-groupe parabolique P̂ de Ĝ et une déomposition de Lévi de elui-i : P̂ = P̂ u o L̂ quivéri�ent : P = P̂ \G ; P u = P̂ u \G et L = L̂ \G.Nous noterons pu (resp. p̂u), l'algèbre de Lie de P u (resp. P̂ u) et BL (resp. BL̂) unsous-groupe de Borel de L (resp. L̂). En�n rappelons que si un groupe algébrique � agitsur une variété X, on appelle isotropie rédutive de � en x 2 X, le quotient de �x par sonradial unipotent. Le groupe L̂ agit sur p̂u par la représentation adjointe et L � L̂ stabilisepu ; don, L agit sur p̂u=pu. De plus, L̂ et don L agissent sur L̂=BL̂ par multipliation.Finalement, L agit sur p̂u=pu � L̂=BL̂ diagonalement. On peut maintenant énoner le (voirle orollaire 3) :Théorème B Il existe un ouvert non vide 
 de p̂u=pu � L̂=BL̂ tel que pour tout x 2 
, ÆFest égal à la di�érene des dimensions des isotropies rédutives des groupes L et BL en x.Une onséquene immédiate des théorèmes A et B est le :Théorème C S'il existe un point de Ĝ=B̂ dont l'isotropie dans le groupe dérivé de G est�nie, alors toutes les faes de D sont pleines.Dans la setion 7, nous appliquons e dernier résultat à divers exemples.Remarquons que C est très lié au polytope moment dé�ni dans un adre sympletique.La propriété d'être pleine s'interprète en terme de es polytopes, voir la proposition 2.3 Premières propriétés3.1 NotationsCommençons par quelques notations générales : si � est un groupe algébrique a�ne sur k,nous noterons �u son radial unipotent, [�;�℄ son groupe dérivé, �Æ sa omposante neutre,�(�) = Hom(�; k�) le groupe de ses aratères, ��(�) = Hom(k�;�) le groupe de ses sous-groupes à un paramètre et Lie(�) son algèbre de Lie. Dans tout et artile, nous appelonsvariété, une variété algébrique quasi-projetive et irrédutible. Si � opère algébriquementsur une variété X on dit que X est une �-variété. On note Ker (� �! Aut(X)) le noyau del'ation de � sur X. Si X est a�ne et l'algèbre k[X℄� des fontions régulières sur X invari-antes par � est de type �ni, X==� désignera la variété a�ne assoiée à k[X℄�. L'inlusion dek[X℄� dans k[X℄ induit un morphisme dominant et �-invariant � : X �! X==� que nousappelons morphisme quotient. Si V est un Q -espae vetoriel et si E est un sous-ensemblede V , nous noterons < E > l'espae vetoriel engendré par E , dimE la dimension de < E >et E? l'ensemble des ' 2 V � tels que 'jE = 0. En�n si R est un groupe ommutatif RQdésignera le Q -espae vetoriel R
ZQ .Rappelons que nous onsidérons deux groupes algébriques rédutifs onnexes G � Ĝ.Fixons, pour tout l'artile, un tore maximal T de G et un sous-groupe de Borel B de G.L'ensemble D s'identi�e alors naturellement au sous-ensemble des poids dominants de �(T ).Si � 2 D, nous noterons V� une représentation irrédutible de poids dominant �.Soit T̂ � B̂ un tore maximal et un sous-groupe de Borel de Ĝ. La notation V�̂ désigneune représentation irrédutible de Ĝ de plus haut poids �̂.3



3.2 Énoné du problèmeRappelons que nous nous intéressons àC := f(�; �) 2 D � D̂ j (V�; V�̂) 6= 0g :Soit F le sous-espae vetoriel de �(T )Q engendré par une fae du �ne engendré par D.Dans la suite, par abus de notation, nous appellerons F une fae de D. On pose alors :CF := C \ �F � �Q(T̂ )� :Dans et artile, nous herhons à omparer la odimension de F dans �(T )Q à elle deCF dans C. Pour ela on pose ÆF = dimC � dimCF + dimF � dim�(T ).Lemme 1 On a l'égalité :dim(< C > \(F � �(T̂ )Q)) = dim(C)� dim(�(T )) + dim(F):En partiulier, ÆF � 0.Preuve. Posons d = dim C � dim�(F � �(T̂ )Q) \ (< C >)�. Considérons l'appliation� :< C >! �(T )Q induite par la projetion de �(T ) � �̂(T ) sur �(T ) et sa transposét� : Hom(�(T )Q;Q) !< C >�:= Hom(< C >;Q).L'entier d est la dimension de l'orthogonal dans < C >� de ��1(F) ; ainsi, d = dim(t�(F?)).Or, omme toute représentation irrédutible de G apparaît dans au moins une représentationde Ĝ, � est surjetive, don t� est injetive. Ainsi, d = dim(F?) = dim�(T )� dimF ; etl'égalité du lemme est démontrée.Comme dim(< C > \(F � �(T̂ )Q)) � dimCF , on en déduit que ÆF � 0. �On aratérise alors le as ÆF = 0 dans laProposition 1 On a équivalene entre :(i) < CF >=< C > \�F � �(T̂ )Q� ;(ii) ÆF = 0On dit alors que la fae F est pleine.Preuve. Il est lair que CF et < CF > sont inlus dans < C > \�F � �(T̂ )Q�. Alors,l'assertion (i) est équivalente à dim < CF >= dim�< C > \(F � �(T̂ )Q)�. D'après lelemme 1 ei équivaut à dimCF = dimC � dim�(T ) + dimF , soit ÆF = 0. �
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3.3 Relations ave le polytope momentSoit �̂ 2 D̂, posons : P�̂ = f�n 2 �(T )Q; (�; n�̂) 2 Cg :Considérons B̂ := Ĝ=B̂� la variété des drapeaux de Ĝ. Alors il existe un unique �bré endroite Ĝ-linéarisé L�̂ sur B̂ tel que B̂� agisse par le aratère ��̂ sur la �bre au dessusde B̂�=B̂�. Pour tout entier n, le Ĝ-module des setions globales de Ln�̂ est isomorpheà Vn�̂. Mais alors P�̂ est le polytope moment assoié à L�̂ pour l'ation de G sur B̂. Cepolytope moment est diretement lié au polytope moment des géomètres sympletiiens, voirl'appendie de Mumford dans [Nes84℄, et également [Bri87℄. Les polytopes moments assoiésau déomposition de représentations ont été étudiés notamment dans [BS00℄, [Man97℄ et[Bri99℄.La propriété d'être pleine s'interprète aussi en termes de es polytopes, si on suppose que< C >= �(T )Q 
 �(T̂ )Q. Remarquons que ette hypothèse est véri�ée notamment lorsqueG est simple et non distingué dans Ĝ, voir le orollaire 1 i-après.Proposition 2 Supposons que < C >= �(T )Q
�(T̂ )Q ; si F est une fae pleine D, alors ilexiste un onvexe 
 � D̂ de dimension dim D̂ tel que pour tout �̂ 2 
, dimP�̂�dim(P�̂\F) =dim�(T )� dimF .Preuve.Soit � la projetion de �(T )Q � �(T̂ )Q sur �(T̂ )Q. Posons pour tout �̂ 2 D̂, H�̂ =�(T )Q � Q :�̂ , ~P�̂ = C \H�̂ et ~F = F � �(T̂ )Q. Il est lair que :dimP�̂ � dim(P�̂ \ F) = dim ~P�̂ � dim( ~P�̂ \ ~F) ;d'autre part, omme F est pleine, on a égalité :dim�(T )� dimF = dimC � dim(C \ ~F):Il su�t don de montrer que :dimC � dim(C \ ~F) = dim ~P�̂ � dim( ~P�̂ \ ~F)pour �̂ dans un sous-ensemble onvexe de D̂ de dimension maximale. Des raisonnementsélémentaires de géométrie onvexe montre que :dimC � dim ~P�̂ + dim�(C)� 1 (1)pour tout �̂ 2 D̂, ave égalité si �̂ 2 XC, où XC est l'ensemble onvexe des points �̂ 2 D̂ telsque H�̂ renontre l'intérieur de C. De même,dim(C \ ~F) � dim( ~P�̂ \ ~F) + dim�(C \ ~F)� 1 (2)5



pour tout �̂ 2 D̂, ave égalité si �̂ 2 XCF , où XCF est l'ensemble onvexe des points �̂ 2 D̂tels que H�̂ renontre l'intérieur de C \ ~F . On a l'inlusion XCF � XC. En e�et si �̂ 2 XCF ,alors �̂ 2 XC, à moins que ~P�̂ � ~P�̂ \ ~F . Cette inlusion implique :< C > \H�̂ �< C > \H�̂ \ ~Fe qui ontredit < C >= �(T )Q 
 �(T̂ )Q .Soit �̂ 2 XCF , alors on est dans le as d'égalité des inéquations 1 et 2. On en déduit que :dimC � dim(C \ ~F) = dim ~P�̂ � dim( ~P�̂ \ ~F) + dim�(C)� dim�(C \ ~F):Puisque F est pleine, d'après la proposition 1,< C \ ~F >=< C > \ ~Fet don : dim�(C \ ~F) = dim�(< C > \ ~F) = dim�( ~F) = dim�(C) = dim D̂:Ce qui onlut la preuve. �Remarque. Si l'on omet l'hypothèse < C >= �(T )Q 
 �(T̂ )Q , le résultat de la propositionn'est plus vrai. On peut onsidérer l'exemple G = H1 �H2 et Ĝ = H1 � Ĥ2, où H2 est unsous-groupe de Ĥ2 et F une fae de la hambre dominante de H1.4 Noyaux d'ation d'un toreConsidérons le sous-groupe de Levi L de G ontenant T et dont les raines sont elles de Gorthogonales à F . Soit U le radial unipotent de B et P le sous-groupe parabolique de Gengendré par U et L. Posons en�n D := [L; L℄ et TD := D\T . Soit Û� le radial unipotentdu sous-groupe de Borel B̂� opposé à B̂ et ontenant T̂ . On montre alors laProposition 3 L'ensemble des poids de l'ation de T � T̂ sur k[Ĝ℄[P;P ℄�Û� est égal à CF .Preuve. D'après le théorème de Frobenius, le Ĝ� Ĝ-module rationnel k[Ĝ℄ se déomposeomme suit : k[Ĝ℄ = M̂�2D̂ V�̂ 
 V �̂� ;d'où : k[Ĝ℄[P;P ℄�Û� = M̂�2D̂ V [P;P ℄�̂ 
 V �Û��̂ :or T̂ agit sur V �Û��̂ par �̂. Ainsi, l'ensemble des poids de T � T̂ dans k[Ĝ℄[P;P ℄�Û� est égalà l'ensemble des ouples (�; �̂) 2 �(T ) � �(T̂ ) tels que �̂ 2 D̂ et � est un poids de T dansV [P;P ℄�̂ . Or il est bien onnu que V [P;P ℄� 6= 0 si et seulement si � appartient à F e qui onlutla preuve. �Posons C_F := f(t; t̂) 2 T � T̂ : 8(�; �) 2 CF �(t)�̂(t̂) = 1g ; alors on a la6



Proposition 4 Le groupe C_F est le noyau de l'ation de T�T̂ sur la variété [P; P ℄nnĜ==Û�.Preuve. D'après la proposition 3, C_F est l'ensemble des ouples (t; t̂) 2 T � T̂ qui agissenttrivialement sur k h[P; P ℄nnĜ==Û�i, d'où la proposition. �5 Choix de T̂ et B̂La proposition 4 est vrai quelque soit le hoix de T̂ et B̂. Dans ette setion, nous allonshoisir deux tels sous-groupes de Ĝ de sorte qu'il soit faile grâe à la déomposition deBruhat de dérire un ouvert de [P; P ℄nnĜ==Û� stable par T � T̂ .Un de nos objetifs est le orollaire 2 i-après qui ompare ÆF1 et ÆF2 si F1 et F2 sontdeux faes de D telles que F1 � F2. C'est pourquoi nous nous donnons ii deux telles faesde D.Rappelons que nous avons �xé les sous-groupes T � B et les faes F1 � F2. Pouri = 1, 2, nous dé�nissons alors omme dans la setion 4 les sous-groupes TDi , Di, Li et Pi.L'inlusion de F1 dans F2 implique que P2 � P1 et L2 � L1. En revanhe, T̂ et B̂ ne sontpas supposés donnés ii.Soit i = 1 ou 2. Notons Si le entre onnexe de Li. Considérons alors le entralisateurL̂i de Si dans Ĝ. Notons D̂i le sous-groupe dérivé de L̂i et Ŝi le entre onnexe de L̂i. On aalors : Li = L̂i \G (3)L̂2 � L̂1 (4)On veut maintenant onstruire des sous-groupes paraboliques P̂i de Ĝ ayant des propriétésanalogues à (3).Pour i = 1, 2, on note Sti(G) (resp. Sti(Ĝ)) l'ensemble des poids non triviaux de Si dansLie(G) (resp. Lie(Ĝ)). Pour tout � 2 �(Si), on note H�i le sous-espae vetoriel de ��(Si)Qengendré par les sous-groupes à un paramètre � de Si tels que � Æ � est trivial. Posons :Ci = f� 2 ��(Si) : Pi = ng 2 G : limt!0 �(t)g�(t)�1 existego :Alors, Ci est l'intersetion de ��(Si) et d'une omposante onnexe CiQ du omplémentairede [�2Sti(G)H�i dans ��(Si)Q. De plus, omme P2 � P1, via l'inlusion naturelle de ��(S1)dans ��(S2), C1Q est inlus dans l'adhérene de C2Q.Considérons Ĉ1Q et Ĉ2Q deux omposantes onnexes de ��(S1)Q n[�2St1(Ĝ)H�1 et ��(S2)Q n[�2St2(Ĝ)H�2 telles que Ĉ1Q � C1Q, Ĉ2Q � C2Q et Ĉ1Q soit inlus dans l'adhérene de Ĉ2Q . Pouri = 1; 2, on �xe �i dans ��(Si) \ ĈiQ. Posons alors,P̂i = fg 2 Ĝ : limt!0 �i(t)g�i(t�1) existeg:7



On a alors, P̂2 � P̂1 (5)Pi = P̂i \G: (6)De plus, omme P̂ ui = fg 2 Ĝ : limt!0 �i(t)g�i(t�1) = 1g, on a :P ui = P̂ ui \G: (7)Soit en�n B̂D1 un sous-groupe de Borel de D̂1 ontenant BD1 . Posons B̂D2 = B̂D1 \ D̂2.Alors, B̂D2 est un sous-groupe de Borel de D̂2. De plus, on a :B̂D2 = B̂D1 \ D̂2; (8)BDi = B̂Di \G: (9)Soit T̂D1 un tore maximal de B̂D1 ontenant TD1. Posons alors T̂D2 = T̂D1 \ D̂2 etT̂ = Ŝ1T̂D1 = Ŝ2T̂D2 . Alors, on a TDi = (T̂Di \G)Æ: (10)6 RédutionsNous allons dans ette setion exprimer C_F1 et C_F2 omme noyaux d'une ation du tore T� T̂sur deux variétés � omparables � e qui permettra de omparer les dimensions de CF1 et CF2 .Nous rappelons d'abord plusieurs lemmes bien onnus sur les ations de groupes algébriques.6.1 RappelsLemme 2 Soit G un groupe algébrique a�ne agissant sur une variété a�ne X tels quek[X℄G soit de type �ni. Notons � : X ! X==G l'appliation quotient. Alors, se valent :(i) k(X)G = Fra(k[X℄G) ;(ii) il existe un ouvert non vide 
 de X==G tel que pour x 2 
, ��1(x) ontient une uniqueorbite ouverte de G.On dit alors que le quotient X==G est rationnel.Preuve. Voir la setion 2.4 p156 de [PV91℄. �Lemme 3 Soit G un groupe algébrique a�ne tel que �(G) = 1 et soit X une G-variétéa�ne. Si k[X℄ est fatorielle alors k[X℄G l'est aussi.Preuve. Voir [PV91℄ Theorem 3.17 p176. �8



Lemme 4 Soit G un groupe algébrique a�ne tel que �(G) = 1 et soit X une G-variétéfatorielle a�ne. Alors, le orps k(X)G des frations rationnelles G-invariantes sur X estégale au orps des frations de k[X℄G.Preuve. Voir [PV91℄ Theorem 3.3 p165. �Le lemme suivant est une onséquene direte des lemmes préédents.Lemme 5 Soit G un groupe algébrique tel que �(G) = 1. Soit X et Y deux G-variétésa�nes telles que :(i) les algèbres k[X℄G et k[Y ℄G sont de type �ni ;(ii) le quotient Y==G est rationnel ;(iii) il existe une appliation ' : X ! Y , G-équivariante et birationnelle ;Alors les variétés X==G et Y==G sont birationnelles.En�n, nous terminerons par une lemme onernant l'ation d'un tore sur une variétéa�ne dont la démonstration est évidente.Lemme 6 Soit T un tore agissant sur deux variétés X et Y , alors on a :(i) il existe un ouvert non vide 
 de X tel que pour tout x 2 
, l'isotropie de T en x estégale au noyau de l'ation de T sur X ;(ii) si f est un morphisme T -équivariant de X dans Y dont les �bres sont génériquement�nies, alors Ker (T �! Aut(X))Æ = Ker (T �! Aut(Y ))Æ.Pour i = 1, 2, on désigne par TDi � Di � Li � Pi les sous-groupes assoiés à Fiomme dans la setion 4. On a alors les inlusions suivantes : P2 � P1, L2 � L1, D2 � D1et P u1 � P u2 . On hoisit alors L̂1; L̂2; P̂1; P̂2. . . omme dans la setion 5. Nous noteronspu1 := Lie(P u1 ) et p̂u1 := Lie(P̂ u1 ). Remarquons que :� le groupe D1 agit sur P̂ u1 par onjugaison en laissant stable P u1 ; il agit don sur P̂ u1 =P u1;� la variété P̂ u1 =P u1 est D1-isomorphe à l'espae a�ne p̂u1=pu1 voir [Mon98℄ ;� D1 agit également par multipliation à gauhe sur L̂1==Û�D1 don sur le produit p̂u1=pu1 �L̂1==Û�D1.
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Proposition 5 On a l'égalité :C_F2 = Ker�T � T̂ �! Aut((̂pu1=pu1 � L̂1==Û�D1)==[D1 \ P2; D1 \ P2℄)� :En partiulier (pour F1 = F2 = F),C_F = Ker�T � T̂ �! Aut(�p̂u=pu � L̂==Û�D� ==D)� ;En�n, pour F = F1 et F2 = �(T )Q , on obtient :C_ = Ker�T � T̂ �! Aut(�p̂u=pu � L̂==Û�D� ==UD)� :Preuve. Rappelons que d'après la proposition 4C_F2 = Ker�T � T̂ �! Aut([P2; P2℄nnĜ==Û�)� :La déomposition de Bruhat de Ĝ par rapport au sous-groupe parabolique P̂1 implique queP̂1P̂ u1 � = P̂ u1 P̂1� = P̂ u1 L̂1P̂ u1 � est un ouvert de Ĝ stable par P2�B̂�. Mais alors, les lemmes 5et 6 montrent queC_F2 = Ker�T � T̂ �! Aut([P2; P2℄nnP̂ u1 L̂1P̂ u1 �==Û�)� :Or, le produit dans Ĝ induit les trois isomorphismes suivants : Û� ' P̂ u�1 o Û�D1, [P2; P2℄ 'P u1 o [D1 \ P2; D1 \ P2℄ et P̂ u1 L̂1P̂ u1 � ' P u1 � L̂1 � P̂ u1 �. Mais alors,C_F2 = Ker�T � T̂ �! Aut(�(P u1 nP̂ u1 )� (L̂1==Û�D1�)==[D1 \ P2; D1 \ P2℄)� : �Soit u et û les algèbres de Lie de U et Û . Le orollaire suivant qui se déduit d'un aspartiulier de la proposition 5 permet de aluler la dimension de C.Corollaire 1 On a les égalités :dimC_ = dimKer (T �! Aut(̂u=u)) = dimKer�T �! Aut(Ĝ=G)� ;où T agit par onjuguaison sur û=u et par multipliation à gauhe sur Ĝ=G. En partiuliersi G est simple et non distingué dans Ĝ, alors dimC_ = 0.Preuve. La première égalité se déduit diretement de la proposition 5 appliquée à F1 =F2 = �(T )Q.Pour la deuxième égalité on remarque tout d'abord que :Ker (T �! Aut(̂u=u)) = Ker (T �! Aut(ĝ=g)) ;10



où ĝ, g sont les algèbres de Lie respetives de Ĝ et G et où l'ation de T sur ĝ=g est induitepar l'ation adjointe. D'après Luna [Lun72℄, il existe un morphisme étale T -équivariant deĜ=G dans ĝ=g, et don d'après le lemme 6, on a égalité :dimKer (T �! Aut(ĝ=g)) = dimKer�T �! Aut(Ĝ=G)� ;où T agit sur la variété Ĝ=G par onjuguaison. Mais ette ation est égale à l'ation de Tsur Ĝ=G par multipliation à gauhe.Pour montrer la dernière assertion, il su�t de remarquer que le noyau de T sur Ĝ=G estinlus dans Tĝ2Ĝ ĝGĝ�1 qui est un sous-groupe distingué de G et de Ĝ. �6.2Considérons les trois appliations �nies :� : S1 � (S2 \ TD1)Æ � TD2 �! T ;(s; t; u) 7�! stu �̂ : Ŝ1 � T̂D1 �! T̂(s; t) 7�! stet ' : P̂ u1 � D̂1 � Ŝ1 �! P̂ u1 � L̂1(p̂; d̂; ŝ) 7�! (p̂; d̂ŝ)On munit P̂ u1 � D̂1 � Ŝ1 d'une ation de Û�D1 � (P̂ u1D1) par :(û; pd):(p̂; d̂; ŝ) = (pdp̂d�1; dd̂û�1; ŝ):On munit en�n P̂ u1 � D̂1 � Ŝ1 d'une ation du tore S1 � (S2 \ TD1)Æ � TD2 � Ŝ1 � T̂D1(noté T) par : (s1; s2; t; ŝ1; t̂1):(p̂; d̂; ŝ) = (s1s2tp̂t�1s�12 s�11 ; s2t1d̂t̂�11 ; s1ŝŝ�11 ):On peut maintenant simpli�er l'expression de la omposante neutre de C_F2 :Proposition 6 Posons H2 = [D1\P2; D1\P2℄. La omposante neutre de C_F2 est isomorpheà TD2 � Ker�S1 � (S2 \ TD1)Æ � T̂D1 �! Aut(�p̂u1=pu1 � D̂1==Û�D1� ==H2)�Æ :Preuve. Notons C_;ÆF2 la omposante neutre de C_F2 . On munit les variétés p̂u1=pu1 � L̂1==Û�D1et p̂u1=pu1 � D̂1==Û�D1 � S1 d'une ation du tore T grâe à � et �̂ et par passage au quotient.L'appliation ' induit alors une appliation équivariante dont les �bres sont génériquement�nies entre es deux T-variétés. Mais alors, la proposition 5 et le lemme 6 montrent queles omposantes neutres de C_F2 et de Ker�T �! Aut((̂pu1=pu1 � D̂1==Û�D1 � S1)==H2)� sontisomorphes. 11



PosonsM = p̂u1=pu1�D̂1==Û�D1. CommeH2 est inlus dans D1, (̂pu1=pu1�D̂1==Û�D1�S1)==H2est isomorphe à M==H2 � Ŝ1. Comme TD2 est inlus dans H2, on en déduit queC_;ÆF2 ' �TD2 � Ker�S1 � (S2 \ TD1)Æ � Ŝ1 � T̂D1 �! Aut(M==H2 � Ŝ1)��Æ ;puis que C_;ÆF2 ' TD2 � �Ker�S1 � (S2 \ TD1)Æ � T̂D1 �! Aut(M==H2)��Æ : �Pour arriver jusqu'à notre théorème prinipal, il nous faut maintenant dérire plus pré-isément le noyau apparaissant dans la proposition 6. Pour s'alléger de notations inutiles,dans la setion 8, nous présenterons dans un adre plus général les résultats qui nous per-mettent de onlure.Théorème 1 Il existe un ouvert non vide 
 de p̂u1=pu1 � D̂1=B̂D1 tel que pour tout x dans 
,C_;ÆF2 est isomorphe au produit de TD2 par la omposante neutre de l'isotropie rédutive en xdu groupe L1 \ P2.Preuve. On applique la proposition 11 à la variété M = p̂u1=pu1 � D̂1==U �̂D1, au tore T =S1 � TD1 , au groupe semi-simple D = D1 et au sous-groupe parabolique P = P2 \ D1.Remarquons qu'alors L2 \D1 est un Levi de P et que son entre onnexe est égal à S = S2.On obtient l'existene d'un ouvert non vide 
 de p̂u1=pu1 � D̂1==U �̂D1 tel que pour tout x 2 
 :Ker�S1 � (S2 \ TD1)Æ � T̂D1 �! Aut(M==H2)� = �(((P2 \D1)� S1 � TD1)x):Remarquons que puisque D̂1==U �̂D1 ontient D̂1=U �̂D1 omme ouvert, quitte à rétréir 
, onpeut supposer que l'égalité i-dessus est vrai pour tout x 2 
 � p̂u1=pu1�D̂1=U �̂D1 . On appliqueensuite la proposition 12, ave D � D̂ = D̂1 et M = p̂u1=pu1 � D̂1=UD̂1 . On obtient alors quepour x = (a; b) 2 p̂u1=pu1 � D̂1=UD̂1, �(((P2 \D1)� S1 � TD1)(a;b)) est isomorphe au quotientde (P2 \D1� S1)(a;q(b)) par son radial unipotent, où q est l'appliation quotient de D̂1=U �̂D1dans D̂1=B�̂D1 . Le théorème suit, en remarquant que (P2 \D1)� S1 ' P2 \ L1. �Corollaire 2 Ave les notations i-dessus,ÆF1 � ÆF2Preuve. Comme dimF1 � dimF2 = dimTD2 � dimTD1 , on a ÆF1 � ÆF2 = (dimC_F1 �dimTD1)�(dim C_F2�dimTD2). Mais alors, le orollaire déoule immédiatement du théorème 1appliqué une fois à la paire de fae (F1;F2) et une fois à la paire (F1;F1). �12



Corollaire 3 Il existe un ouvert non vide 
 de p̂u=pu � D̂=B̂D tel que pour tout x dans 
,ÆF est égal à la di�érene des dimensions des isotropies rédutives des groupes L et BL enx.Preuve. Il su�t d'appliquer le théorème 1 une première fois à la paire de faes (F ;F) etensuite à la paire (F ;�(T )Q). �Sur les exemples, le théorème 1 sera souvent utiliser via le orollaire suivant :Corollaire 4 S'il existe un point de p̂u=pu� D̂=B̂D dont l'isotropie dans D est �nie, alors Fest pleine. En partiulier, s'il existe un point de Ĝ=B̂ dont l'isotropie dans le groupe dérivéde G est �nie, alors toutes les faes de D sont pleines.Preuve. Soit 
 un ouvert de p̂u=pu� D̂=B̂D véri�ant le orollaire 3. Comme l'ensemble despoints dont l'isotropie pour D est �ni est un ouvert, il existe x 2 
 tel que Dx soit �ni. Maisalors, LÆx est inlus dans le entre de L et don dans BL et F est pleine. S'il existe x 2 Ĝ=B̂dont l'isotropie pour D est �nie, nous venons de montrer que la fae f0g est pleine. Maisalors, le orollaire 2 montre que toutes les faes sont pleines. �7 ExemplesExemple 1. Le produit tensoriel.Proposition 7 Soit G un groupe simple. Pour l'inlusion diagonale de G dans G�G toutesles faes non réduites à un point sont pleines. De plus, Æf0g est égal au rang de G.Démonstration. Fixons un sous-groupe de Borel B de G et un tore maximal T de B.Soit F une fae de l'ensemble des poids dominants de (G;B; T ). Notons P le sous-groupeparabolique de G assoié à la fae F , L son sous-groupe de Levi ontenant T et en�n D lesous-groupe dérivé de L. Posons :BD = B \D P̂ = P � P D̂ = D �D B̂ = B � B B̂D = BD �BD:Alors, B̂D � D̂ � P̂ � Ĝ satisfont aux propriétés de la setion 5. De plus,M = pu�D=BD�D=BD.En partiulier, l'isotropie générique I de D agissant surM est égale à elle de TD agissantsur pu. Soit P� le sous-groupe parabolique ontenant T et opposé à P . Comme pu estisomorphe à un ouvert T -stable de G=P�, I est égale au noyau de l'ation de TD dansG=P�, 'est-à-dire à Tg2G gP�g�1 \ TD. Comme G est simple ette dernière est �nie àmoins que P� = G, 'est-à-dire à moins que F = f0g.Supposons maintenant que F = f0g. Alors, M = G=B � G=B. Don, l'isotropiegénérique de D = G sur M est un tore maximal de G alors que elle de B est �nie. Leorollaire 3 ahève alors la démonstration. �Exemple 2. Soit V un k-espae vetoriel de dimension au moins deux. Considérons lemorphisme i : Sl(V )! Sl(S2V ). On a : 13



Proposition 8 Pour l'inlusion de G = i(Sl(V )) dans Ĝ = Sl(S2V ), toutes les faes sontpleines.D'après le orollaire 4, il su�t de montrer leLemme 7 Il existe un drapeau omplet de S2V dont l'isotropie pour Sl(V ) est �nie.Preuve. Nous allons onstruire un drapeau omplet 
 de S2V � dont le groupe d'isotropieH est �ni. Son orthogonal véri�era la propriété du lemme. Soit B = (e1; � � � ; en) une base deV et (e�1; � � � ; e�n) sa base duale, le premier sous-espae du drapeau 
 est la droite engendréepar !0 = �e�i 2 2 S2V �. La omposante neutre du groupe d'isotropie de ette droite estSO(V ). Il su�t don de montrer que l'intersetion H \ SO(V ) est �nie. Si ! est un élémentquelonque de S2V �, on dé�nit : ~! : V ! V �x 7! !(x; :) :Comme !0 est non dégénérée, ~!0 est un isomorphisme SO(V )-équivariant. Ce qui nouspermet de dé�nir une appliation :' : S2V � ! End(V )! 7! ~!�10 Æ ~! :L'appliation ' est un isomorphisme linéaire SO(V )-équivariant (l'ation sur l'espae dedroite est donnée par la onjugaison). Soit !1 = �ie�i 2. On voit alors que '(!0) est l'identitéde V et que ei est veteur propre de '(!1) pour la valeur propre i. Le stabilisateur dudrapeau < !0 >�< !0; !1 > dans SO(V ) est alors omposé des éléments g 2 SO(V ) telqu'il existe a; b 2 k véri�ant g:'(!1) = '(a!0 + b!1). La matrie de '(a!0 + b!1) dansB est une matrie diagonale de valeurs propres fa + bi : i = 1; � � � ; ng. Cet ensemble estégal à l'ensemble des valeurs propres de g:'(!1) (don de '(!1) soit f1; � � � ; ng). On endéduit que ou bien a = 0 et b = 1, ou bien a = 1 + n et b = �1 ; puis que la omposanteneutre du groupe d'isotropie de < !0 >�< !0; !1 > est inlus dans l'ensemble des matriesdiagonales. Comme par ailleurs elle est inlus dans SO(V ), elle est triviale. Le lemme suitalors failement. �Exemple 3. Nous allons ii regarder l'exemple donné par le morphisme i : Sl(V ) !Sl(�2V ). On pose alors G = i(Sl(V ) et Ĝ = Sl(�2V ). Si dimV = 2, alors �2V ' k et Ĝ esttrivial ; si dimV = 3, alors �2V ' V � et G = Ĝ. On suppose don que dimV � 4.Proposition 9 Si dimV � 4, alors pour l'inlusion de G = i(Sl(V )) dans Ĝ = Sl(�2V ),toutes les faes de D sont pleines.Comme dans l'exemple préédent, la proposition est une onséquene duLemme 8 Si dimV � 4, alors il existe un drapeau de �2(V �) dont l'isotropie dans Sl(V )est �nie. 14



Preuve. Dans �2(V �), il existe un élément non dégénéré si et seulement si dimV est paire.Commençons par le as où dimV est paire. On pose alors dimV = 2p et on �xe une baseB = (e1; � � � ; ep; "1; � � � ; "p) de V et B� = (e�1; � � � ; e�p; "�1; � � � ; "�p) sa base duale. On pose alors!0 = �pi=1e�i ^ "�i . Soit H0 la omposante neutre de l'isotropie de la droite engendrée par !0.Comme H0 � Sl(V ), on voit que H0 = Sp(!0). Comme dans la démonstration du lemme 7,on dé�nit pour tout ! 2 �2V � une appliation ~! : V �! V �, x 7�! !(x; :). On dé�nit alorsl'appliation linéaire, Sp(!0)-équivariante ' : �2V � �! End(V ), ! 7�! ~!�10 Æ ~!.Soit !1 = �pi=1ie�i ^ "�i ; '(!1) admet i = 1; � � � ; p omme valeurs propres, et (e�i ; "�i )engendre le sous-espae propre assoié à i. Par un raisonnement analogue à l'exemplepréédent, on montre alors que la omposante neutre du sous-groupe d'isotropie du dra-peau : < !0 >�< !0; !1 > est l'ensemble des matries de Sp(V ) préservant les sous-espaesWi :=< e�i ; "�i >. Cette omposante neutre est don isomorphe au produit : Qpi=1 Sl(Wi).Sous l'ation de e groupe, l'espae �2V � se déompose en représentations irrédutibles :�2V � = pMi=1 �2Wi � M1�i<j�pWi 
Wj :La suite de la onstrution du drapeau se fait en onsidérant dans l'espae dual �2(V �)� '�2V des veteurs !�3; !�4; � � � dont l'orthogonal dans �2V � ontient < !0; !1 >. À ause de ladéomposition i-dessus, de tels veteurs peuvent être pris dans L1�i<j�pW �i 
W �j . Grâeà ette déomposition, on peut également supposer que p = 2. Pour Sl(W )�Sl(W ), l'espaeW
W est isomorphe à l'espae End(W ). À indie �nie près l'isotropie de la droite engendréepar l'appliation identité est le groupe Sl(W ) inlus diagonalement dans Sl(W )� Sl(W ) etqui agit sur End(W ) par onjugaison. Comme Sl(W )-représentation End(W ) se déomposeomme la somme de la représentation triviale et de la représentation adjointe. Le problèmese ramène don à exhiber un drapeau de ette représentation adjointe d'isotropie �nie. SoitH et F les éléments suivants :H = � 1 00 �1 �F = � 0 11 0 �(dans une base quelonque de W). Alors il est immédiat que le drapeau suivant :< H >�<H;F > a une isotropie �nie dans Sl(W ).Supposons maintenant que la dimension de V est impaire et égale à 2p+ 1, ave p � 2.Soit B = (e1; � � � ; ep; "1; � � � ; "p; �) une base de V . Nous noterons W le sous-espae vetorielde V de base (e1; � � � ; ep; "1; � � � ; "p).Rappelons qu'on a une injetion Gl(V )-équivariante de �2V � dans Hom(V �; V ). Soient!0, !1 et !2 les éléments de Hom(V �; V ) dont les matries dans les bases B�;B sont :!0 = 0� 0 I 0�I 0 00 0 0 1A!1 = 0� 0 D tV�D 0 0�V 0 0 1A!2 = 0� 0 D0 0�D0 0 tV0 �V 0 1Aoù I désigne la matrie identité de taille p� p, D la matrie diagonale ave omme termesdiagonaux : 1; 2; � � � ; p, V le veteur (1; � � � ; 1) 2 kp et D0 une matrie de Mp(k) telle que15



les matries I;D;D0 soient linéairement indépendantes. Nous allons maintenant dé�nir unhyperplan de �2V � ontenant les veteurs !0; !1 et !2 e qui revient à dé�nir une droite de�2V ��, qui s'identi�e à �2V et don à un sous-espae de Hom(V; V �). Remarquons que ladualité entre �2V et �2V � est la restrition de l'appliation bilinéaire suivante :Hom(V; V �)� Hom(V �; V ) �! k(A;B) 7�! trae(B Æ A)Soit � 2 Hom(V �; V ) dé�ni par : 0� 0 U 0�U 0 00 0 0 1Aave U une matrie telle que tr(U) = tr(UD) = tr(UD0) = 0, (e hoix est possible puisquep � 2 et don dimMp(k) � 4). On a alors que < !0; !1; !2 >� ker �. Considérons don ledrapeau partiel : 
 = (< !0 >�< !0; !1 >�< !0; !1; !2 >� ker �) :Comme ker � = k�� et ker!0 = k:� le groupe d'isotropie de e drapeau est inlus dans legroupe Gl(W )�Gl(k:�). Ce groupe respete la déomposition �2V � = �2W � �W � 
 k:��.Les éléments !0 et !1 s'érivent dans �2V � :!0 = �pi=1e�i ^ "�i et !1 = �pi=1ie�i ^ "�i + �� ^ (e�1 + � � �+ e�n)On en déduit qu'un élément du stabilisateur dans Gl(W )�Gl(k�) du drapeau : < !0 >�<!0; !1 > stabilise le drapeau de �2W � : < !0 >�< !0;�ie�i ^ "�i > et la droite engendréepar �� ^ (e�1 + � � � + e�n). En utilisant ette propriété et le as de la dimension paire, onen déduit que la omposante neutre du groupe d'isotropie du drapeau D est inlus dans legroupe omposé des matries de la forme :0� �p+1I 0 0Z ��pI 00 0 ��p 1Aoù � 2 k� et Z est une matrie de taille p � p diagonale. Ensuite on érit matriiellementque de tels éléments envoient !2 dans < !0; !1; !2 >. En utilisant notamment le fait que lesmatries I;D;D0 sont linéairement indépendantes, on déduit que la omposante neutre del'isotropie du drapeau 
 est triviale. �Exemple 4. Soient E; F deux k-espaes vetoriels de dimensions �nies ; le groupe Gl(E)�Gl(F ) agit sur E 
 F . On a don un morphisme i : Gl(E)�Gl(F )! Gl(E 
 F ). On poseĜ = Gl(E 
 F ) et G = i(Gl(E)�Gl(F )). On a alors laProposition 10 Dans la situation i-dessus, toutes les faes sont pleines.Preuve. La démonstration qui est analogue aux deux exemples préédents est ii omise.� 16



8 Résultats Annexes8.1Soit T un tore, D un groupe semi-simple et M une T�D-variété. Soit P un sous-groupeparabolique de D, H son sous-groupe dérivé et S le entre onnexe d'un sous-groupe de Levide P.Notons � : P�T �! S�T, l'appliation qui au ouple (p; t) 2 P�T assoie le ouple(s; t) 2 S�T où s véri�e s�1p 2 H.Proposition 11 Ave les notations introduites i-dessus, on suppose que M est fatorielleet que M==H existe.Alors, il existe un ouvert non vide 
 de M tel que pour tout x dans 
Ker (S�T �! Aut(M==H)) = � ((P�T)x) :Preuve. Notons � : M �! M==H l'appliation quotient. D'après les lemmes 4 et 2,il existe un ouvert non vide 
1 de M==H tel que pour tout z dans 
1, ��1(z) ontientune unique orbite ouverte de H. Quitte à remplaer 
1 par un ouvert plus petit, on peutsupposer de plus que pour tout z dans 
1, (S�T)z est égal à Ker (S�T �! Aut(M==H))en vertu du lemme 6.L'ensemble 
2 des points x de M tels que la dimension de H:x soit maximale est unouvert non vide de M. Posons 
 = 
2 \ ��1(
1).Soit x 2 
. Posons z = �(x). Nous a�rmons que :(S�T)z = f(s; t) 2 S�T : (s; t):x 2 H:xg:En e�et, (S � T)z stabilise ��1(z) et permute les orbites de H. Or, H:x est l'uniqueorbite ouverte de H dans ��1(z). Don, (S�T)z stabilise H:x .En�n, pour tout (s; t) 2 S�T, on a :(s; t):x 2 H:x() 9h 2 H st:x = h:x() 9h 2 H (hs; t):x = x() (s; t) 2 � ((P�T)x) : �8.2On onserve les notations de la setion 8.1. On suppose de plus que :� D est un sous-groupe d'un groupe semi-simple D̂.� T est le produit d'un tore T1 est d'un tore maximal T̂ de D̂.� M est le produit d'une T1�D-variété V et de D̂=Û, où Û est un sous-groupe unipotentmaximal de D̂. 17



� T1 � T̂�D agit sur D̂=Û par : (t; t̂; d):d̂Û = dd̂t̂�1Û.Soit B̂ le sous-groupe de Borel de D̂ ontenant Û. Considérons l'appliation D̂-équivarianteq : D̂=Û �! D̂=B̂.Dans e as, la proposition 11 est omplétée par laProposition 12 Conservons les notations i-dessus. Soit x 2 X et y 2 D̂=Û. Alors,� �(P�T)(x;y)� est isomorphe au quotient de (P�T1)(x;q(y)) par son radial unipotent.Preuve. Considérons la projetion p : P�T1� T̂ �! P�T1. Remarquons tout d'abordque omme haque �bre de q est isomorphe à T̂, p induit un isomorphisme de (P�T1� T̂)ysur (P�T1)q(y).Montrons par ailleurs que � induit un isomorphisme de (P � T1 � T̂)y=(P � T1 � T̂)uysur �((P�T1 � T̂)y).Comme l'ation de P sur D̂=Û�D est la restrition de elle de D̂, Py est unipotent. Don,Py est inlus dans (P�T1�T̂)uy . En partiulier, le noyau de la restrition de � à (P�T1�T̂)yest inlus dans (P�T1� T̂)uy . L'inlusion réiproque est vrai ar ��(P�T1 � T̂)uy� est unsous-groupe unipotent d'un tore : il est don trivial.Mais alors, sur le diagramme ommutatif suivant :(T1 � T̂�P)y - (T1 �P)q(y)
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