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1. Exemples de CorpsExerie 1. On note Q(
√

2) l'ensemble des nombres réels de la forme a+ b
√

2 ave a et b dans Q.(1) Montrer que Q(
√

2) est stable par multipliation et addition.(2) Montre que muni de es 2 lois, Q(
√

2) est un orps.Exerie 2. On pose Z/2Z = {0̄, 1̄}. et On munit Z/2Z de deux lois : pour ā, b̄ ∈ Z/2Z, on note
ā + b̄ (resp. ā.b̄) le reste de la division eulidienne par 2 de a + b (resp. a.b) surmonté d'une barre.(1) Érire les tables de es deux lois.(2) Montrer que Z/2Z muni de es deux lois est un orps.(3) Montrer que l'on peut munir Z/3Z = {0̄, 1̄, 2̄} d'une struture de orps de la même manièreen remplaçant 2 par 3.(4) Montrer que ette onstrution ne fontionne pas pour Z/4Z = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄}. (Trouver unélément non nul a tel que a.a = 0̄.)2. Espaes vetorielsExerie 3. Dérire tous les sous-espaes vetoriels de R2, R3.Exerie 4. VRAI ou FAUX ?(1) L'ensemble vide est un espae vetoriel.(2) Un orps est toujours un espae vetoriel sur lui-même.(3) Q est un Z-espae vetoriel, R est un Q-ev, C est un R-ev, C est un Q-ev.(4) Si λ ∈ K et x ∈ E, alors λx = 0 implique que λ = 0 ou x = 0.(5) Le noyau d'une appliation linéaire est un sev.(6) {(x, y) ∈ R2 ; x + y = 1} est un sous-espae vetoriel de R2.(7) L'intersetion de deux sev est toujours un sev.(8) La réunion de deux sev est toujours un sev.(9) Le omplémentaire d'un sev F de E est toujours un sev, on l'appelle le supplémentaire de

F dans E.(10) Si F1, F2 sont deux sev de E, on a toujours F1 ∪ F2 ⊂ F1 + F2(11) Si A est une partie de E, on a toujours Vect(Vect(A)) = Vect(A).(12) Si A, B sont deux parties de E, on a toujours Vect(A ∩ B) = Vect(A) ∩ Vect(B).(13) Dans R3 muni des oordonnées (x, y, z), l'axe des x est en somme direte ave l'axe des z.Et le plan des (x, y) est en somme direte ave le plan des (y, z).(14) Si D1, D2, D3 sont trois droites de R3 distintes deux à deux, alors on a R3 = D1⊕D2⊕D3.(15) L'image d'une appliation linéaire est un sev.1



FEUILLE D'EXERCICES No1 : ESPACES VECTORIELS - MATRICES 2(16) Une appliation linéaire f est injetive si et seulement si Ker(f) = 0.(17) Une appliation linéaire f est surjetive si et seulement si Im(f) = 0.(18) Si f, g ∈ L(E, F ), alors Im(f + g) = Im(f) + Im(g).(19) Si f, g ∈ L(E), alors on a (f + g)2 = f2 + 2f ◦ g + g2.(20) La dérivation D est un automorphisme de l'espae vetoriel des polyn�mes réels de degréinférieur ou égal à n.(21) Si F1, F2 sont des sev de E, l'appliation φ : F1×F2 → F1 +F2 dé�nie par φ(x, y) := x+ yest toujours un isomorphisme.(22) Si P1 et P2 sont deux plans de E tels que P1 ∩ P2 = 0, alors dim E ≥ 4.(23) Il existe deux sous-espaes F, G de R5 tous deux de dimension 3, tels que F ∩ G = 0.Exerie 5. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaes vetoriels de l'ensemble des matries
3 × 3 ?(1) L'ensemble des matries inversibles.(2) L'ensemble des matries de déterminant nul.(3) L'ensemble des matries diagonales.(4) L'ensemble des matries triangulaires supérieures.(5) L'ensemble des matries symétriques.(6) L'ensemble des matries dont tous les oe�ients sont positifs.(7) L'ensemble des matries dont le noyau ontient le veteur (1, 2, 3).(8) L'ensemble des matries dont l'image ontient le veteur (1, 2, 3).Exerie 6. Soit P le plan eulidien. On munit P d'un repère orthonormé : P est ainsi identi�éà R2.Soit θ ∈ [0, 2π[. Considérons la rotations r de entre 0 et d'angle θ. Celle-i est dé�nie par lespropriétés suivantes :� 0M = Or(M),� Les veteurs OM et Or(M) forment un angle de mesure θ.(1) Montrer que θ est une appliation linéaire.(2) Déterminer la matrie de r.(3) Le fait que le entre de la rotation est O joue t-il un r�le.Exerie 7. (1) On onsidère R omme Q-espae vetoriel. Montrer que la famille (1,

√
2,
√

3)est libre.(2) Dans RR, montrer que la famille (fa : x 7→ |x − a|) est libre.Exerie 8. (1) Soit F et G deux sous-espaes vetoriels de E. Montrer F ∪ G est un sous-espae vetoriel de E si et seulement si : F ⊂ G ou G ⊂ F .(2) Existe t-il un espae vetoriel E de dimension supérieure à deux qui soit réunion de deux(resp. trois) droites ?Exerie 9. Soit F1, F2, F3 3 sev de E. Dé�nir les assertions suivantes :(1) E = F1 + F2 + F3.(2) La somme F1 + F2 + F3 est direte.Exerie 10. Soit E un ev et f un endomorphisme de E. On suppose que pour tout x dans E, lafamille (x, f(x)) est lié.(1) Montrer que pour tout x ∈ E non nul il existe un unique λx dans le orps de base tel que
f(x) = λxx.(2) Montrer que λx = λy pour tout x, y.(3) En déduire que f est une homothétie.



FEUILLE D'EXERCICES No1 : ESPACES VECTORIELS - MATRICES 3Exerie 11. Montrer que la famille ((1, 0, 1), (−1,−1, 2), (−2, 1, 2)) est une base de R3. Calulerles oordonnées du veteur (3, 2,−4) dans ette base.Exerie 12. Dans R4 on onsidère les deux sous-espaes vetoriels suivants :
F = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x + y + z + t = 0 et x + 2y + t = 0} et G = {(x, y, z, t) ∈ R4 | z + t = 0}.(1) Expliquer pourquoi F ∩ G n'est pas réduit à {0}.(2) Trouver une base de F ∩ G puis la ompléter en une base de F .Exerie 13. Inverser la matrie 



0 1 2
1 0 3
4 −3 8



 .Exerie 14. Soit f l'endomorphisme de R2[X ] dé�ni par f(P ) = P (X+1)−P ′(X). On onsidèreles bases B = (1, X, X2) et C = (1 + X, X + X2, 1 + X2) de R2[X ].(1) Déterminer MatB(f).(2) Déterminer de deux manières di�érentes MatBC(f), MatCB(f) et MatC(f).


