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Feuille 2 : Algèbre bilinéaire et Esapces Euclidiens/Hermitiens

Exercice 1. 1. Soit q(x) = x21 + 6x22 + 56x23 − 4x1x2 + 14x1x3 − 36x2x3 dans la base canonique de R3.
Ecrire q dans la base (f1 = (1, 0, 0), f2 = (2, 1, 0), f3 = (−3, 2, 1)).

2. Simplifier l’expression suivante q(x+y)+q(y+z)+q(x+z)−q(x+y+z) où q est une forme quadratique
quelconque.

3. Déterminer les signatures des formes suivantes :

(a) q1(x) = x21 + x22 + x23 − 4(x1x2 + x1x3 + x2x3) ;

(b) q2(x) = x21 + x22 + x23 − x1x2 − x1x3 − x2x3 ;

(c) q3(x) = (x1 − x2)
2 + (x2 − x3)

2 + (x1 − x3)
2 ;

(d) q4(x) =
∑
i<j

xixj sur R4.

4. Trouver la forme bilinéaire associée à la forme quadratique suivante q(x) = x21 + 3x22 +−4x1x2.

Exercice 2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et q une forme quadratique non dégénérée sur
E. Montrer que tout vecteur isotrope est inclus dans un plan U tel que la restriction de q à U a signature
(1, 1). Un tel plan est dit hyperbolique.

Exercice 3. Trouver sans calcul la signature de la forme quadratique de Rn suivante :

(x1 + · · ·+ xn)
2 − (x21 + · · ·+ x2n).

Exercice 4. Soit A, B deux matrices symétriques réelles positives. On suppose que pour toutX ∈ Rn, 0 ≤
tXAX ≤ tXBX. Montrer que detA ≤ detB.

Exercice 5. Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit H un hyperplan de E. Soit A un endomorphisme
symétrique de E et q la forme quadratique associée. Soit λ1 ≤ · · ·λn les valeurs propres de A. Soit µ1 ≤
· · · ≤ µn−1 les valeurs propres de la restriction de q à H.

Montrer que pour k ≤ n− 1, on a :
λk ≤ µk ≤ λk+1.

Exercice 6. Inégalité de Hadamard. Soit A ∈ Mn(R). On note C1, · · · , Cn les vecteurs colones de A.
Montrer que

|det(A) ≤ ∥C1∥ · · · · · · · ∥Cn∥.

Exercice 7. Décomposition en valeurs singulières
Considérons Mmn(C) muni de l’action du groupe Um(C)× Un(C) donnée par la formule :

(U, V ).M = UMV −1.

On veut montrer le résultat suivant :

Un système complet de représentants pour cette action est
l’ensemble des matrices dont tous les coefficients non nuls sont sur la diagonale et

ceux-ci sont réels ordonnées par ordre décroissant.

Dans la suite, pour toute matrice A, on pose A∗ = tĀ. Soit M ∈ Mmn(C).

1. Décrire le système complet de représentants lorsque m > n, m = n et m < n.

2. Démontrer la partie unicité.
Indication : par une opération astucieuse tenter d’éliminer U .
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3. Justifier que la matrice M∗M est diagonalisable en base unitaire et que ses valeurs propres sont positive.
Soit λ1 ≥ · · · ≥ λn les valeurs propres de M . Soit r le nombre de λi non nuls. Soit enfin V ∈ Un(C)
telle que

M∗M = V diag(λ1, . . . , λn)V
∗.

4. Décrire la seule matrice Σ comme dans l’énoncé à laquelle M peut être équivalente. Notons σ1, . . . , σr
les éléments diagonaux non nuls de Σ.
Indication : vous savez déjà qu’il n’y en a qu’une.

5. Notons v1, . . . , vn ∈ Cn les colonnes de V . Montrer que la famille (
1

σ1
Mv1, . . . ,

1

σr
Mvr) est unitaire.

6. Conclure.

7. En déduire que les valeurs propres non nulles de M∗M sont égales aux valeurs propres non nulles de
MM∗.

8. En mimant la démonstration ci-dessus, écrire sous la forme UΣV ∗ les matrices suivantes :

M =

(
1 1 0
0 1 1

)
, N =

0 3
1 0
0 −4

 .
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