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FEUILLE D’EXERCICES N°2:
GROUPE SYMETRIQUE-DETERMINANT

1. GROUPE SYMETRIQUE

Exercice 1. Quel est le cardinal de %, 7

. s 1 . |1 2 3 45 6 7 89
Exercice 2. On considére les éléments suivants de X9, 0 = 99364178 5 et
S 1 23 45 6 7 89

13 6 2 7 41 9 5 8|
(1) Calculer co7, 700, 07 et 771
(2) Ecrire o et 7 comme produit de cycles & supports disjoints.
(3) Calculer la signature de o et 7.
Exercice 3. Soit n un entier naturel non nul et 0 < p,q < n. Soit ay,--- ,a, (vesp. ay,--- ,ag)
des entiers entre 1 et n deux a deux distincts. Soit ¢ et ¢’ les deux cycles suivants de X, : ¢ =

(a1 az --- ap) et ¢ = (ayay -~ ay).
Quand est-ce que ¢ = ¢’ ?
Exercice 4. Soit ¢ = (382)(56)(1487) € Xy.
(1) Ecrire ¢ sous forme « application de {1,---,9} dans lui-méme ».

(2) Calculer c, ¢?, c=t. On pourra exprimer les résultats sous forme d’applications ou de produit
de cycles a supports disjoints. Calculer la signature de c.

(3) Soit ¢ = (342)(57)(8216) € Xg. Calculer ¢/~

2. DETERMINANT

Exercice 5. Compléments de cours.

(1) Quel est le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure? Justifier votre réponse en
utilisant seulement le cours.

(2) Développer la formule de définition du déterminant pour des matrices de taille 2 et 3.

1 2 -4 3 1 2 1 0
. ) . 2 -1 4 =2 0 3 1 1
Exercice 6. Calculer les déterminants 3 1 4 _9 et 10 3 1
-1 0 1 -1 3 1 2 0
Exercice 7. (1) Soit a,b,¢,d : R — R des fonctions dérivables. Montrer que f = CCL Z ‘
est dérivable et que :
b a b
() —
ra=| g nl+ e

(2) Généraliser & un déterminant n x n.
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(3) Calculer le déterminant suivant :
1 cos T sinx
1 cos(x+ ) sin(z+ «)
1 cos(zx+ ) sin(z+ )

Exercice 8. (1) Calculer le déterminant suivant :
1 1 1
a b c

b+c a+c a+d
(2) Additionner les éléments de chaque colonne de cette matrice. Que constatez vous ?

(3) Calculer le déterminant suivant :

1 2 1
a b-1 c
b+c a+c a+d
(4) Méme question que 2.

(5) Pouvez-vous retrouver le résultat 1 sans calcul.

Exercice 9. Soit M la matrice d’ordre 3 définie par :

2 0 4
M=15 27
2 5 5

En remarquant que 204, 527 et 255 sont divisibles par 17, montrer que le déterminant de M est
divisible par 17.

Exercice 10. soit n € N*. On se donne trois réels a,b et A\. On définit une matrice D = (d;;) €
M, (R) par :

(i) dii=Apourtouti=1,...,n
(ii) dijjt1 =apourtout i=1,...,n—1
(iii) dit1, =bpourtouti=1,...,n—1
(iv) tous les autres coefficients d;; sont nuls.

Calculer le déterminant de D.

Exercice 11 (déterminant de Cauchy). Si z1,...,z, et y1,...,y, sont des nombres réels (ou
complexes), on pose
ro1 1
r1+yr w1+ yn
C(xla"'axnvyla"'ayn) = det(l/(xl+yj)):det
1 1
—xn+y1 xn+yn

(1) En retranchant successivement la derniére colonne de chacune des autres, montrer que
roo1 1

.« .. - 1
$1+y1 $1+ynfl
C(x T,y Un) = (U —y1) - (Yn — Yn—1) det : :
Lyeeendny Iy en dn ($1+yn)(xn+y”) 1 1
.« .. - 1
L2y + 41 T+ Yn—1

(2) Dans le dernier déterminant obtenu, retrancher successivement la derniére ligne de toutes
les autres, pour montrer que

(yn_yl)”'(yn_ynfl) ($n—$1)...($n—$n,1)
C(x1, e s T, Y1y e s Yn) = C
syt ¥n) = e @t ) @ T 91) - (@n & )

(x17"'7xn717y17~"

aynfl)



(3)
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En conclure que
[Lis (Wi — ) (@i — z5)
Hi,j(xi +y;)

C(xla"'axn7ylv"'>yn) =

Exercice 12. Une matrice carrée n x n est dite matrice de permutation si chacune de ses
lignes et de ses colonnes comporte un et un seul 1, et des 0 ailleurs. Par exemple, la matrice 3 x 3
suivante est une matrice de permutation :

0 10

1 00

0 0 1
mais celle-ci ne 1’est pas :

0 10

1 01

010

Faire la liste de toutes les matrices de permutation 2 x 2, puis 3 X 3.
Combien y a-t-il de matrices de permutation n x n?

Si A est une matrice carrée et P est une matrice de permutation de méme taille, quelle
différence y a-t-il entre A et AP? Et entre A et PA?

Pourquoi toute matrice de permutation P est-elle inversible 7 Quelle relation simple y a-t-il
entre P~ et P? Ou encore : comment peut-on déterminer sans calcul P~! en connaissant
P?

Le produit de deux matrices de permutation est-il encore une matrice de permutation ?
Soit o € X,. Soit P, la matrice dont le coefficient & la ligne i et la colonne j vaut 1 si
o(j) =i et 0 sinon. Quel est le lien entre le graphe de Papplication o et la matrice P? En
déduire que P, est une matrice de permutation.

Comparer P,.P; et P,,. En déduire que Det(P,) = (o).



