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5 :

RÉDUCTION 2

Exercice 1. Soit A et B deux matrices carrées de taille n.

(1) Montrer que si A est inversible, χAB = χBA.

(2) Montrer qu’il existe une suite An de matrices inversibles qui tend vers A. Indication :
quand est-ce que la matrice A+ tIn est inversible ?

(3) Montrer que χAB = χBA.

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

(1) Montrer que la somme de deux endomorphismes nilpotents qui commuttent est nilpotente.

(2) Trouver deux endomorphismes nilpotents dont la somme n’est pas nilpotente.

(3) Soit d et d′ deux endomorphismes diagonalisables qui commutent. Montrer qu’il existe une
base dans laquelle les 2 matrices de d et d′ sont diagonales.

(4) Montrer que la somme de deux endomorphismes diagonalisables qui commuttent est dia-
gonalisable.

(5) Trouver deux endomorphismes diagonalisables dont la somme n’est pas diagonalisable.

Exercice 3. Soit A une matrice carré de taille n telle

∀i = 1, · · · , n
∑

j 6=i, 1≤j≤n

|aij | < |aii|.(1)

Montrer que A est inversible.

Exercice 4. Soit P un polynôme unitaire de degré n à coéfficients complexes. On écrit :

P = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0.(2)

Soit z une racine de P .

En utilisant l’exercice 3, montrer que :

|z| ≤ max(|a0|, 1 + |a1|, · · · , 1 + |an−1|).(3)

Exercice 5. Soit




1 2 3
0 1 4
0 0 1



 .

Trouver tous les sous-espaces vectoriels de R
3 stables par A.
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