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Formule de Molien et applications

Série de Poincaré

Si R = @, cn R est une algebre graduée (R,R, C Ryqp) ou plus généralement un espace
vectoriel gradué, on définit sa série de Poincaré! par :

Pr(t) = Z dimc(R,)t" (ou t est une indéterminée).

n=0
a) Pour I'algebre symétrique S(V') d'un espace V' de dimension d, on a : Pg(y) = ﬁ.
b) On suppose que R est integre et engendrée par r éléments homogenes de degrés dy, ..., d,.
On veut montrer qu'existe un polynéme F' € Z[t] tel que
F(t

(1_td1)...(1_tdr)'

L’indication proposée suivait la < preuve > de la proposition 1.9 de [1] (c’est pas beau de
dénoncer). Comme vous 'avez justement remarqué, elle est fausse et méme irratrapable : le
pas de récurrence repose sur 'idée fausse que R/(f,) est integre, ce qui permet de montrer que
F = 1. Aucune de ces deux assertions n’est vraie en général.

Exemple. On prend R = C[z,y, 2]/(zy — 2%), on . = f1, y = f2, z = f3 sont trois générateurs
de degré 1 : aucun des quotients R/(f;) n’est integre!

Voici une version plus générale — elle parle de modules et ne comporte pas d’hypothese parasite
d’intégrité — et plus juste.

Théoréme (Hilbert-Serre). Soit R = P, o n une algébre graduée engendrée par un nombre
fini d’éléments homogenes f1,..., f,. de degrés respectifs di,...,d, et soit M = @n>0 M, un
R-module gradué? engendré par un nombre fini de générateurs homogénes3. Alors la série de
Poincaré de M est de la forme

F(t)

R )

pour F € Z[t] convenable.

DEMONSTRATION. On procede par récurrence sur r. Si 7 = 0, M est un espace vectoriel gradué
de dimension finie et sa série de Poincaré est un polynéme F' € N[t]. Pour r > 1, on introduit
comme dans l'indication initiale ’application ¢ : M — M, m — f.m. Il n’y a aucune raison
pour que ¢ soit injective, soit K son noyau ; comme ¢ est homogene, le R-module K est gradué :
K= @n>0 K, ou K,, = KN M,. De méme, I'image f.M est graduée : (f, M)n+4, = frM, pour
n > 0 et les composantes de degré < d,- sont nulles.

On a deux suites exactes :

0%K—)Mi>er~>O,
0— frM — M — M/fM — 0.

1. On lappelle aussi série de Hilbert, voire série de Hilbert-Poincaré.
2. Cela signifie que R, M), C My, pour tous n,p € N.
3. Cela entralne que les espaces M,, sont de dimension finie. Pourquoi ?



En observant les dimensions* degré par degré, on trouve pour tout n € Z (si n < 0, M, = 0) :
dim M,, = dim K, + dim(f, M )44, et dim M, 4. = dim(f, M)ptq, + dim(M/ f M)y 1q,.-
On multiplie ces égalités par t"T% et on somme sur n, il vient :
t7 Py (t) = t% Prc(t) + Proaa () et Par(t) = Ppar(t) + Pagygn(8),

d’ou en simplifiant :
(1~ 1) Pas(t) = Pagygaa(t) — 1 Prc().

Variante : on a une suite exacte
0—-K— M- M — M/f.M—0,

ol ¢ est de degré d, et les autres applications préservent le degré. Cela signifie que l'on a des
suites exactes pour tout n € Z :

0— K, — My, = My, g — (M/f,M)piq — 0,
d’ou des égalités :
dim(K,,) — dim M, + dim M, 44, — dim(M/ f, M )p4q, = 0.
En multipliant par t"T% et en sommant, on retrouve :
t4 Pre(t) — t% Py (t) + Pag(t) — Prr/fom(t) = 0.

Il ne reste plus qu’a remarquer que K et M/ f,M sont des modules de type fini sur lalgebre
R = R/(f), qui est engendrée par r — 1 éléments de degrés respectifs dy,...,d,_1 — les classes
de fi,..., fr—1 modulo I'idéal engendré par f,.. Par hypothese de récurrence, il existe Fi et Fj
dans Z[t] tels que Pk (t) = Fi(t)/ [Ti=1 (1 — t%) et Pyypa(t) = Fa(t)/ [Ti= (1 — t%), ce qui
permet de conclure.

Corollaire. Soit R = @n>0 R, une algébre graduée engendrée par des éléments homogénes
fi,---, fr de degrés respectifs di,...,d,. Alors la série de Poincaré de R est de la forme

F(t)

A D)

pour F € Z[t] convenable.

DEMONSTRATION. Bien siir, R est un R-module noethérien !

4. Rappelons que si 0 - A — B — C — 0 est une suite exacte d’espaces vectoriels de dimension finie, on a :
B/A~C d’ou:dimB =dimA+dimC.
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c) Soit R = Clx1,...,2,]%". On sait que R est I'algebre de polynémes Cleq,...,e,] ol les e;
sont les fonctions symétriques élémentaires. Si on développe en série

T

o HZM,

i= 1 i=1k; >0

le coefficient de t" est le nombre de multi-indices (k1,...,k;) € N” tels que >, ik; = n; c’est
aussi le nombre de monomes 5! - efr de degré n. Ainsi : P = [T, (1—t)!

Soit S = C[z1,...,2,]%. On a vu que S est un R-module libre de rang 2, puisque S = R ® vR
ot v(z1,...,2;) = [[;.;(x; — z;). On a donc, puisque v est de degré n(n —1)/2 :

n(n 1)
) 1+t 1 — ¢n(n=1)
Ps(t) = Pr(t) + Pp(t) =

D=0 " 0 ) [,a - o)

On va en déduire une présentation de S. Plus précisément, on montre grace a la forme de la série
qu’il y a une relation de degré n(n — 1) entre les générateurs et qu’il n’y a pas d’autre relation.
< Trouver > la relation est trés facile. On sait que v? est invariant par &,, : c’est & une constante
pres le discriminant de [[;_;(X — ;). Il existe donc un unique polynome F' tel que v? =
F(ei,...,e.) dans R. Par exemple, sin = 2,on a: v? = (z1—x2)? = (z1+22)% —47172 = €2 —4es.
Il est homogene® de degré n(n — 1) en les e; puisque v est homogene de degré n(n — 1)/2.
Soient Ey, ..., E,,V des indéterminées et T = C[V, Ey, ..., E,]. On gradue T en donnant & V' le
degré n(n —1)/2 et a E; le degré i. Le morphisme surjectif T'— S, V= v, E; —e; (1 <i <)
se factorise a travers le quotient S = 7'/ (V2 —F(Eq,..., ET)) De plus, la multiplication T' — T,
H + (V2 — F)H est une injection dont le conoyau est le quotient S. Aussi, il vient :

1— tn(n—l)

Ps(t) = Pr(t) — """V Pp(t) =

n(n—1)

(1= ") [T, (1 — 1)

Ainsi, S est un quotient de S et a la méme série de Poincaré. Autrement dit : S ~ S.

Enoncé et preuve de la formule de Molien

a) D’abord, Im 6 est inclus dans W& : si w = 0(v), on a pour g € G (en posant b’ = gh) :
quw = hv = h'v=0v=w.
1G] Z 9 Z
heG h’EG
Inversement, si w est G-invariant, on a :

\G|Z \G|Z“’_“’

heG heG

En particulier, W& est égal & Tm(6) et la restriction de 6 & Im(6) est I'identité. Cela signifie que
606 =0, c’est-a-dire que 6 est un projecteur sur Im(#) = W&, Vérifions qu'il est équivariant.
Soit g € G, on a dans Endc (W), par le changement de variable b/ = ghg™! :

‘G|Zgh— > g =6y

heG h’EG

g0

5. Vérifiez-le!
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b) Le rang d’un projecteur est sa trace : dim W% =g = tré.
c) On a, avec 0 = ﬁ > gec 9 I’élément de ’algebre de groupe et par linéarité de la trace :

P y(t ZdurnSk V)Gitk = Ztr G\Sk(v) = Z Ztr glsrv

k>0 k>0 geG k>0

Fixons g € G. Comme G est fini, g est d’ordre fini et comme on est sur C, g|y est diagonalisable.
Soient (v1, ..., v,) une base de vecteurs propres et (A1, ..., A,) les valeurs propres associées. Pour
tout k, les monomes de degré k, c’est-a-dire la famille (v{'“ . "Uznn)(ml,.“,mn)eN", Py

forment une base de vecteurs propres de g. D’ou :

tr(glsk(v)) = Z DUEREED LS
mi+-Amn=k
En sommant sur k, il vient :

Z tr(glsk(v))tk = Z )\’1"1 .. ./\nmntm1+-~~+mn
k20 (m17---7mn)€Nn

n n

1 1
= I oo =11 .
i=1m; >0 i—1 1-— t)\ det(In — tg)

En moyennant sur G, il vient :
P
G (t \G ] Z det(I,, —tg)

Coéne (singularité de type A;)
On fait agir I’élément non trivial de G = Z/27Z sur V = C? = Cx @ Cy comme —Id.
a) Bien siir, C[22, 2y, y?] est inclus dans Palgébre des invariants C[z, y]%/%2.
Pour l’inclusion inverse, on diagonalise I'action de G : les monémes en z et y de degré pair
(resp. impair) sont invariants (resp. transformés en leur opposé par Id). Par suite, les polynémes
invariants sont les combinaisons linéaires des monoémes % avec a + b, c’est-a-dire que a et b
ont la méme parité. Mais alors, a — min(a, b) et b — min(a, b) sont pairs et on peut par exemple
écrire :

xayb _ xa—min(a,b) (xy)min(a,b)yb—min(a,b) € (C[:E2, Ty, y2].

De plus, par la formule de Molien, on a :

P (t)_} 1 N 1 1 L1 144
S T 9 \det(@y — 1) ' det(l — ) ) 2\ (1—¢)2  (1+62) (1—8)2

b) On donne & u, v et w le degré 2; alors, f = uv — w? est homogene de degré 4 et T =
Clu, v, w]/(uv — w?) est graduée. Comme on 'a déja fait ci-dessus, on réalise 7' comme quotient
de Clu, v, w] par 'image de I’application injective ¢ : C[u, v, w] — Clu,v,w], h — fh. L’algebre
Clu,v,w] a pour série de Poincaré 1/(1 — t2)? et 'image de ¢, t*/(1 — ¢?)3. Dot : Pr(t) =
(1= t)/(1— 23 = (1 + ) /(1 — 212

c) Comme z%y? — (zy)? = 0, on a un morphisme T' ~ S(V)% u s 2% v — % w — xy. Ce
morphisme préserve la graduation, il est surjectif et T et S (V)G ont la méme série de Poincaré :
c’est donc un isomorphisme.

G
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Singularités de type A

Mise en garde (Erreur d’énoncé!). On fize un générateur g de Z/nZ et on le fait agir comme
la matrice diagonale dont les valeurs propres sont ( = e/ et (71,

Si on fait agir g comme CId, lalgébre est engendrée par les monémes x%y® avec a + b = 0[n],
c’est beaucoup plus compliqué : les invariants sont engendrés par (n + 1) monémes u; = x" 'y’
(0 <i<n)etona(n—1) relations : uj—quis1 =us (1<i<n—1).

a) On veut montrer que S(V)¢ = C[z", 2y, y"]. On constate que les monomes en x et y sont une
base de vecteurs propres de G dans S(V'); la valeur propre de x%? est (270, L algebre des inva-
riants est donc engendrée par les monomes invariants : 2%y avec a —b = 0 [n]. Si cette condition
est remplie et @ > b, on a : %" = () @)/"(2y)? b sia < b, on a : 2%y’ = (zy)’o(y") O/,
On en déduit que S(V)¢ C C[z", zy, y"], 'inclusion réciproque étant évidente.

Appliquons la formule de Molien. Pour k € Z/nZ, le déterminant de Id—tg* est (1—t¢*)(1—t¢™F).
Pour autant que (¥ # (7, c’est-a-dire 2k # 0[n], on a :

1 . Ck_lcfk ck_lcfk

(L—tCk)(L—t¢F)  t—=Ck  t—¢F

Il vient en sommant :

1 1 n(CF=CF) 1 1
Poy(t) =~ Z k kR Z T 5+ 2
n keI (1 —tCF)(1 —t(F) HzOp] t— ¢ n(t—1) n(t+1)
ou le dernier terme n’apparait que si n est pair.
Inspiré par la suite, on peut écrire cette fraction sous forme irréductible en remarquant que ¢ k
est un pole simple si 2k # 0[n], que 1 est un pole double et que —1 est un poéle simple si n est
impair et double si n est pair. Autrement dit, il existe un polynéme F € C[t] tel que

F(t)
(1 —tm)(1—¢2)°

ol —1 est un zéro simple de F' si n est impair et pas un zéro si n est pair. On peut jouer a
chercher F' a partir de la décomposition en éléments simples ci-dessus...

b) Dans l'algébre Clu, v, w], on donne le degré n a u et v et 2 & w. Alors, uv —w™ est homogene
de degré 2n et le quotient T' = Clu, v, w]/(uv — w™) est gradué. Sa série de Poincaré se calcule
comme ci-dessus avec n = 2 : d’une part, C[u, v, w] a pour série de Poincaré est 1/(1—t")%(1—#2);
d’autre part, 'application h — (uv — w™)h préserve le degré et est injective donc son image a
pour série t27 /(1 — t")2(1 — ¢?). Le quotient T a donc pour série de Poincaré :

PG’V(t) =

1 — ¢2n 14+t
Pr(t) = (1 —)2(1 - 2) = (1—t)(1—2)

c) Montrons que l'on a : T ~ S(V)%. Le morphisme Clu,v,w] — S(V)&, u s 2", v > y?,
w +— xy préserve les degré et est surjectif. Comme z"y" = (xy)", il se factorise a travers 'idéal
engendré par uv — w"”, d’ott une surjection graduée T = Clu,v,w]/(uv — w"™) — S(V). Pour
montrer ¢’est un isomorphisme, il suffit de montrer I’'égalité des séries de Poincaré, ce qui revient
a décomposer Pr(t) en éléments simples.

Les poles de Pr sont les ¢* (simples si 2k # 0[n]), 1 (double) et, si n est pair, —1 (double). Soit
k tel que 2k # 0 [n]. Le polynome " — 1 a pour dérivée nt"~!; le résidu en ¢* est donc :

14t 2 2

N G A (S R
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Pour le pole en 1, on pose H(t) = (t—1)2Pp(t) = (t"+1)/(t+1)(t" 1 4---+1), qui est réguliere

en 1. On a donc :
H1)+ (t-1)H'(1)

(t—1)2
On vérifie que H(1) =1/n et H'(1) = 0.
Reste a traiter le pole en —1 lorsque n est pair. Mais alors, Pr(t) est une fraction paire et donc :

Pr(t) = + (régulier en 1).

1
(t+1)2

Pr(t) = + (régulier en —1).
Au bilan, on a bien : Pr(t) = Pg(y)c, ce qui entraine que S(V)E ~ Clu, v, w]/(uv — w™).
Groupe quaternionique

Les calculs sont analogues, les faire ou voir le premier chapitre de [1].
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