Mémo sur les structures

I. Groupes, sous groupes

Définition : G un ensemble et * un loi interne. (G,*) est uaupe si et seulement si
1) G n'est pas vide
2) chaque élément de G est inversible
On appelle groupe commutatif ou abélien les gronpasis d'une loi commutative.

Définition :  Soit (G,*) un groupe et H une partie de G.
H est un sous groupe de<s (H,*) est un groupe
H est un sous groupe de (G&#)H O G, H# O etV (x,y) € H2x*y'e H

Définitions: (G,*) et (H,#) deux groupes d'éléments neugrete;, f une application de G dans H.
On dit que f est un morphisme de groupev (x,y) € G2 f(x*y) = f(X)#f(y)

Propriétés Kerf={x € G, f(x) = &} est un sous groupe de G
Imf={y € H,Axe Gy=1f(x)} est un sous groupe de H
f(ec) = e
f est injective= ker f = {&s}

Il. Anneaux, idéaux

Définition:  Soit A un ensemble muni de deux lois internes rsobéegénéral + et .
On dit que (A,+, .)est un anneau si et seulement si
1) (A,+) est un groupe commutatif d'élément neuire 0
2) . est distributive a droite et & gauche sur +
3) Laloi . admet un neutre différent dertbté 1
Si de plus la loi . est commutative on dit queriau est commutatif ou abélien.
Définition:  Soit | une partie de A.
On dit que | est un idéal a gauche (a droite) de @,+) est un sous groupe de A
VacAVxelaxe | (xael)
Un idéal a gauche et a droite de A est appelé lidére de A ou idéal de A
Définition:  Soit (A,+,.) un anneau et | un idéal de A
| est principal a gauche 3 ac Atelquel=Aa¥x e ldy €A, x=y.a)
| est principal a droite> 3 a Atelquel=a¥(exdyeA, x=a.y)

Un idéal principal a droite et a gauche est dinggal (si A est commutatif par
exemple)

Autrement dit un idéal principal est un idéal engedré par un élément a de A

Définition:  Un anneau intégre dont tous les anneaux sont pauogiest dit principal.



Définition :

Remarque

Propriété

[l. Corps,

Soient (A,+,.) et (B,+,.) deux anneaux (pas forcénmeunis des méme lois) et f une
application de Adans B

f est un morphisme d'anneauf(1s) = 1s etV (x,y) € A2 f(x+y) = f(x) + f(y)
f(x.y) = f(x).f(y)

Le noyau de f est une partie de A qui n'est pasouis anneau de A.

f un morphisme d'anneau de A dans B
Ker f = {0z} est un idéal de A

Espace Vectoriel, Algébre

Définition :

Définition :

Définition :

Exemple:

Définition :

Exemples

Soit IK un ensemble munis de deux lois internes + e
IK estuncorps> (IK,+,.) est un anneau

Ok # 1k

VvV x € IK\{0} x estinversible pour .
Autrement dit IK est un groupe pour les deux lois.

IK un corps, on appelle IK espace vectoriel (olely tout ensemble E muni d'une
loi interne notée + et d'une loi externe dxk — E telles que

1) (E,+) est un groupe abélien

2) V(kl)eKiV xeE (k +)x = kx + Ix
3) Vke KV (x,y) € E2 k(x +y) = kx + ky
4) V(kDeKVxeE k(Ix) = (kl)x

5 VxeE Ix =x

Les éléments de E sont appelés des vecteurs, edixdds scalaires

Soit K un corps commutatif. On dit que A est unalgebre=
1) AestunKev
2) Il existe une troisieme loi, interne sur A, notégtelle que
1. (A,+X) estun anneau ie est distributive sur +
2. Yke KV (x,y) € A2k(xxy) = (kx)xy

K[X] muni de I'addition et du produit de convoluti@st une K algébre

L(E) muni de I'addition et de la composition esg halgebre

Mn(K) muni de I'addition et du produit matriciel este K algebre

On appelle morphisme d'algébre une applicatioraireéoour les deux lois internes.

¢ : P— p(f) ou fe L(E) est un morphisme d'algebre
v - P— p(M) ou M e My(K) est un morphisme d'algébre



