
Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Arithmétique dans Z - Merredi 08 juin 20111 Divisibilité dans Z, ongruenesExerie 1.1. En utilisant une ombinaison linéaire adéquate, démontrer que :1. deux entiers onséutifs sont premiers entre eux ;2. deux entiers impairs onséutifs sont premiers entre eux ;3. les entiers 3n+ 5 et 2n+ 3 sont premiers entre eux (n entier).Exerie 1.2. Déterminer tous les entiers relatifs n tels que le réel 5n2+3n+2
n+3 soit un entier.Exerie 1.3. L'ensemble {n2 − 25 : n ∈ N} ontient-il des nombres premiers ?Exerie 1.4. 1. Résoudre dans N2, l'équation a2 − b2 = 12.2. Véri�er que 2011 est un nombre premier. Résoudre dans N2, l'équation a2 − b2 = 2011.3. Soient a et b deux entiers tels que a2 − b2 soit pair. Montrer que a2 − b2 est divisible par 4.4. Résoudre dans N2, l'équation a2 − b2 = 162.Exerie 1.5. 1. Soient p et q deux entiers naturels non nuls. Démontrer (à l'aide d'une sommede termes d'une suite géométrique) que 2p − 1 divise 2pq − 1.2. En déduire une ondition néessaire simple pour que l'entier Mn = 2n−1 (nombre de Mersenne)soit premier. Contre-exemple au aratère su�sant ?Exerie 1.6 (utilisation du plus petit élément). Le nombre ϕ (environ 1, 618) est le réel positifvéri�ant l'égalité ϕ−1 = ϕ− 1. Démontrer qu'il est irrationnel.(Indiation : par l'absurde, utiliser le plus petit numérateur positif permettant de représenter ϕ ommeun rationnel.)Exerie 1.7. Caluls modulo 4.1. Dresser la table de multipliation dans Z/4Z.2. Montrer que, si un entier est la somme de deux arrés, il est ongru à 0, 1 ou 2 modulo 4.3. Résoudre dans N2 l'équation a2 + b2 = 2011.4. Retrouver le résultat de l'exerie 1.4 3).Exerie 1.8. Caluls modulo 5.1. Dresser la table de multipliation dans Z/5Z.2. Résoudre dans Z l'équation x2 + 1 ≡ 0 (mod 5).3. Déterminer selon l'entier naturel n, le reste de 13n dans la divion eulidienne par 5.Exerie 1.9. Quel est le hi�re des unités (en notation déimale) du nombre 72011 ? Et le hi�redes dizaines ?2 Déomposition, PGCD, PPCM , Eulide, Bézout, GaussExerie 2.1. Soient a et b deux entiers non nuls et δ = PGCD(a; b). Montrer que a

δ
et b

δ
sontdeux entiers premiers entre eux.Exerie 2.2. 1. Déomposer 2600 en produit de fateurs premiers.2. Combien 2600 admet-il de diviseurs positifs ?3. Déterminer les deux (respetivement trois) plus petits entiers naturels admettant exatement

35 diviseurs positifs.4. Démontrer qu'un entier non nul est un arré parfait si et seulement s'il admet un nombreimpair de diviseurs positifs.



Exerie 2.3. 1. Appliquer l'algorithme d'Eulide aux nombres 1806 et 714.2. En déduire le PGCD, le PPCM ainsi que tous les diviseurs ommuns positifs de 1806 et 714.Exerie 2.4. 1. Appliquer l'algorithme d'Eulide à a = 90 et b = 77 et déterminer deux entiers
u et v tels que au+ bv = 1.2. Véri�er qu'il n'y a pas uniité du ouple (u; v).3. Résoudre dans Z2 l'équation 90x+ 77y = 1.4. Résoudre dans Z2 l'équation 90x+ 77y = 5.Exerie 2.5. 1. Dans la division eulidienne d'un nombre par 69, le reste est 35. Dans la divi-sion eulidienne par 75, le quotient est le même et le reste est 17. Quel est e nombre ?2. Lorsqu'on e�etue la division eulidienne de 2011 par l'entier naturel b, le quotient est 29.Déterminer les valeurs possibles du diviseur b et du reste r.Exerie 2.6. Pour tout entier naturel n, on onsidère les nombres a = 2n2−7n−4 et b = n2−n−12.On souhaite déterminer PGCD(a; b).1. On pose α = 2n+ 1 et β = n+ 3 et on note δ = PGCD(α;β).Justi�er que PGCD(a; b) = |n− 4|δ.2. À l'aide des ombinaisons linéaires 2β −α = 5 et α− β = n− 2, démontrer que δ = 5 si n− 2est un multiple de 5 et δ = 1 sinon.3. En utilisant les résultats préédents, exprimer le nombre PGCD(a; b).Exerie 2.7. Résoudre sur N le système { PGCD(x; y) = 5

PPCM(x; y) = 450Exerie 2.8. Résoudre sur N le système { x+ y = 180
PGCD(x; y) = 12Exerie 2.9. Soit P un polyn�me à oe�ients entiers, unitaire et de degré n supérieur ou égalà 1. Démontrer que si une raine de P est un nombre rationnel, alors 'est un nombre entier.3 PrimalitéExerie 3.1. Le �petit théorème� de Fermat est le suivant : si p est un nombre premier, alors pourtout entier a non divisible par p on a la ongruene

ap−1 ≡ 1 (mod p).1. Montrer, à l'aide du théorème de Gauss, que p divise le oe�ient binomial (p
k

)
= p!

(p−k)!k! pourtout entier 1 6 k 6 p− 1.2. En déduire, pour tout entier a, la ongruene
(1 + a)p ≡ 1 + ap (mod p).3. Démontrer par réurrene que, pour tout entier a :

ap ≡ a (mod p).4. En déduire le théorème.Exerie 3.2. Le théorème de Wilson est le suivant : si p est un nombre premier, alors
(p− 1)! ≡ −1 (mod p).1. Démontrer que pour tout entier 1 6 x 6 p− 1, il existe un entier y tel que xy ≡ 1 (mod p).2. Justi�er qu'un tel entier y est unique dans [1; p − 1]. Que représente y pour x dans Z/pZ ?3. Résoudre x2 ≡ 1 (mod p). Que représentent les solutions dans Z/pZ ?4. Démontrer le théorème de Wilson.



Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Arithmétique dans Z - Résultats de base - Merredi 08 juin 2011Je renvoie aux livres [Mon06℄ et [WAC+02℄ pour plus de détails et de démonstrations.1 Divisibilité dans Z, ongruenesProposition 1.1.1. Un sous-ensemble non-vide de N possède un plus petit élément.2. Un sous-ensemble non-vide et minoré de Z possède un plus petit élément.3. Quels que soient l'entier naturel b non nul et l'entier naturel a, il existe un entier naturel n telque a < nb. (N est arhimédien).Une liste de dé�nitions/voabulaires :1. Un entier b divise un entier a (on note b|a) s'il existe un nombre entier k tel que a = b× k.2. L'ensemble Da des diviseurs positifs d'un entier a est non vide (et �ni si a est non nul).3. L'entier a est premier si Da ontient exatement deux éléments (qui sont alors 1 et |a|).4. L'ensemble des multiples de a est aZ.5. La notion de diviseur ommun, de multiple ommun à deux ( ou plus) nombres est naturelle.6. Deux entiers a et b (ou plus. . . ) sont premiers entre eux si Da ∩Db = {1}.Propriété 1.1. Si c divise a et b, alors c divise toutes les ombinaisons linéaires αa+ βb ave α et
β entiers relatifs.Propriété 1.2 (Sur l'existene des nombres premiers).1. Tout nombre entier naturel n > 2 admet pour diviseur un nombre premier.2. Tout nombre entier naturel n > 2 non premier admet un diviseur premier p véri�ant p2 6 n.3. L'ensemble des nombres premiers est in�ni.Théorème 1.1 (Division eulidienne). Soient a et b deux entiers ave b 6= 0.Il existe un unique ouple (q; r) (quotient ; reste) d'entiers véri�ant :

a = bq + r et 0 6 r < |b|.Dé�nition 1.1. Deux entiers relatifs a et b sont dits ongrus modulo l'entier n si n divise b− a.On note a ≡ b (mod n).Remarque 1.1. Il est équivalent de dire que a et b ont même reste dans la division eulidienne par
n (si n 6= 0).Propriété 1.3. La ongruene est ompatible ave les opérations usuelles (+ ; − ; × ; exponentia-tion).La ongruene modulo n est une relation d'équivalene sur Z onstituée de n lasses (si n > 0).L'ensemble quotient est (l'anneau) Z/nZ =

{
0; 1; . . . ;n− 1

}.



2 Déomposition, PGCD, PPCM , Eulide, Bézout, GaussThéorème 2.1 (Déomposition en produit de fateurs premiers). Tout entier naturel n > 2peut s'érire de façon unique omme un produit :
n =

i=m∏

i=1

pαi

i = pα1

1 pα2

2 . . . pαm
moù p1, p2, . . . , pm sont des nombres premiers véri�ant 2 6 p1 < p2 < . . . < pmet α1, α2, . . . , αm sont des nombres entiers naturels non nuls.Les deux dé�nitions suivantes ne sont pas les plus habituelles mais ont l'avantage de ne pasnéessiter d'hypothèses de non-nullité sur a et b.Propriété et dé�nition 2.1 (Plus Grand Commun Diviseur). Soient a et b deux entiersrelatifs. Il existe un unique entier naturel δ = PGCD(a; b) = PGCD(b; a) véri�ant :

• δ est un diviseur ommun à a et b ;
• tout autre diviseur ommun à a et b divise δ.Si a et b sont non nuls, le nombre PGCD(a; b) est le dernier reste non nul obtenu en appliquantl'algorithme d'Eulide aux entiers a et b.Propriété et dé�nition 2.2 (Plus Petit Commun Multiple). Soient a et b deux entiersrelatifs. Il existe un unique entier naturel µ = PPCM(a; b) = PPCM(b; a) véri�ant :
• µ est un multiple ommun à a et b ;
• tout autre multiple ommun à a et b est un multiple de µ.Remarque 2.1. Le nombre µ = PPCM(a; b) véri�e aZ ∩ bZ = µZ.Théorème 2.2 (Bézout). Soient a et b deux entiers relatifs.1. il existe des entiers relatifs u et v tels que au+ bv = PGCD(a; b).2. (Corollaire) Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement s'il existe des entiersrelatifs u et v tels que au+ bv = 1.Propriété 2.1. Soient a, b, c, d et k des entiers relatifs.1. Si a|c et b|d, alors PGCD(a; b)|PGCD(c; d) et PPCM(a; b)|PPCM(c; d).2. PGCD(ka; kb) = |k| × PGCD(a; b) et PPCM(ka; kb) = |k| × PPCM(a; b)3. PGCD(a; b)× PPCM(a; b) = |ab|Théorème 2.3 (Gauss). Soient a, b et c trois entiers relatifs.1. a | bc

PGCD(a; c) = 1

}

⇐⇒ a | b2. Plus généralement : si PGCD(a; c) = 1 alors PGCD(a; bc) = PGCD(a; b).3. (Corollaire) Un nombre premier p divise ab si et seulement si p divise a ou p divise b.Référenes[Mon06℄ Jean-Marie Monier. Algèbre MPSI, Cours, méthodes et exeries orrigés, 4eédition. J'in-tègre. Dunod, Paris, 2006.[WAC+02℄ André Warusfel, Paul Attali, Mihel Collet, Christian Gautier, and Serge Niolas. Arith-métique. Mathématiques, Cours et exeries TS. Vuibert, Paris, 2002.



Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Arithmétique dans Z - Éléments de orretion1 Divisibilité dans Z, ongruenesExerie 1.1. 1. Deux entiers onséutifs sont premiers entre eux ar tout diviseur ommundivise (n+ 1)− n = 1.2. Deux entiers impairs onséutifs sont premiers entre eux ar tout diviseur ommun divise (2n+
1)− (2n− 1) = 2 sans pouvoir être pair.3. Les entiers 3n + 5 et 2n + 3 sont premiers entre eux ar tout diviseur ommun divise 2(3n +
5)− 3(2n + 3) = 1.Exerie 1.2. 5n2+3n+2

n+3 est un entier si et seulement si n+3 divise (5n2+3n+2)−(5n−12)(n+3) =
38 don si et seulement si n+ 3 ∈ {±1;±2;±19;±38}. On trouve ainsi les valeurs possibles de n.Exerie 1.3. n2−25 = (n+5)(n−5) est premier seulement si n+5 = −1 ou n+5 = 1 (impossiblear n > 0) ou n − 5 = −1 (mais alors n2 − 25 = −9 n'est pas premier) ou n − 5 = 1 (et alors
n2 − 25 = 11 est premier).Don 11 est le seul nombre premier de la liste.Exerie 1.4. 1. a2 − b2 = 12 ⇔ (a+ b)(a− b) = 12. On liste les diviseurs positifs (a, b ∈ N) de12 et on teste. Seul (4; 2) est solution.2. a2 − b2 = 2011 ⇔

{
a+ b = 2011
a− b = 1

⇔ (a; b) = (1006; 1005).3. Si a2− b2 = (a+ b)(a− b) est pair, alors l'un des deux fateurs l'est don l'autre également ar
a+ b = (a− b) + 2b.4. L'entier 162 est pair mais n'est pas divisible par 4 don l'équation n'admet pas de solutionsentières.Exerie 1.5. 1. 2pq − 1

2p − 1
=

q−1
∑

k=0

(2p)k ∈ N2. Si n = pq est omposé (p, q 6= 1), alors Mn = 2pq − 1 est divisible par Mp = 2p − 1 > 1 donn'est pas premier. Il faut don que n soit premier. Mais M11 = 2047 = 23× 89.Exerie 1.6. Supposons ϕ = p
q
ave 0 < q < p entiers et p minimal véri�ant ette égalité. Alors

ϕ = 1
ϕ−1 = q

p−q
. Don q est un numérateur stritement inférieur à p. Contradition.Exerie 1.7. Caluls modulo 4.1. La table de multipliation dans Z/4Z.2. Sur la diagonale (les arrés), on ne lit que 0 ou 1 d'où les valeurspossibles pour la somme.3. Puisque 2011 ≡ 3 (mod 4), l'équation a2 + b2 = 2011 n'ad-met pas de solutions entières. (Attention, la ongruene à 0, 1ou 2 n'est pas su�sante pour l'existene de solutions. Voir lethéorème des deux arrés.)

× 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 14. Puisque x2 ≡ 0 ou 1 (mod 4), alors a2 − b2 ≡ 0 ou 1 ou 3 (mod 4) ne peut être ongru à 2modulo 4.



Exerie 1.8. Caluls modulo 5.1. La table de multipliation dans Z/5Z.2. D'après la diagonale (les arrés) l'équation x2 + 1 ≡ 0 (mod 5)admet pour solutions tous les entiers de la forme 2+5k ou 3+5k,
k entier.3. Puisque 13 ≡ 3 (mod 5) et 30 ≡ 1 (mod 5), 31 ≡ 3 (mod 5),
32 ≡ 4 (mod 5), 33 ≡ 2 (mod 5) et 34 ≡ 1 (mod 5) (voir exer-ie 3.1), on note r le reste de n modulo 4 et on a :

13n ≡ 3n ≡ 34q+r ≡
(
34
)q

× 3r ≡ 3r (mod 5)don le reste de 13n dans la divion eulidienne par 5 est 1, 3, 4, 2selon que r est respetivement égal à 0, 1, 2, 3.
× 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

Exerie 1.9. On a 74 ≡ 1 (mod 10) don 72011 ≡ 74×502+3 ≡ 73 ≡ 3 (mod 10) don le hi�re desunités de 72011 est un 3. Et le hi�re des dizaines est un 4 (ar 74 ≡ 1 (mod 100), même prinipe).2 Déomposition, PGCD, PPCM , Eulide, Bézout, GaussExerie 2.1. Les réels a
δ
et b

δ
sont deux entiers ar δ est un diviseur ommun de a et b. Si d estun diviseur positif ommun de a
δ
et b

δ
alors a = dδα et b = dδβ (α, β entiers). Don a et b sontdivisibles par dδ e qui implique que dδ|δ d'où d = 1.Exerie 2.2. 1. 2600 = 23 × 52 × 132. Les diviseurs positifs de 2600 = 23 × 52× 13 sont les entiers de la forme 2α2 × 5α5 × 13α13 ave

0 6 α2 6 3, 0 6 α5 6 2 et 0 6 α13 6 1. Il y en a don (3 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 24.3. D'après le raisonnement préédent un entier naturel admet exatement 35 = 34 + 1 = 5× 7 =
(4 + 1)(6 + 1) diviseurs positifs si et seulement si sa déomposition est de la forme p34 ou p4q6ave p et q deux nombres premiers distints. Les plus petits sont 26.34 = 5184, 24.36 = 11664,
26.54 = 40000.4. Un entier non nul admet un nombre impair de diviseurs positifs si et seulement si tous lesexposants de sa déomposition sont pairs.Exerie 2.3. 1. Algorithme d'Eulide appliqué aux nombres 1806 et 714 :

1806 = 2× 714 + 378
714 = 1× 378 + 336
378 = 1× 336 + 42
336 = 8× 42 + 02. On a PGCD(1806; 714) = 42, PPCM(1806; 714) = 1806×714

42 = 30702. Les diviseurs om-muns de 1806 et 714 sont les diviseurs de PGCD(1806; 714) = 42 : D1806 ∩ D714 = D42 =
{1; 2; 3; 6; 7; 14; 21; 42}.Exerie 2.4. 1. Algorithme d'Eulide appliqué aux nombres 90 et 77 :

90 = 1× 77 + 13
77 = 5× 13 + 12
13 = 1× 12 + 1
12 = 12× 1 + 0Don PGCD(90; 77) = 1 = 13 − 1 × 12 = 13 − 1 × (77 − 5 × 13) = 6 × 13 − 1 × 77 =

6(90 − 77)− 77 = 6× 90− 7× 77. Le ouple (6;−7) onvient.2. Le ouple (6 + 77;−7− 90) est aussi solution.3. Soit (x; y) une solution de 77x+ 13y = 1, on a alors :
90x+ 77y = 1

90x+ 77y = 6× 90− 7× 77

90(x− 6) = −77(y + 7)



Les nombres x et y sont entiers don 77 divise 90(x− 6). Puisque 77 et 90 sont premiers entreeux, le théorème de Gauss a�rme que 77 divise x−6 : il existe un entier k tel que x = 6+77k.On en déduit que y = −7 + 90k.Réiproquement, pour tout entier k, le ouple (6 + 77k;−790k) est solution.Don l'ensemble des solutions est S = {(6 + 77k;−7− 90k) : k ∈ Z}4. Même méthode : S ′ = {(30 + 77k;−35 − 90k) : k ∈ Z}.Exerie 2.5. 1. Si a est le nombre reherhé, alors a = 69q + 35 et a = 75q +17. On en déduitla valeur q = 35−17
75−69 = 3 puis la valeur a = 69× 3 + 35 = 242.2. On peut érire 2009 = b× 29+ r ave 0 6 r < b. On en déduit l'enadrement 29b+0 6 2009 <

29b + b qui permet d'obtenir 29b 6 2009 < 30b. Le diviseur b étant entier, il est égal à 67, 68ou 69. Le reste est alors égal à, respetivement 66, 37 ou 8.Exerie 2.6. 1. On a a = α(n−4) et b = β(n−4) don δ = PGCD(a; b) = |n−4|PGCD(α;β).2. L'entier δ est le PGCD de α et β don il divise 2β − α = 5 et α− β = n− 2.� Si 5 ne divise pas n− 2, alors δ = 1.� Si 5 divise n− 2, alors 5 divise 2(n − 2) + 5 = α et (n− 2) + 5 = β. Don δ = 5.3. On obtient don PGCD(2n2 − 7n− 4;n2 − n− 12) =

{
5|n− 4| si n ≡ 2 (mod 5)
|n− 4| sinon .Exerie 2.7. On a PPCM(x; y) = 21×32×52 et PGCD(x; y) = 20×30×51 don x = 20×30×51 =

5 et y = 450 ou x = 21 × 30 × 51 = 10 et y = 225 ou x = 20 × 32 × 51 = 45 et y = 50 ou
x = 21 × 32 × 51 = 90 et y = 25 ou . . .Exerie 2.8. En posant x′ = x/12 et y′ = y/12, on obtient le système { x′ + y′ = 15

PGCD(x′; y′) = 1
dontles solutions sont (pour x′) : 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14. On obtient ensuite (x; y).Exerie 2.9. Notons P (X) = Xn + an−1X

n−1 + . . . + a0 le polyn�me. Si p
q
(que l'on supposeraérite sous forme irrédutible : PGCD(p; q) = 1) est une raine rationnelle de P , alors

(
p

q

)n

+ an−1

(
p

q

)n−1

+ . . .+ a1

(
p

q

)

+ a0 = 0

pn + an−1p
n−1q + . . .+ a1pq

n−1 + a0q
n = 0

q
(
an−1p

n−1 + . . . + a1pq
n−2 + a0q

n−1
)

= −pnDon pn est divisible par q. Ce qui implique (Gauss et réurrene) que q = 1. Don α = p est entier.3 PrimalitéExerie 3.1. 1. Le nombre p divise (p− k)!k!
(
p
k

)
= p! et est premier ave (p− k)!k! si 1 6 k 6

p− 1. Don (Gauss) p divise (p
k

).2. Formule du bin�me :
(1 + a)p ≡

k=p
∑

k=0

(
p

k

)

ak ≡ 1 +

k=p−1
∑

k=1

(
p

k

)

ak

︸ ︷︷ ︸

≡0 (mod p)

+ap ≡ 1 + ap (mod p).3. Si a = 0, alors 0p ≡ 0 (mod p). Si ap ≡ a (mod p), alors (a+ 1)p ≡ ap + 1 ≡ a+ 1 (mod p).4. La ongruene a
(
ap−1 − a

)
≡ ap − a ≡ 0 (mod p) montre que p divise a

(
ap−1 − a

). Si p nedivise pas a, p est premier ave a don divise ap−1 − a.



Exerie 3.2. Le théorème de Wilson est le suivant : si p est un nombre premier, alors
(p− 1)! ≡ −1 (mod p).1. Si 1 6 x 6 p − 1, alors x est premier ave p don (Bézout), il existe y et z entiers tels que

xy + zp = 1 e qui s'érit aussi xy ≡ 1 (mod p).2. Quitte à remplaer y par son résidu modulo p, on peut supposer que 1 6 y 6 p − 1. Pourl'uniité : si y1 et y2 sont deux andidats, alors x(y1 − y2) ≡ 1− 1 ≡ 0 (mod p) don p divise
y1 − y2 (Gauss). Mais −p+ 2 6 y1 − y2 6 p− 2 don y1 = y2.L'entier y (ou plut�t sa lasse) est l'inverse de (la lasse de) x dans le orps Z/pZ.3. x2 ≡ 1 (mod p) ⇔ (x+ 1)(x− 1) ≡ 0 (mod p) ⇔ x ≡ −1 (mod p) ou x ≡ 1 (mod p).Les solutions sont les éléments de Z/pZ égaux à leur inverse (les éléments d'ordre 2).4. Dans le produit (p − 1)!, distinguons 1 et p − 1 (qui sont leur propre inverse modulo p) et lesautres fateurs 2, . . . , p − 2. Pour haun des nombres de ette dernière liste, son inverse estégalement présent. Don

(p − 1)! ≡ 1×

(
p−2
∏

x=2

x

)

× (p− 1) ≡ 1× 1
p−1

2 × (p − 1) ≡ p− 1 ≡ −1 (mod p).


