
Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Corre
tif et remarques sur la séan
e du 14 septembre 2011Voi
i un re
ti�
atif et un 
orrigé détaillé de l'exer
i
e sur les proje
teurs et les symétries (�
hedu 13 juillet 2011).Noter que la démonstration des équivalen
es est allongée par le niveau (élevé i
i) de détail (impli
ationet ré
iproque traitées séparément).Exer
i
e 2.12. Homothéties - Proje
teurs - Symétries.Soit E un K-espa
e ve
toriel (sur un 
orps de 
ara
téristique di�érente de 2).1. Un endomorphisme h de E est appelé homothétie s'il existe un s
alaire λ tel que h = λid dans
L(E).Montrer que h est une homothétie si et seulement si, pour tout v dans E, la famille (v, h(v))est liée.2. Un endomorphisme p de E est appelé proje
teur s'il véri�e p2(= p ◦ p) = p dans L(E).(a) Donner un exemple de proje
teur sur R

2, sur R
3.(b) Démontrer que p est un proje
teur si et seulement si ///////////////////////E = ker p⊕ im p E = ker p⊕ker(p−

id).
(b′) Montrer que p est un proje
teur si et seulement si im p = ker(p− id).MAIS b) et b') NE SIGNIFIENT PAS QUE �p est un proje
teur si et seulement si E = ker p⊕ im p�.(
) Véri�er que 
ha
une des formules

p(f)(x) =
f(x) + f(−x)

2
et q(f)(x) = f(0) + (f(1− f(0))xdé�nissent des proje
teurs p et q sur E = R

R.3. Un endomorphisme s de E est appellé symétrie s'il véri�e s2(= s ◦ s) = id dans L(E).(a) Démontrer que s est une symétrie si et seulement si l'endomorphisme p = 1
2 (s + id) estun proje
teur.(b) Démontrer que s est une symétrie si et seulement si E = ker(s + id) ⊕ ker(s− id).Corre
tion.1. � Si h = λid, alors la famille (v, h(v)) est liée 
ar λv − 1.h(v) = 0.� Ré
iproquement supposons que toutes les familles (v, h(v)) sont liées. Si v et v′ sont deuxve
teurs, alors h(v) = λv et h(v′) = λ′v′ ave
 λ et λ′ deux s
alaires (éventuellement nuls,dépendant à priori des ve
teurs). On veut montrer que λ = λ′ 
e qui est évident si v et v′sont 
olinéaires. Si la famille (v, v′) est libre, la relation λv+ λ′v′ = h(v+ v′) = λ′′(v+ v′) =

λ′′v + λ′′v′ montre que λ = λ′′ = λ′.2. (a) Proje
tions orthogonales ou non sur un plan, une droite.(b) � Si E = ker p ⊕ ker(p− id), la relation p2 = p se véri�e simplement : tout ve
teur vde E se dé
ompose (de manière unique) sous la forme v = x + y ave
 x ∈ ker p et
y ∈ ker(p− id) don

p(v) = p(x+ y) = p(x) + p(y) = 0 + y = y et p2(v) = p(p(v)) = p(y) = y = p(v).� Ré
iproquement, si p2 = p, la dé
omposition v = (v − p(v))

︸ ︷︷ ︸

x

+ p(v)
︸︷︷︸

y

véri�e alors
p(x) = p(v − p(v)) = p(v)− p2(v) = 0 et p(y) = p(p(v)) = p(v) = y
'est-à-dire x ∈ ker p et y ∈ ker(p − id). Don
 E = ker p ⊕ ker(p − id) (la somme estdire
te 
ar ker p ∩ ker(p − id) = {0}).1



(b') L'in
lusion ker(p− id) ⊆ im p est véri�ée pour tout endomorphisme.� Si p est un proje
teur, l'in
lusion 
ontraire est véri�ée 
ar tout élément v = p(x) de
im p véri�e alors (p− id)(v) = p(v)− v = p2(x)− p(x) = 0.� Ré
iproquement, si ker(p − id) = im p alors, pour tout v de E, on a p(v) ∈ im p =
ker(p− id) don
 (p− id)(p(v)) = 0 
'est-à-dire p2(v) = p(v).(
) Ces deux formules 
orrespondent à des dé
ompositions en somme dire
te de E = R

Rétudiées pré
édemment :� l'appli
ation dé�nie par p(f)(x) = f(x)+f(−x)
2 asso
ie à une fon
tion f sa �
omposantepaire�� la fon
tion q(f) est l'unique fon
tion a�ne prenant les mêmes valeurs que f en 0 et en

1.3. (a) Puisque tout endomorphisme s 
ommute ave
 id, on a (s+ id)2 = s2 + 2s+ id.� Si s2 = id, alors p = 1
2 (s+ id) véri�e

p2 =

(
1

2
(s + id)

)2

=
1

4
(s2 + 2s+ id) =

1

4
(id+ 2s+ id) =

1

2
(s+ id) = p.� Si p = 1

2 (s + id) est un proje
teur, alors p2 = p don
 1
4(s

2 + 2s + id) = 1
2(s + id) d'où

s2 + 2s+ id = 2(s+ id) qui se simpli�e en s2 = id.(b) La relation p = 1
2(s+id) implique (quels que soient les endomorphismes s et p) les égalités

ker p = ker(s+ id) et ker(p− id) = ker(s− id).� Si s est une symétrie, alors p = 1
2(s+id) est un proje
teur don
 E = ker p⊕ker(p−id) =

ker(s+ id)⊕ ker(s − id).� Ré
iproquement, si E = ker(s+ id)⊕ ker(s− id), alors E = ker p⊕ ker(p− id) don
 pest un proje
teur.

2



1 Commutativité d'endomorphismes en dimension �nieExer
i
e 1.1. 1. � Une homothétie 
ommute ave
 tout endomorphisme : f(λx) = λf(x).� Ré
iproquement, si A = (aij)ij est la matri
e d'un endomorphisme f de E dans une basequel
onque, on a, pour tous i 6= j

Aδij = δijA ⇐⇒







aii = ajj
aki = 0 si k 6= i

ajk = 0 si k 6= jDon
, la 
ommutativité ave
 toutes les matri
es δij implique que A est une matri
e s
alaire.2. � La 
ondition est toujours su�sante.� Les matri
es Id+ δij sont toutes inversibles et (ave
 i 6= j et les mêmes notations)
A (Id+ δij) = (Id+ δij)A ⇐⇒ Aδij = δijA ⇐⇒







aii = ajj
aki = 0 si k 6= i

ajk = 0 si k 6= jExer
i
e 1.2 (
ommutativité ave
 un endomorphisme diagonalisable).Soit f un endomorphisme diagonalisable de valeurs propres λ1, . . . , λr deux à deux distin
tes.1. � Si f ◦ g = g ◦ f et vi ∈ Eλi
= ker(f − λiId), alors f (g(vi)) = g (f(vi)) = g (λivi) = λig(vi)don
 g(vi) ∈ Eλi

.� L'endomorphisme f étant supposé diagonalisable, on a E = E1 ⊕ . . .⊕Er. La dé
omposition
v = v1 + . . . + vr de tout ve
teur qui en dé
oule permet d'é
rire

g ◦ f(v) = g (f(v1) + . . .+ f(vr)) = g (λ1v1 + . . .+ λrvr) = λ1g(v1) + . . .+ λrg(vr)et f ◦ g(v) = f ◦ g(v1 + . . .+ vr) = f (g(v1)) + . . .+ f (g(vr))Si Eλi
= ker(f − λiId) est invariant par g, alors f (g(vi)) = λig(vi) d'où l'égalité des deuxtermes.2. Conservons la notation E = E1 ⊕ . . . ⊕ Er ave
 f diagonalisable et f ◦ g = g ◦ f . D'après 
equi pré
ède, les restri
tions g|Ei

sont des endomorphismes. Et 
ha
un de 
es endomorphismesest diagonalisable si g l'est. Argument :
g est diagonal-isable ⇔

un polyn�me s
indéà ra
ines simplesannule g

⇒

un polyn�me s
indéà ra
ines simplesannule g|Ei

⇔
g|Ei

est diago-nalisableDon
 il existe une base de ve
teurs propres pour g.3. Contre-exemple : 
onsidérer f = IdE et g n'importe quel endomorphisme non-diagonalisable(il en existe dès que n > 2).Exer
i
e 1.3 (
ommutant d'un endomorphisme).Soient f un endomorphisme et C(f) = {g : g ∈ L(E), f ◦ g = g ◦ f} son 
ommutant.1. L'endomorphisme f 
ommute ave
 lui-même, ave
 ses itérés (f2 = f ◦ f) et ave
 les 
ombi-naisons linéaires de 
eux-
i don
 ave
 tout élément de K[f ]. D'où l'in
lusion K[f ] ⊆ C(f).2. Lorsque f = IdE, C(f) = L(E) et K[f ] = K[Id] = R.Id est réduit aux homothéties.Lorsque f = 0, C(f) = L(E) et K[f ] = K[0] = R.Id.3. Puisque (f − Id)2 = 0 (polyn�me 
ara
téristique/minimal), on a f2 = 2f−Id don
 les élémentsde K[f ] sont les matri
es de la forme (polyn�me de degré 1) a1f + a0Id =

(
a1 + a0 a1

0 a1 + a0

)
'est-à-dire (
a b

0 a

).Sur la matri
e (
a b

c d

), la 
ondition de 
ommutativité ave
 f s'é
rit a = d et c = 0.Don
 K[f ] = C(f) est l'ensemble des matri
es de la forme (
a b

0 a

).3



4. Si f possède n = dimE valeurs propres distin
tes λ1, . . . , λn, alors f est diagonalisable. D'aprèsl'exer
i
e pré
édent, si g appartient à C(f), alors les n espa
es propres (de dimension 1) Ei =
ker(f −λiId) sont invariants par g. Don
 g est diagonalisable dans la même base que f :il existe une base B de E dans laquelle les matri
es de f et g sont respe
tivement

F =






λ1 0. . .
0 λn




 et G =






µ1 0. . .
0 µn




La ré
iproque est vraie 
ar les deux matri
es 
ommutent.Don
 C(f) est 
onstitué de tous les endomorphismes diagonalisables dans une même base que

f .Cette 
ara
térisation peut être retrouvée par du 
al
ul matri
iel : dans une base adéquate, fadmet F (
i-dessus) pour matri
e et la 
ondition FG = GF se traduit (on obtient λigji = gijλjave
 λ1, . . . , λn deux à deux distin
ts) par le fait que G est diagonale.Soit g appartenant à C(f). Puisque les n valeurs propres λ1, . . . , λn sont distin
tes, il existeun polyn�me P (de degré au plus n − 1) tel que P (λi) = µi pour tout i = 1, . . . , n. On endéduit alors (ave
 les notations pré
édentes) les égalités P (F ) = G et P (f) = g qui justi�entl'in
lusion C(f) ⊆ K[f ] don
 l'égalité K[f ] = C(f).
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