Préparation a I’agrégation interne de mathématiques - Année 2011-2012
Eléments de correction de I’écrit blanc du 10 décembre 2011

Partie 1. Etude de cas particuliers

1. Le cas d’un vecteur propre

(a) SiQ= Z arp X" alors
k=0

(Qu)(z) = (Z akuk) (x) = Zakuk(aﬂ) = Zak)\kx = (Z ak)\k) z=(Q\)z
k=0 k=0 k=0 k=0

(b) Tn(l) = 77 Yh—p IF =21 =1

(c) Avec z1 = z et 29 = —2/, on obtient |z — 2| < |z| + |Z/].
Avec 21 = 2z — 2/ et 25 = 2/, on obtient |z] < |z — 2| + |Z/| donc |z] — |Z| < |z — Z/|. De
plus, en permutant z et 2/, on obtient aussi |2'| — |2] < |2/ — 2| = |z — 2| d’on la derniére
inégalité.

. A _ 1 k 1 1—)\n+1 o 1—)\n+1
(d) SiA#1:Ta(N) = 557 2k=0 A" = 551 X o = TN
Puisque 0 < ‘1 — ])\]"H‘ <1 = A" < 1+ |A|**L on obtient I'inégalité souhaitée.

(e) Si A =1, la suite est constante donc convergente.

. . . 14N+ . .
Si|Al < 1et A#1, les inégalités 0 < |T,,(A)] < \liAI X ul < |17/\‘2(n+1) impliquent
nll)rfoo T.(\) = 0.

n+1__
Si |A| > 1Vinégalité HTIM X WNH L <7, (\)| implique nll)rfoo T, (A) = 400 (par croissance
comparée).

(f) Siu(x) = Az avec x # 0, alors la suite de terme général T, u(x) = (T,,(\))x est constante
égale & x si A = 1, converge vers le vecteur nul O si |A| <1 et A # 1 et diverge si [A| > 1.

2. Projecteurs

(a) Classique. Il est possible d’invoquer le lemme des noyaux pour l'implication p? = p =
E = ker(p — id) @ ker(p).

(b) Si p est un projecteur, alors p* = p pour tout entier & > 1 donc la suite de terme général
Thp = n%rl (id+mnp) =p+ %H(zd — p) est convergente vers p.

3. Caractérisation des suites constantes

n+1 n
(a) (n+2)Thp1 =Y XF=X"1 4" XF = X" 4 (n+ 1T,
k=0 k=0

done X"t = (n+2)Tpy1 — (n+ )Ty = Thir + (n 4+ 1) (Thp1 — Th).
(b) () L’égalité précédente appliqué a u et I'égalité T), y1u = T,u impliquent u™ ! = T, qu.
L’égalité précédente (appliquée & u en substituant n+1 an) et égalité T, ou = Ty 1qu
impliquent u"+? = Thiou =T, +1u donc w2 = gyt

1

(8) Le polynéme @ = T,,+1 — T, n'admet pas 0 comme racine car Q(0) = %H — % £ 0.
Si x vérifie u(x) = 0.z = O, alors (Q(0))z = (Qu)(x) = (Thy1u — Thu) (z) = 0
donc x = 0g. Ceci montre que keru = {Og} donc u est inversible (dimension finie).
L’égalité obtenue dans la question précédente peut alors s’écrire (u‘l)nJrl u"t? =
(1f1)nJrl u™t! cest-a-dire u = id. (Avec précaution, le caractére injectif de u suffi-

sait.)

(c) Les implications (i) = (#i) = (i4i) sont évidentes; (ii7) = (iv) provient de ce qui précede
et (iv) = (i) provient du fait que T,,id = id pour tout entier naturel n.



4. Le cas d’un isomorphisme d’ordre fini

(a) 0 < =5 < 577 donc ngrfw oI =0et =~ = "2 donc ngrfwﬁ =1.
(b) Il y avait une erreur sur un indice dans I’énoncé. En utilisant
Q'n,_l
{0,---,n} = ( U {0k, bk + (b —1) ) U {ban. -+, ban + rn}, on écrit
k=0
n gn—10b-1 Gn—1b-1
IR S D30 ST B SUCEEN Db 3T R S
k=0 k=0 j=0 k=0 j=0

gn—1
= (Z bTb—1U> + (rp + DT, u = bgn Ty—u + (rn + 1) T, u

(¢) On déduit de ce qui précede Pégalité Thu = =Ty, qu+ 2ELT, . La suite ( T, 1u>
n

n+1 n+1
converge vers ’endomorphisme Tj;_1u. De plus I'inégalité triangulaire et la sous-multiplicativité
de la norme |[||.||| permettent d’obtenir la majoration uniforme en n

e+ DT ulll < Siglllull* < S22 el qui montre que 1a suite (227;,u)
converge vers I’endomorphisme nul.
Donc la suite (T,,u),, converge vers I’endomorphisme 731 u.

(d) Le polynome X — 1 est irréductible car de degré 1 et son unique racine n’est pas racine
de Ty—q car Tp_1(1) =1 # 0 donc X — 1 et T, sont deux polyndmes premiers entre eux.

(e) (u—id)Tp—1u=ulp—1—Tp—1 =0b (ZZ;B uktl — ZZ;B uk> = b(u? —id) = 0. Le polynome
(X — 1)Ty_1 est donc un polynéme annulateur de u. Le lemme des noyaux peut étre
appliqué d’aprés ce qui préceéde. D’ou la décomposition E = ker(u — id) @ ker (Tp_qu).

(f) D’aprés la caractérisation précédente des projecteurs, il suffit de vérifier 1’égalité ker(u —
id) = ker (Ty_qu — id). Siu(x) = x, alors (Tp—1u) (x) = x. Réciproquement, si (Tp_qu) () =
z, alors (u —id)(z) = (u — id) (Tp—1u) (x) = 0.

Partie II. Le théoreme ergodique de Von Neumann

1. Le cas strictement contractant

(a) Si0# z € ker(u — id), alors |||ul|| > Hqﬁgf”)” ” H . Contradiction.

(b) En utilisant I'inégalité triangulaire et la sous-multiplicativité de la norme ||| :

n

1

Toul|| = ——
Tl = ——

D>

k=0

I m — <
1=~ n+1 (= |l[ull) = (n+1)1=]ull])

(c) Lamajoration précédente implique la convergence de la suite (7,,u),, vers I’endomorphisme
nul qui est le projecteur (orthogonal) sur {0z} = ker(u — id).

2. Adjoint d’un endomorphisme d’un espace hermitien

(a) On utilise I"unicité de 'adjoint. Pour tous vecteurs x et y de E :
(id(x),y) = (z,id(y)) donc id* = id,
(u*(2),y) = (y,u(2)) = (u(y), z) = (z,u(y)) donc (u*)* = u;
g u—v)(x),y) = (u(x),y) = ((x),y) = (z,u"(y)) — (z,0"(y)) = (2, (" - v")(y)) donc

u—v)* =u* —v*.



(b) fJu(2)]* = (w*(z),u* () = (@, uou*(@)) < |l|[luow @) < [[lulll u(@)].]

(Tous les membres sont réels positifs.)
On obtient alors, si u*(z) £ 0 : [u*(@)]| < |llull] 2] done ||fu*]l] < [[ull]

(c) Puisque (u*)* = u, les roles de u et u* peuvent étre permutés donc |||u||| < |||w*||| < |||ull]

d’ou I'égalité.

3. Une décomposition générale

(a) Classique. L’égalité (f(y),x) = (y, f*(z)) valable pour tout y permet de montrer I’équiv-

alence z € (im f)*© & f*(z) € B+ = {0}.

(b) L’égalité précédente appliquée & f = u — id montre que im(u — id) est I'orthogonal de

ker(u — id)*. Ces deux espaces sont donc des supplémentaires orthogonaux.

4. Une égalité pour les endomorphismes hermitiens

(2)
(b)

En utilisant la linéarité de * et uu* = id : u(u — id)* = u(u* —id*) = wu* — wid = id — u.

ker(u—id) = ker(id—u) = ker(u(u—1id)*) = ker(u—1id)* ; la derniére égalité étant justifice
par le fait que u est inversible (injectif suffit).

5. La méme égalité pour les endomorphismes contractants

(2)
(b)

Inégalité de Cauchy-Schwarz et majoration de |||u||| :

(u(@), z)| < flu@)| 2] < Ml 2] < [lz]*.

Si z est un vecteur vérifiant (u(z),z) = ||z||?, alors les inégalités précédentes sont des
égalités (car (u(z),z) est alors un réel positif). Le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz affirme
que x et u(x) sont colinéaires : u(zr) = Ax.

Et ||z]|? = (u(x),z) = A||x||? implique alors A = 1 si z # 0 (sinon A = 1 convient aussi).

Les implications = sont évidentes. La premiére implication < est justifiée par ce qui
précede. Pour la seconde implication <=, on utilise le fait que |||u*||| = |||u||| < 1 pour
justifier que le résultat précédent s’applique aussi a u*.

Si le produit (u(z),z) est réel, alors (u*(x),z) = (z,u(z)) = (u(x),z) = (u(x),x).

Ceci justifie u*(z) = » <= ||z|> = (u*(2),2) = ||z]]* = (u(),r) == u(z) = =.
On obtient alors x € ker(u — id)* < z € ker(u* —id) & u*(z) =z < u(x) ==
ker(u — id) d’ou I'égalité (x).

6. Démonstration du théoréme ergodique

(a)

(b)

1
Les égalités E = ker(u—id)* @ im(u—id) et ker(u—id)* = ker(u—1id) justifient la somme
L
directe orthogonale E' = ker(u — id) @ im(u — id).
Si x verifie u(x) = x, alors p(x) = x et Tu(z) = x. D’ou I'égalité.

Si x appartient & im(u—id), il existe un vecteur y tel que x = u(y) y. On a alors u¥(x) =
uF 1 (y) — u¥(y) done Thu(z) = 25 Y0, (uF T (y) — ?jf(y)) = ( "H(y) —y).

n+1 n
D’ott la majoration ||Tu(z)| < 1 (y ”+”y” < Ul n+||y||+||y|| < M en utilisant 'hy-

pothese |||u||| < 1.
Si x = x1 + 22 est la décomposition d’un vecteur x dans la somme directe orthogonale

1
E = ker(u—id) @ im(u — id), alors T,u(z) = Thu(zy) + Thu(zs) = p(xy) + Thu(za) avec

lim T,u(z2) = 0 d’aprés la majoration précédente.
n——+o0o

La suite de terme général T, u(x) converge donc vers p(z1) = p(z). Puisque E est de
dimension finie, la convergence des suites (T, u(x)),, vers p(x) implique la convergence de
la suite (T,,u),, vers le projecteur orthogonal p.



Partie III. Autres cas

1. Un exemple
1 1/2 V3
(a) Le vecteur e; = 0 vérifie ||e1]| =1 et [|[Uey]|| = 1 = %2 > 1 donc [[|U[|| > 1.

(b) L’étude des valeurs propres et sous-espaces propres de U montre que U = RDR™! avec,

(1 1 11 (2 1
parexemple,R-(1 _2> et R —3<1 _1>.

. P 1 n k 1 n 1k 0 1 0
(c) Lasuite de terme général T,D = =5 > "¢ D" = =3 Y1 0 (—1/F) = o zE2r
(=1/2) et

. 10
converge vers la matrice <0 0>

(d) En utilisant Pégalité T,,U = T, (RDR™') = R(T,D)R™", le résultat précédent et la
continuité de la conjugaison matricielle M +— RMR™!, la suite (T,,U),, converge vers la

) _ 1 0 q_1(2 1
matmceP-R(O O>R —3<2 1).

(e) On a ker P = Vect { (_12>} et ker(P — Id) = Vect { <1) } Ces deux sous-espaces

vectoriels sont bien supplémentaires mais pas orthogonaux.

2. Le cas des matrices stochastiques

(a) Toute matrice stochastique admet le vecteur z = | @ | = ZZ:1 e, comme vecteur invari-

1

ant : Az = z. On obtient par conséquent |||Al|| > % =

(b) Le produit de deux matrices & coefficients réels positifs est une matrice a coefficients réels

d d [/ d d d
positifs. On vérifie également que Z(AB)Z-J- = (Z aikbkj> = Z aik Z b | = 1.
=1 k=1

j=1 j k=1 j=1
——
=1
(c) Il suffit de vérifier que, si t est un réel de l'intervalle [0, 1] et si les matrices A et B

appartiennent a S, alors la matrice (1 —¢)A + ¢B appartient a S.

(d) Par récurrence, toute puissance positive d’une matrice stochastique est stochastique. Par
convexité, toute combinaison linéaire & coefficients réels positifs de somme 1 de matrices
stochastique est stochastique.

Donc, si U appartient a S, T,U = >_}_, nU_+1 appartient & S pour tout entier naturel n.

(e) Si une suite de matrices stochastiques converge vers une matrice M, alors M vérifie les
conditions nécessaires (coefficients réels positifs et somme sur chaque ligne égale a 1) donc
M appartient & S.

(f) On peut utiliser, par exemple, la norme ||.||o (maximum des modules de tous les coeffi-
cients), pour établir la majoration ||A|l. < 1 pour toute matrice stochastique A.

(g) L’espace vectoriel M4(R) étant de dimension finie et ’ensemble S étant fermé et borné,
on en déduit que S est compact. Si U appartient a S, la suite (7,,U),, est une suite
d’éléments du compact S. Elle admet donc une sous-suite convergente dans S.



