
Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011-2012Éléments de 
orre
tion de l'é
rit blan
 du 10 dé
embre 2011Partie I. Étude de 
as parti
uliers1. Le 
as d'un ve
teur propre(a) Si Q =
n∑

k=0

akX
k, alors

(Qu)(x) =

(
n∑

k=0

aku
k

)

(x) =

n∑

k=0

aku
k(x) =

n∑

k=0

akλ
kx =

(
n∑

k=0

akλ
k

)

x = (Q(λ)) x(b) Tn(1) =
1

n+1

∑n
k=0 1

k = n+1
n+1 = 1(
) Ave
 z1 = z et z2 = −z′, on obtient |z − z′| 6 |z|+ |z′|.Ave
 z1 = z − z′ et z2 = z′, on obtient |z| 6 |z − z′| + |z′| don
 |z| − |z′| 6 |z − z′|. Deplus, en permutant z et z′, on obtient aussi |z′| − |z| 6 |z′ − z| = |z − z′| d'où la dernièreinégalité.(d) Si λ 6= 1 : Tn(λ) =

1
n+1

∑n
k=0 λ

k = 1
n+1 ×

1−λn+1

(1−λ) = 1−λn+1

(1−λ)(n+1) .Puisque 0 6

∣
∣
∣1− |λ|n+1

∣
∣
∣ 6 |1− λn+1| 6 1 + |λ|n+1, on obtient l'inégalité souhaitée.(e) Si λ = 1, la suite est 
onstante don
 
onvergente.Si |λ| 6 1 et λ 6= 1, les inégalités 0 6 |Tn(λ)| 6

1
|1−λ| ×

1+|λ|n+1

n+1 6
2

|1−λ|(n+1) impliquent
lim

n→+∞
Tn(λ) = 0.Si |λ| > 1 l'inégalité 1

|1−λ|×
|λ|n+1−1

n+1 6 |Tn(λ)| implique lim
n→+∞

Tn(λ) = +∞ (par 
roissan
e
omparée).(f) Si u(x) = λx ave
 x 6= 0, alors la suite de terme général Tnu(x) = (Tn(λ))x est 
onstanteégale à x si λ = 1, 
onverge vers le ve
teur nul 0E si |λ| 6 1 et λ 6= 1 et diverge si |λ| > 1.2. Proje
teurs(a) Classique. Il est possible d'invoquer le lemme des noyaux pour l'impli
ation p2 = p ⇒
E = ker(p− id)⊕ ker(p).(b) Si p est un proje
teur, alors pk = p pour tout entier k > 1 don
 la suite de terme général
Tnp = 1

n+1 (id+ np) = p+ 1
n+1(id− p) est 
onvergente vers p.3. Cara
térisation des suites 
onstantes(a) (n+ 2)Tn+1 =

n+1∑

k=0

Xk = Xn+1 +

n∑

k=0

Xk = Xn+1 + (n+ 1)Tndon
 Xn+1 = (n + 2)Tn+1 − (n+ 1)Tn = Tn+1 + (n+ 1) (Tn+1 − Tn).(b) (α) L'égalité pré
édente appliqué à u et l'égalité Tn+1u = Tnu impliquent un+1 = Tn+1u.L'égalité pré
édente (appliquée à u en substituant n+1 à n) et l'égalité Tn+2u = Tn+1uimpliquent un+2 = Tn+2u = Tn+1u don
 un+2 = un+1.
(β) Le polyn�me Q = Tn+1 − Tn n'admet pas 0 
omme ra
ine 
ar Q(0) = 1

n+1 − 1
n 6= 0.Si x véri�e u(x) = 0.x = 0E , alors (Q(0))x = (Qu)(x) = (Tn+1u− Tnu) (x) = 0Edon
 x = 0E . Ce
i montre que keru = {0E} don
 u est inversible (dimension �nie).L'égalité obtenue dans la question pré
édente peut alors s'é
rire (u−1

)n+1
un+2 =

(
u−1

)n+1
un+1 
'est-à-dire u = id. (Ave
 pré
aution, le 
ara
tère inje
tif de u su�-sait.)(
) Les impli
ations (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) sont évidentes ; (iii) ⇒ (iv) provient de 
e qui pré
èdeet (iv) ⇒ (i) provient du fait que Tnid = id pour tout entier naturel n.1



4. Le 
as d'un isomorphisme d'ordre �ni(a) 0 6
rn+1
n+1 6

b
n+1 don
 lim

n→+∞
rn + 1

n+ 1
= 0 et b(qn+1)

n+1 = n−rn+b
n+1 don
 lim

n→+∞
b(qn + 1)

n+ 1
= 1.(b) Il y avait une erreur sur un indi
e dans l'énon
é. En utilisant

{0, · · · , n} =

(
qn−1
⋃

k=0

{bk, · · · , bk + (b− 1)}

)
⋃

{bqn, · · · , bqn + rn}, on é
rit
(n+ 1)Tnu =

n∑

k=0

uk =





qn−1
∑

k=0

b−1∑

j=0

ubk+j



+

rn∑

j=0

ubqn+j =





qn−1
∑

k=0

b−1∑

j=0

idkuj



+

rn∑

j=0

idqnuj

=

(
qn−1
∑

k=0

bTb−1u

)

+ (rn + 1)Trnu = bqnTb−1u+ (rn + 1)Trnu(
) On déduit de 
e qui pré
ède l'égalité Tnu = bqn
n+1Tb−1u+

rn+1
n+1 Trnu. La suite ( bqn

n+1Tb−1u
)

n
onverge vers l'endomorphisme Tb−1u. De plus l'inégalité triangulaire et la sous-multipli
ativitéde la norme |||.||| permettent d'obtenir la majoration uniforme en n

|||(rn + 1)Trnu||| 6
∑rn

k=0 |||u|||
k
6
∑b−1

k=0 |||u|||
k qui montre que la suite ( rn+1

n+1 Trnu
)

n
onverge vers l'endomorphisme nul.Don
 la suite (Tnu)n 
onverge vers l'endomorphisme Tb−1u.(d) Le polyn�me X − 1 est irrédu
tible 
ar de degré 1 et son unique ra
ine n'est pas ra
inede Tb−1 
ar Tb−1(1) = 1 6= 0 don
 X − 1 et Tb−1 sont deux polyn�mes premiers entre eux.(e) (u−id)Tb−1u = uTb−1−Tb−1 = b
(
∑b−1

k=0 u
k+1 −

∑b−1
k=0 u

k
)

= b(ub−id) = 0. Le polyn�me
(X − 1)Tb−1 est don
 un polyn�me annulateur de u. Le lemme des noyaux peut êtreappliqué d'après 
e qui pré
ède. D'où la dé
omposition E = ker(u− id)⊕ ker (Tb−1u).(f) D'après la 
ara
térisation pré
édente des proje
teurs, il su�t de véri�er l'égalité ker(u−
id) = ker (Tb−1u− id). Si u(x) = x, alors (Tb−1u) (x) = x. Ré
iproquement, si (Tb−1u) (x) =
x, alors (u− id)(x) = (u− id) (Tb−1u) (x) = 0E .Partie II. Le théorème ergodique de Von Neumann1. Le 
as stri
tement 
ontra
tant(a) Si 0 6= x ∈ ker(u− id), alors |||u||| > ‖u(x)‖

‖x‖ = ‖x‖
‖x‖ = 1. Contradi
tion.(b) En utilisant l'inégalité triangulaire et la sous-multipli
ativité de la norme |||.||| :

|||Tnu||| =
1

n+ 1

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=0

uk

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
6

1

n+ 1

n∑

k=0

|||u|||k =
1

n+ 1
×

1− |||u|||n+1

(1− |||u|||)
6

1

(n+ 1) (1− |||u|||)(
) La majoration pré
édente implique la 
onvergen
e de la suite (Tnu)n vers l'endomorphismenul qui est le proje
teur (orthogonal) sur {0E} = ker(u− id).2. Adjoint d'un endomorphisme d'un espa
e hermitien(a) On utilise l'uni
ité de l'adjoint. Pour tous ve
teurs x et y de E :
〈id(x), y〉 = 〈x, id(y)〉 don
 id∗ = id ;
〈u∗(x), y〉 = 〈y, u∗(x)〉 = 〈u(y), x〉 = 〈x, u(y)〉 don
 (u∗)∗ = u ;
〈(u − v)(x), y〉 = 〈u(x), y〉 − 〈v(x), y〉 = 〈x, u∗(y)〉 − 〈x, v∗(y)〉 = 〈x, (u∗ − v∗)(y)〉 don

(u− v)∗ = u∗ − v∗. 2



(b) ‖u∗(x)‖2 = 〈u∗(x), u∗(x)〉 = 〈x, u ◦ u∗(x)〉 6 ‖x‖.‖u ◦ u∗(x)‖ 6 |||u||| .‖u∗(x)‖.‖x‖(Tous les membres sont réels positifs.)On obtient alors, si u∗(x) 6= 0 : ‖u∗(x)‖ 6 |||u||| .‖x‖ don
 |||u∗||| 6 |||u|||.(
) Puisque (u∗)∗ = u, les r�les de u et u∗ peuvent être permutés don
 |||u||| 6 |||u∗||| 6 |||u|||d'où l'égalité.3. Une dé
omposition générale(a) Classique. L'égalité 〈f(y), x〉 = 〈y, f∗(x)〉 valable pour tout y permet de montrer l'équiv-alen
e x ∈ (im f)⊥ ⇔ f∗(x) ∈ E⊥ = {0}.(b) L'égalité pré
édente appliquée à f = u − id montre que im(u − id) est l'orthogonal de
ker(u− id)∗. Ces deux espa
es sont don
 des supplémentaires orthogonaux.4. Une égalité pour les endomorphismes hermitiens(a) En utilisant la linéarité de ∗ et uu∗ = id : u(u− id)∗ = u(u∗ − id∗) = uu∗ − uid = id− u.(b) ker(u−id) = ker(id−u) = ker(u(u−id)∗) = ker(u−id)∗ ; la dernière égalité étant justi�éepar le fait que u est inversible (inje
tif su�t).5. La même égalité pour les endomorphismes 
ontra
tants(a) Inégalité de Cau
hy-S
hwarz et majoration de |||u||| :
|〈u(x), x〉| 6 ‖u(x)‖.‖x‖ 6 |||u||| .‖x‖2 6 ‖x‖2.(b) Si x est un ve
teur véri�ant 〈u(x), x〉 = ‖x‖2, alors les inégalités pré
édentes sont deségalités (
ar 〈u(x), x〉 est alors un réel positif). Le 
as d'égalité de Cau
hy-S
hwarz a�rmeque x et u(x) sont 
olinéaires : u(x) = λx.Et ‖x‖2 = 〈u(x), x〉 = λ‖x‖2 implique alors λ = 1 si x 6= 0 (sinon λ = 1 
onvient aussi).(
) Les impli
ations ⇒ sont évidentes. La première impli
ation ⇐ est justi�ée par 
e quipré
ède. Pour la se
onde impli
ation ⇐, on utilise le fait que |||u∗||| = |||u||| 6 1 pourjusti�er que le résultat pré
édent s'applique aussi à u∗.(d) Si le produit 〈u(x), x〉 est réel, alors 〈u∗(x), x〉 = 〈x, u(x)〉 = 〈u(x), x〉 = 〈u(x), x〉.Ce
i justi�e u∗(x) = x ⇐⇒ ‖x‖2 = 〈u∗(x), x〉 ⇐⇒ ‖x‖2 = 〈u(x), x〉 ⇐⇒ u(x) = x.On obtient alors x ∈ ker(u − id)∗ ⇔ x ∈ ker(u∗ − id) ⇔ u∗(x) = x ⇔ u(x) = x ⇔ x ∈
ker(u− id) d'où l'égalité (⋆).6. Démonstration du théorème ergodique(a) Les égalités E = ker(u− id)∗⊕

⊥
im(u− id) et ker(u− id)∗ = ker(u− id) justi�ent la sommedire
te orthogonale E = ker(u− id)⊕

⊥
im(u− id).(b) Si x véri�e u(x) = x, alors p(x) = x et Tnu(x) = x. D'où l'égalité.(
) Si x appartient à im(u−id), il existe un ve
teur y tel que x = u(y)−y. On a alors uk(x) =

uk+1(y)− uk(y) don
 Tnu(x) =
1

n+1

∑n
k=0

(
uk+1(y)− uk(y)

)
= 1

n+1

(
un+1(y)− y

).D'où la majoration ‖Tnu(x)‖ 6
‖un+1(y)‖+‖y‖

n+1 6
|||u|||n+1.‖y‖+‖y‖

n+1 6
2‖y‖
n+1 en utilisant l'hy-pothèse |||u||| 6 1.(d) Si x = x1 + x2 est la dé
omposition d'un ve
teur x dans la somme dire
te orthogonale

E = ker(u− id)⊕
⊥

im(u− id), alors Tnu(x) = Tnu(x1) + Tnu(x2) = p(x1) + Tnu(x2) ave

lim

n→+∞
Tnu(x2) = 0E d'après la majoration pré
édente.La suite de terme général Tnu(x) 
onverge don
 vers p(x1) = p(x). Puisque E est dedimension �nie, la 
onvergen
e des suites (Tnu(x))n vers p(x) implique la 
onvergen
e dela suite (Tnu)n vers le proje
teur orthogonal p.3



Partie III. Autres 
as1. Un exemple(a) Le ve
teur e1 = (10) véri�e ‖e1‖ = 1 et ‖Ue1‖ =

∥
∥
∥
∥

(
1/2
1

)∥
∥
∥
∥
=

√
5
2 > 1 don
 |||U ||| > 1.(b) L'étude des valeurs propres et sous-espa
es propres de U montre que U = RDR−1 ave
,par exemple, R =

(
1 1
1 −2

) et R−1 = 1
3

(
2 1
1 −1

).(
) La suite de terme général TnD = 1
n+1

∑n
k=0D

k = 1
n+1

∑n
k=0

(
1k 0

0 (−1/2)k

)

=

(

1 0

0 2+(−1/2)n

3(n+1)

)
onverge vers la matri
e (1 0
0 0

)(d) En utilisant l'égalité TnU = Tn

(
RDR−1

)
= R (TnD)R−1, le résultat pré
édent et la
ontinuité de la 
onjugaison matri
ielle M 7→ RMR−1, la suite (TnU)n 
onverge vers lamatri
e P = R

(
1 0
0 0

)

R−1 = 1
3

(
2 1
2 1

).(e) On a kerP = V ect

{(
1
−2

)} et ker(P − Id) = V ect

{(
1
1

)}. Ces deux sous-espa
esve
toriels sont bien supplémentaires mais pas orthogonaux.2. Le 
as des matri
es sto
hastiques(a) Toute matri
e sto
hastique admet le ve
teur x =






1...
1




 =

∑d
k=1 ek 
omme ve
teur invari-ant : Ax = x. On obtient par 
onséquent |||A||| > ‖Ax‖

‖x‖ = 1.(b) Le produit de deux matri
es à 
oe�
ients réels positifs est une matri
e à 
oe�
ients réelspositifs. On véri�e également que d∑

j=1

(AB)ij =

d∑

j=1

(
d∑

k=1

aikbkj

)

=

d∑

k=1









aik

d∑

j=1

bkj

︸ ︷︷ ︸

=1









= 1.(
) Il su�t de véri�er que, si t est un réel de l'intervalle [0, 1] et si les matri
es A et Bappartiennent à S, alors la matri
e (1− t)A+ tB appartient à S.(d) Par ré
urren
e, toute puissan
e positive d'une matri
e sto
hastique est sto
hastique. Par
onvexité, toute 
ombinaison linéaire à 
oe�
ients réels positifs de somme 1 de matri
essto
hastique est sto
hastique.Don
, si U appartient à S, TnU =
∑n

k=0
Uk

n+1 appartient à S pour tout entier naturel n.(e) Si une suite de matri
es sto
hastiques 
onverge vers une matri
e M , alors M véri�e les
onditions né
essaires (
oe�
ients réels positifs et somme sur 
haque ligne égale à 1) don

M appartient à S.(f) On peut utiliser, par exemple, la norme ‖.‖∞ (maximum des modules de tous les 
oe�-
ients), pour établir la majoration ‖A‖∞ 6 1 pour toute matri
e sto
hastique A.(g) L'espa
e ve
toriel Md(R) étant de dimension �nie et l'ensemble S étant fermé et borné,on en déduit que S est 
ompa
t. Si U appartient à S, la suite (TnU)n est une suited'éléments du 
ompa
t S. Elle admet don
 une sous-suite 
onvergente dans S.
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