Mines-Ponts 2009. Option MP. Mathématiques I.I

Corrigé pour serveur UPS par JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

A. Questions préliminaires.

1) Soit f € E. Notons g(t,z) = e®® f(z). On a :
e 1z +— g(x,t) continue donc continue par morceaux sur R pour tout réel t.
e ¢t — g(x,t) continue sur R pour tout réel
o |g(x,t)] =|f(z)] = f(x) pour tout (z,t) € R? et z — f(z) est intégrable sur R.
Donc ¢ est définie et continue sur R.

Supposons désormais que f admette un moment d’ordre 1. Comme @(:1:, t) = ixg(x,t) on a :

ot
o I+ %(m, t) continue donc continue par morceaux sur R pour tout réel ¢.
dg . .
o t— E(I’ t) continue sur R pour tout réel x
. gg (z,t)| = |z f(z)| = |z|f(z) pour tout (x,t) € R? et z — |z|f(x) est intégrable sur R.

Donc ¢y est de classe C' sur R et ¢y (t) = z/ ey f(z)dx
R

2
99 - —a2g(x,t) on prouve de la méme maniere

Supposons désormais que f admette un moment d’ordre 2. Comme Eyel
que ¢y est de classe C* sur R et que ¢f(t) = —/Reitmxzf(:zr) dx

L’itération est claire :
si f admet des moments jusqu’a I'ordre k alors ¢ est de classe C* sur R et ¢§ck) (t) = zk/ eimxkf(:v) de. O
R

2) L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction ¢ : t — e & Pordre (n — 1) entre 0 et = (bien licite puisque
¢ est de classe C* sur R) fournit (en notant J = [0, z] ou J = [z, 0] suivant le signe de x)

= z™ lz|* _ | |
p@) — 3 ™ (0)2 ] < Suplp™ (1) x [ car o) = (iyreit cest a dire
m=0 m. teJ n! n!
S )™z ) .
‘e - > —| < —— pour tout réel x et tout entier n > 1. O
m=o m! n!

3) eiat — g=ibt — o=iatb/2)t 5 94 gin (b — at) ~i(b— a)t lorsque t — 0.

Il en découle que hq, est bien continue en 0 et comme elle est continue sur R* par théoremes opératoires :
La fonction h, est continue sur R. [

4) Si t = 0 'inégalité est évidente et sinon elle résulte immédiatement de I'inégalité des accroissements finis appliquée
a la fonction ¢ : u — €™ entre ta et tb. [

+oo kn “+o00 kk

= Y u, série & termes positifs et en particulier e¥ > uy = — 0O

5) e =
) ‘ n=0 n! n=0 k!

La fonction ¢; caractérise f.

sin(6t)
t

Si 6 # 0 le changement u = 6t fournit R(0,t) = 2S(AT) . Egalité encore vraie si § = 0 (valeur commune nulle).
Ainsi R(6,t) = 25(6t) pour tout (6,7) e Rx Rt O

dt.

T
6) Par parité R(0,T) = 2/
0

7) 11 vient Xl_lg_l S(X) = T et lim S(X) = —Z par parité. Tl découle alors de la question précédente que :
0 si (zy > 0) ou (x=y=0)
2r sl (y<0<ux)
lim R(z,T)— R(t,T)=4q —2n si (x<0<y) O
Ttoo T si (r>0ety=0) ou (z=0ety<O0)
-7 si (x<0ety=0) ou (x=0ety>0)

T

T
8) Notons g(t,x) = hap(t)e™™ f(z) de sorte que I = / hap(t)ps(t)dt = / (/ g(t,x) dx) dt. Alors :
DEF J_T -7 “MJR
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9)

g est bien continue sur [T, 7] x R car h, est continue.
g est intégrable sur [T, T] x R car [g(t,z)| < (b — a)|f(z)| intégrable sur [-T,T] x R (Cf question 4).
Pour tout ¢t € [-T,T] la fonction g(¢,.) est intégrable sur R car majorée en module par (b — a)|f(x)]

o t+—> / g(t,x)dx = hqp(t)ds(t) est continue sur [—T,T] car hqp est continue ainsi que ¢y (Cf question 3 et

R
début de la question 1) donc intégrable sur [T, T
e Pour tout z € R la fonction g(.,z) est intégrable sur [T, T car continue.

T
o I+ / (x,t)dt = f(x)/ hap(t)e™ dt est continue sur R (car (¢,2) — hqp(t)e’™® est continue sur
-T

[-T,T] et théoreme de continuité d’une intégrale propre a parametres) et est intégrable sur R car majorée en
module par 2T (b — a)|f(x)| (Cf question 4)

T
On peut donc appliquer le théoreme de Fubini et I = / (f(ac)/ hap(t)e™ dt dz = / f(z)Hr(z
R _r DEF

T i(z—a)t _ _i(z—b)t T o —a)t) — si — bt
Or HT(x) :/ e 'te dt:/ Sln((x a) ) p Sln((x ) ) dt:R(fL'_a,T)_R(x_b,T)
_T 7 _r

car la contribuition des cosinus est nulle par imparité.

ainsi IT:/R(R(x—a,T)—R(x—b,T))f(x)de?F/Rd)T(x)dx

Considérons la famille de fonctions (¢Y1)7rer+-
e La fonction S est continue sur R (intégrale fonction de sa borne supérieure) et admet une limite finie en +00
et en —oo donc est bornée sur R. Il en va donc de méme de la fonction R sur R x RT d’apreés la question 6. Ainsi
Yr(x) < M|f(z)| pour tout T > 0 et tout réel x de sorte que la famille (¢r)rer+ est dominée par une fonction
intégrable sur R.
e Examinons la limite simple (éventuelle) de la famille (1) lorsque T" — +oc.

e Siz>boux < a cette limite existe et est nulle par la question 7.

e Sia < x < b cette limite vaut 27 f () toujours par la question 7.

b
Le théoreme de la convergence dominée montre alors que lim I = 27T/ f(@)Xapi(z)de = 27T/ f(z)dz
R

T—+o00 a

En conclusion lim i/ hap(t)or(t dt_/ f@) O

T—+o0 27

Remarque 1 : on aurait pu utiliser une version plus légere du theoreme de Fubini pour permuter une intégrale
propre et une intégrale impropre :

e 1 +— g(t,x) est continue sur R pour tout ¢t € [T, T]

o t+—— g(t,x) est continue sur [—7, 7] pour tout z € R

e Ona|g(t,z)] < (b—a)|f(z)| pour tout (¢,x) € [-T,T] x R et (b—a)|f(x)| est intégrable sur R.

Cela suffit a assurer la permutation des intégrales imbriquées.

Remarque 2 : si on ne veut pas utiliser la version “famille” du théoréme de la convergence dominée, il suffit de
considérer une suite (7,) tendant vers +oo et d’utilier la caractérisation séquentielle de I’existence et de la valeur
d’une limite.

T 0
Si ¢5 = ¢4 il découle en particulier de la question précédente que / (f —9g) =0pour z > 0 et / (f—9) =0
0 T

x
pour z < 0 donc que / (f —g) = 0 pour tout z donc par dérivation (licite car f — g est continue) que f(x) = g(x)
0
pour tout réel x.
La terminologie fonction caractéristique est donc bien justifiée. O
C. La suite ay(f) ne caractérise pas toujours f
(In z)?

10) fo est bien & valeurs positives ou nulles et en écrivant fo(z) = N exp ( 5 In :C) pour x > 0 on obtient

immédiatement que fy est continue en 0 et finalement sur R. Par ailleurs le changement © — u = Inx qui est
+oo
un C!-difféomorphisme de |0, +oo[ sur R montre que / fo(x)dz et —— / ~4*/2 4y sont de méme nature et
0

éventuellement égales. Donc en l'occurence (vu le résultat admis en préambule) convergentes et de valeur 1. Comme

fo est nulle sur | — 00, 0] , on a finalement / fo(x)dz =1. Ainsi fo e E [
R
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+oo 2
. 1 u .
11) Le méme changement montre que / 2k fo(z)da = / ¥ fo(z)da et —— / exp(ku — — ) du sont de méme
R 0 V271 Jr 2
2
nature et éventuellement égales donc, comme précédemment, convergent et valent exp ( %)

En outre |z*|fo(z) = 2¥ fo(z) > 0 donc z — |z|* f () est bien intégrable.
2

En conclusion ax(f) existe pour tout entier k et ar(f) = exp (%) O

12) Notons une légere faute d’énoncé : il efit fallu écrire fo(z) = 0 pour z < 0 et fu(z) = fo(z)(1 + asin(2rInz))
pour x > 0. Alors :
e f, est bien positive ou nulle car —1 < a < 1
e Pour z > 0 la fonction x — 14 asin(27lnx) est bornée et comme mlir101+ fo(x)=0ona mlir101+ fa(z) =0 et ainsi

fa est bien continue sur R.
e Pour tout entier k, x — x*f,(z) est intégrable sur RT donc sur R car z — z¥fo(z) l'est et la fonction
x —— 1+ asin(27Inz) est bornée sur RT.

e Pour tout entier k notons Ay = / 2 fo(z)dx — / 2F fo(x)dx
PEF JR R
Inz)? dz
1l vient Ay = —— Im / zF ex —( exp(i2rlnz)—
k \/% < - p( 9 ) p( ) T

Le changement z — u = Inz admissible car C'-difféomorphisme de Rt sur R montre que

Ay = \/% Im </R exp ((k + 2im)u — %) du) =alm (exp(w)) = anp(wnin@kﬂ') =0

Ainsi Ay, = 0 pour tout entier k£ (ce qui prouve en particulier avec k = 0 que f, € E).

En conclusion les fonctions f, pour a € [—1, 1] appartiennent toutes & F, ont des moments & tous les ordres qui ne
dépendent pas de a. La suite des moments ne caractérise donc pas toujours f € £. [

D. Une condition sur la suite ay(f)

13) Les deux fonctions = — |z|*\/f(z) et © — |z|**1\/f(z) appartiennent & I’space préhilbertien des fonctions de
carré intégrable sur R. L’inégalité de Schwarz donne alors I'inégalité demandée. [

. . b (f)/* .y
14) Si k est pair on a bi(f) = ax(f) donc — est majoré par M.

b2m+l (f)l/(2m+1) < a2m(f)1/(4m+2)a2m+2(f)l/(4m+2)
2m+1 2m +1
Or d’apres la propriété (U) on agm, (f) < (2m)?™M?™ et agmi2(f) < (2m + 2)*mT2M2™+2, Donc :
1/(2m+1) 2m/(4m+2) 2m+2)/(4m-+2 2m/(4m+2) 2m+2)/(4m-+2
T )P/ ) (g 4 9) @0t (s ()2 () g 1)(20+2) G4
2m +1 2m +1 2m +1
Or m?™(m + 1)2mT2 < (m +1)?"(m + 1)?m+2 = (m + )42 < (2m + 1)*™*+2 donc a,, < 1

Si k = 2m+1 est impair on a d’apres la question précédente,

2M = o 2M

. b(f)VE .
En conclusion — < 2M pour tout entier k. [

15) D’apres la question 1), on a pour tout réel ¢ et tout entier k, |¢§ck) )] < / |z f(z) dz = br(f).
R

L’inégalité de Taylor-Lagrange donne alors immédiatement 1'inégalité proposée. [J

16) |h| bn(f) < —(2M|h])™ < (2eM|h|)™ d’apres les questions 14 et 5.

n"
n!

Il résulte alors de la question précédente que, si |h| < A = , pour tout réel = la série Z h—gb(") (z) converge

DEF 2¢ M
et a pour somme ¢¢(z+h) O

17) Comme ax(g) = ax(f) pour tout entier k, la fonction g vérifie également la propriété (U) avec le méme M donc
la méme propriété que dans la question précédente avec le méme A.

Or pour ¢t =0 on a d’apres la question 1, gb(")( 0) = i"an(f) = i"an(g) = o5 (0).
(

Donc pour |h| < A et en particulier pour h € [—5, é] ona¢s(h) =73 —'qﬁfn)(()) => —
0 o 0
Ainsi la ropriété de ’énoncé est vraie pour £ = 1.

Supposons qu’elle soit vraie jusqu’au rang £ > 1 i.e. ¢s(t) = @, (t) pour t € [—%, 7]
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On a alors ¢>§c")(% — %) = g")(% - é) donc en appliquant la question 16 & f et g en z = % - é il vient que
@r et @ coincident sur ]% - %, % + %[ donc a fortiori sur [%, W]

De méme on prouve en appliquant la question 16 en —% + % que ¢5 et ¢4 coincident sur [—w, —%]
Ainsi finalement ¢ et ¢4 coincident sur [— (e +21)A, (¢ +21) A] et la propriété est donc vraie au rang ¢ + 1.

La propriété et donc établie par récurrence pour tout entier £. [J

18) Il découle évidemment de la question précédente que ¢5 et ¢, coincident sur R tout entier donc que g = f d’apres
la partie B.
Une fonction de F admettant des moments de tous ordres et vérifiant la propriété (U) est entierement caractérisée
par la suite de ses moments. [

E. Application

19)e Supposons que [ existe.

! _
Une récurrence immédiate fournit as, (f) = (2n — 1) ao(f) = (227?)| _ (@2n)(2n 213 ~(n+1)
n!

n 1/2n
Donc ag,(f) < )" _ n™ d’ou azn(f) 77" < vn
2n 2n 2n

1 .
< 3 pour tout entier n > 1

Donc f vérifie la propriété (U) avec M = % ce qui prouve déja que si f existe elle est unique.

D’apres la question 16, ¢ est développable en série entiére au voisinage de 0 (sur | — A, A[) et :
(2n)! 22" fx 1 (—:C2

+oo K ,Tk +o0 N ! n $2
¢rlx) = kz::O(l) ak(f)g = nEZ:O(—l) ol (2n)! T) =exp(— ?) pour z €] — A, A[

! n=0 n!
2
exp(—x—). D’apres le résultat admis en préambule :

1
V2T 2

g appartient bien & E et ¢,4(z) = \/% / exp(izu) exp(—
™ JRr

Considérons la fonction g : z —
2 2

u x

3) du= exp(—?) pour tout réel =

Premiere solution :

¢5 et ¢g coincident sur un voisinage de 0 donc ax(f) = (i)k¢§ck) (0) = (i)* §k> (0) = ag(g)-

Il résulte de la partie précédente que f = g en d’autres termes si le systeme admet une solution il s’agit de la

fonction g.

Seconde solution :

¢ et ¢4 sont deux fonctions développables en série entiere au voisinage de tout réel x et coincident sur un voisinage

de 0 donc classiquement sont égales.

e Réciproquement la fonction g appartient bien &4 E et admet des moments de tous ordres puisque z — xFg(x)

est clairement intégrable sur R car z¥g(z) = o(—;) au voisinage de I'infini.
x

Par raison de parité on a bien asx11(g) = 0 pour tout entier k. Par ailleurs par parties :

X X X
¢ g(z)dz = 2 lg(p)edr = [—2% g(x — 22 2g(z)dx
| eaa@dn= [ e = [ gw)] + k=) [ o gl

donc par passage a la limite quand X — +oo il vient asx(g) = (2k - 1azk—2(g)-
Donc g est bien solution du systeme.

. . . . 1
e Conclusion : le systeme admet une unique solution : f : x — exp(—x—)
V2T 2

FIN
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