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Théoréme. Soient u; et us deux fonctions dérivables sur un intervalle I a valeurs réelles qui
ne s’annulent pas simultanément. Il existe deux fonctions p et 0 dérivables sur I telles que

viel {m(t) = p(t) cos O(t)
’ ug(t) = p(t)sinO(t).

Analyse du probléme. Si p et 6 conviennent, on a nécessairement :

p=/ud+u3

ce qui détermine p, et donc, en dérivant :

uy = p'cosf — pf sin 6
ub, = p'sinf + pb’ cos b,

d’ol1, en multipliant la premiere équation par —sinf et la deuxieme par cos :

—ujug + uhuy

pt' = —u sin 0 + vy cos O = -,
puis :
/ / / /
g — —U U2 + Usll  —UTU + UpUl
- 2 - 2 2
P uy + ujy

ce qui détermine 6 & une constante pres.

Synthéselﬂ. On définit une fonction p par

p =/ u?+ui.

Comme u; et us ne s’annulent pas simultanément, p est dérivable. Fixons ¢y dans I et soit 6y
un argument de uj(tg) + iua(tp). Soit 6 la fonction qui prend la valeur 6y en ty et telle que

/ /
o — —UU + Uyl
u% + u%
On va montrer que (ul, ug) = (p cos b, psin 0). Pour cela, on passe en complexes et on pose :
Ul + U2 g
—=e .
p

On a : w(tg) = 1 par définition de p et choix de 6y = 0(tp). Il ne reste donc qu’a montrer que w’
est partout nulle. On a :

o — uy +iuy  (ur +iug)p’  i(ug + iug)d’ o0

p p? p

De I'égalité p? = u? + u2 résulte : pp’ = ujus + ubus et 0 = (—ufug + uhur)/p?. On remplace :

e — (uh + b)) (ud +u3) — (uy + iug) (Whuy + uhug) — i(uy + dug)(—ujug + uhuy)
= 3
p

i

puis on vérifie patiemment que tout se simplifie.

1. Vrai début de la vraie preuve, ce qui précede était la pour indiquer la source.



Variante. On s’embéte beaucoup avec la fonction p. On peut simplifier les choses en définissant

p=/uf +u3

et en divisant u; et us par p. D’évidence, u; et ug ne s’annulent pas simultanément si et seulement

si u1/p et uz/p ne s’annulent pas simultanément. Quitte a remplacer (u1,u2) par (“+,“2), on

PP
peut donc supposer que p est constante et égale a 1, c’est-a-dire que
u% + u% =1

On fixe comme dans la synthese ¢y dans I et §y un argument de wui(tg) + tuz(tg). On appelle 6
la fonction qui prend la valeur 6y en tg et telle que

0 = —’LLIIUQ + u’2u1.
On va montrer que (ug,u2) = (cosf,sinf). Pour cela, on passe en complexes et on pose :

w = (uy + dug)e .
On a : w(tp) = 1 par choix de 6y = 6(tp). Il ne reste qu’a montrer que w’ est nulle. On a :

w' = [uf + b —i(ur + iug)6'] e .
D’ou, en remplacant 6’ par I’expression précédente :
w'e? = w4 iul — i(uy 4 iug)(—ufug + ubu)
= uj - u%u'l + uuguh + z(u'g — u%u’z + uluQu'l].

Avec uf +u3 = 1 et donc ujuy + ubhus = 0, il vient :

!/ 2.1 / 2./ / /! !/
Uy — U + ujUUy = ujuy + uruguy = ug(uiug + uguy) =0,

I’annulation de 'autre terme étant analogue.



