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Une mise en route :
Inégalités classiques

Exercice 1 (L’inégalité triangulaire) Montrer que pour tous réels a,b, on a
lla| —[b]] <'la —b] < |af + [b].

Exercice 2 (Inégalités de Cauchy—Schwarz et de Minkowski) On se donne
un entier n > 2 et des réels strictement positifs wy,ws, ... ,w,. On désigne par @
la fonction définie sur R™ x R™ par

V(z,y) € R" X R, o(z,y) = Y  wrrys,
k=1
et on associe a cette fonction ¢ la fonction q définie sur R™ par
Ve € R", q(x) = p(z,x) = Zwkxi
k=1

(a) Exprimer, pour tout réel t et tous vecteurs x,y dans R", la quantité q(z +ty)
en fonction de t, p(x,y), q(z) et q(y).

(b) Rappeler a quelle condition portant sur les réels a,b,c, le réel a étant non
nul, le polynome de degré 2, P(t) = at® + 2bt + ¢ est a valeurs positives ou
nulles.

(¢) En remarquant que pour x,y firés dans R"\ {0}, la fonction P : t — q(z+ty)
est polynomiale de degré 2, montrer [inégalité de Cauchy-Schwarz :

2 2
Zwkﬂﬂkyk < <Z wkiﬁ'k) (Z wkyk> -
k=1 k=1 k=1

Préciser dans quels cas, l’égalité est réalisée.
(d) En déduire l'inégalité de Minkowski :

1 1 1
n 2 n 2 n 2
(zwk<xk+yk>2) < (zwkxz> +(zwkyz) |
k=1 k=1 k=1

Préciser dans quels cas, l’égalité est réalisée.



Exercice 3 (Inégalités de Holder et de Minkowski) Soit n > 2 et soient
a1,0Q2,...,0, €t by, by, ... b, des réels strictement positifs. Pour 1 < p < 0o, on
note q son exposant conjugué, c’est-a-dire l'unique réel tel que % + % =1.

(a) Notons
n 1/p n 1/q
A= (Zaf) et B= (be) .
i=1 i=1

Supposons que A # 0, B # 0 et, pour chaque 1 <1i < n, notons a; = a;/A et
b; = b;/B. Montrer que
- 1 1~
ab; < —af + =bl.
p q
Indication : on pourra considérer les deux réels s,t tels que a; = exp(s/p)

et b; = exp(t/q) et utiliser la convexité de la fonction exponentielle.
(b) En déduire l'inégalité de Hoélder :

n n 1/p n 1/q
=1 =1 =1

Pour p = q = 2, quelle inégalité retrouve-t-on ¢
(c) En déduire 'inégalité de Minkowski :

n 1/p n 1/p n 1/p
(Beewr) = (5) +(20)

i=1 =1

Indication : on pourra écrire (a; + b;)? = a;(a; + ;)P + bi(a; + b;)P~" et
appliquer 'inégalité de Holder.

Exercice 4 On se donne un entier n > 1 et des réels x1,xo,...,x, tous non

nuls.
- 2 ~ 1 2
k=1 =1 Tk

Indication : on pourra utiliser linégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) En déduire que

(a) Montrer que

ii> 6n
i (n+1)(2n+1)

Exercice 5 (Inégalité de Bernouilli) (a) Pourmn > 2, on note P, la fonction
polynomiale définie par

P,(z)=a"—1—-n(z—1).
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Montrer que pour tout x € Ry, on a P,(z) > 0.

Indication : on pourra soit raisonner par récurrence, soit faire une étude de
fonctions.

(b) En déduire que pour tout réel a > —1 et tout entier naturel n, on a
(14+a)" > 1+ na.

(¢) Dans le cas ot a > 0, retrouver cette inégalité, en utilisant la formule du
binome de Newton.

Exercice 6 (Moyennes arithmétiques, géométriques et harmoniques.) Pour
tout entier n > 2 et tout x = (21, 22,...,2,) € (RL)", on note respectivement

1 ~ n
An(x) - E § T, Gn('r) - kan Hn(x) = Zn 1
k=1 k=1 k=1 zy
les moyennes arithmétiques, géométriques et harmoniques des réels 1, xa, ..., Ty.

(a) Etablir une relation entre H,(z) et A,(y) oty = (1/7k) ey

(b) En utilisant la stricte concavité de la fonction In sur R% , montrer que G (x) <
An(x). Dans quels cas, a-t-on égalité ?

(¢c) En déduire finalement que

n

= T =
>kt 2y

SRS
NE
>

Montrer que l'une des deux inégalités est réalisée si et seulement si tous les
x; sont égaur.



