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Au cours de ce probleme, nous étudierons certaines propriétés de la fonction u lorsqu’elle est solution
de I’équation différentielle ordinaire (parties II et IIT)

(1) Ve €0,1], —u"(z)+V(z)u(z) = f(z),
ou lorsqu’elle est solution non nulle de I’équation différentielle ordinaire (partie IV)
(2) Vz €[0,1], —u"(z)+ V(x)u(z) = u(z) (\€ R fixé).
Dans tout le probleme, f est une fonction de classe C*° donnée sur 'intervalle [0,1] et V' est une
fonction de classe C* strictement positive donnée sur U'intervalle [0, 1].
Préliminaires
Démontrer qu’il existe un nombre réel strictement positif Vj tel que
vz € [0,1], V(xz) > Vo > 0.

Soit u une solution de (1). Démontrer que u est de classe C* sur [0, 1].

Soit a, b, ¢ trois nombres réels donnés. Discuter, selon les valeurs de a, b et ¢, le nombre de solutions
de I’équation (1) satisfaisant les conditions initiales

Soit v une fonction de classe C? sur un intervalle [z, z2]. On suppose que v possede un minimum
local en zg € |z, z2].

I.5.1. Montrer que v'(zg) = 0.

1.5.2. En appliquant une formule de Taylor bien choisie, montrer que v”(x¢) > 0.

I.5.3. Ces résultats restent-ils vrais si xg € {x1,22} 7

Existence et unicité de la solution de (1) satisfaisant (4)

On suppose que f est positive : f(x) > 0, pour tout x € [0, 1]. Soit u une solution de (1).
IT1.1.1. Montrer que si u posséde un minimum local en xq € |0, 1[, alors u(zg) > 0.
IT1.1.2. Montrer que si u satisfait les conditions (4), alors

Vr € [0,1], wu(z)>0.

On suppose que f est négative : f(z) < 0, pour tout x € [0,1]. Soit u une solution de (1).
I1.2.1. Montrer que si u posséde un maximum local en zg € |0, 1], alors u(zg) < 0.
I1.2.2. Montrer que si u satisfait les conditions (4), alors

Vr e [0,1], wu(z)<O0.
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On suppose que f est la fonction nulle. Montrer que si u est une solution de (1) et satisfait les
conditions (4), alors u est la fonction nulle.

Soit b un nombre réel donné. Soit up : x — up(x) la solution de I'équation (1) avec les conditions
initiales u(0) = 0, u;(0) = b. On pose
p(b) = up(1).
IT.4.1. Calculer la dérivée seconde de la fonction : y = (up — up) — b(u1 — up), en déduire que c’est
la fonction nulle.
I1.4.2. Montrer que @ est une application affine de R dans R.
Soit b, b deux réels tels que p(b) = (V).
I1.5.1. Que peut-on dire de z = up — up 7
I1.5.2. Montrer que b = ¥'.

Montrer existence et 'unicité de la solution de

) [ 0@+ VE@ue) = f@), Voe )
u(0) = u(1) = 0.
Approximation numérique de la solution u de (5)

On fixe n € N, n > 2, et on considére un vecteur @ € R"t!. Les composantes de @ seront notées
u; = (w);, 1 =20,...,n. On pose h = %, Vi =V (ih), fi = f(ih). On considere le systeme linéaire

UO:07
—u;_1 + 2u; — u;

(©) u11+h2uz Vi =f;, 1<i<n—1,
Uy = 0.

On suppose que f; > 0 pour tout ¢ = 1,...,n — 1. On fait 'hypothese que @ est solution du systeme
(6).

ITI.1.1. Soit ip un indice tel que u;, = minj<j<n—1(u;). Montrer que u;, > 0.

I11.1.2. En déduire que uw; > 0 pour tout ¢ =1,...,n — 1.

On suppose que f; < 0 pour tout ¢ = 1,...,n — 1. On fait ’hypothése que @ est solution du systeme
(6). Montrer que u; <0 pour tout i =1,...,n — 1.

Solution unique de (6)

I11.3.1. On suppose que f; = 0 pour tout ¢ = 1,...,n — 1. Montrer que le vecteur nul est I'unique
solution de (6).
IT1.3.2. Démontrer qu’en toute généralité, le systeme (6) possede une unique solution.

Soit u la solution de (5) et @ la solution de (6). On pose

— Vi 2_
v; =u; —u(ith) et g = U21+h2% UZH—i—VZ-vi, 1<i<n-—1.

I11.4.1. Montrer que

i—1)h) + 2u(ih) — u((i + 1)h)

h? ’
IT1.4.2. A Daide de deux formules de Taylor-Lagrange a 'ordre 4 (entre ih et (i £ 1)h), en déduire
I'inégalité

g; = —u'(ih) — —ull 1<i<n-1

2
\Ei|§h—>< < max \u(4)(a:)]>, 1<i<n-1.
12 z€[(i—1)h,(i4+1)A]



ITI.5 On pose

E = max g
1<i<n—1
Soit, pour ¢ =0,...,n,
i(n—1 i(n—1
Ty = ( 2)7 Wi = V; — ( 2)
2n 2n

IT1.5.1. Calculer 5

—Tj—1 + 2T — Tjq1 1<i<n-—1.

h2 ’
IT1.5.2. Montrer que W = (w;)i=0,....n est solution d’un systeme analogue a (6), ou 'on remplace f;
par —E +¢; — V;Ex;.

I11.5.3. En utilisant II1.2, montrer finalement que pour ¢ =0, ..., n,
w; S 0.
II1.6 Soit, pour ¢ =0,...,n,
i(n —1)
zi=v; +F o2
Montrer que pour ¢ =0,...,n,
Z3 Z 0.

II1.7 Estimation de ’erreur sur u

IT1.7.1. Déterminer maxc(o ) t(1 —t), en déduire un majorant de maxo<i<n ;-
I11.7.2. En déduire que

h2
luj — u(ih)| < — ( max [u®(2)]), 1<i<n-—1.
96 \z€[0,1]
I11.7.3. Que peut-on dire lorsque n — +oo?
I11.8 On pose l; = Viu; — f; pour i =0,...,n. Montrer qu’il existe une constante A > 0 telle que
l; —u”"(ih)| < A (max ]u(4)(x)]) h? 0<i<n.
z€(0,1]
II1.9 Estimation de l’erreur sur u”
Soit la fonction ¢ définie sur 'intervalle [0, 1] par
L(ih) =1;, 0<i<nmn,
et

Uz) =1; + ‘”L”;L”"L(zi+1 —1;) pour z € ik, (i +1)h[, 0<i<n— 1.

I11.9.1. Vérifier que £ est continue.
I11.9.2. Montrer qu'’il existe une constante B > 0 telle que

vz e [0,1], |l(z)—u"(z)| <B (m[% [u®) @)) h2.
xe |0,

IT1.10 Approximation de u/(0)
IT1.10.1. Montrer que pour la solution u de (5),
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111.10.2. En déduire qu’il existe une constante C' > 0, ainsi qu’une combinaison linéaire des [;, que
I’on notera M, telle que

M—J(0)<C 2.
M ()] < € (e )

Valeurs propres de —% + V(z) avec conditions de Dirichlet
Dans cette partie, on conserve ’hypothese (3) faite sur V, et on considere pour A € R le systeme

() V) < ute), V€ 0,1
D {0 Do

Nous allons étudier pour quelles valeurs de A ce systeme posséde une solution non identiquement
nulle.

Soit A € R. Soit & — uy(x) la solution de I’équation (2) avec uy(0) =0, u}(0) = 1. On pose
U(A) = ux(1).

Montrer que le systéme (7) posséde une solution non identiquement nulle si et seulement si ¥(\) = 0.

Montrer que pour toute solution du systéme (7),

1 1
/ (W' (z)* + V(2)u(z)?) dov = )\/ u(z)? d.
0 0

(Intégration par parties sur le premier terme.)

On suppose que A < V). Existe-t-il des solutions non identiquement nulles du systeme (7) 7

Dans les questions qui suivent, on suppose que A > Vj et on pose a = V.

Expression intégrale de u)

IV.4.1. Soit g une fonction de classe C* sur [0, 1]. On pose

Ve e[0,1], wv(z)= /OJ: Wg(s) ds.

Montrer que v est de classe C? et calculer sa dérivée seconde.

(Si on a peur d’une intégrale a parametre dont les bornes dépendent du parametre, on pourra com-
mencer par développer sin(a(x — s)).)

IV.4.2. En déduire la relation

8)  Vrel0,1], un(z)= Sinf‘w) + /0 " SIT = 9)) vy (s) ds.

On pose

ha(z) = a <u>\(x) _ Sin(a”“’)) .

Montrer que

1

Vr € [0,1], hx(z)= o /Ox sin(a(z — s))V(s)ha(s)ds + ;/050 sin(a(z — s)) sin(as)V(s)ds.



IV.6 Montrer qu’il existe une constante C7 > 0, indépendante de A, que 'on déterminera, telle que

2
Cy
> h < =,
oz (2 (V) L ma (o)l < &

2
IV.7 On considére le cas A = (g + 2k7r> lorsque k est entier. Montrer qu’il existe kg € N tel que

2
VkeN, k> ko, \I!(<72T+2k7r) ) > 0.

3 2
IV.8 On considere le cas A = (; + 2k7r> lorsque k est entier. Montrer qu’il existe k1 € N tel que

3 2
VkeN, k> ki, \I/<<27r—|—2k7r> > <0.

IV.9 Soient A > Vj et u > Vj deux nombres réels. On pose gy ,(x) = ux(x) — uu(x).
IV.9.1. Montrer qu’il existe deux constantes Cs > 0 et C3 > 0 telles que

Ve € 0,1, |gau(@) < CalA— ul + Cs / g () ds.
0

On pourra utiliser la représentation intégrale (8).

Soit les fonctions
Iy () = / ()]s, Tan(@) = Inu(@)e O,z e [0,1].
0

IV.9.2. Ecrire une inégalité satisfaite par Jy ,(z).
IV.9.3. En déduire qu’il existe une constante Cy > 0 telle que

Vo € [Oa 1]7 I)\,M(x) < 04‘)‘ - :u‘

IV.10 Montrer la continuité de la fonction ¥ sur |Vy, +ocl.
IV.11 Montrer finalement qu’il existe une suite infinie (A, )nen telle que
1. pour tout n € N, il existe une solution non partout nulle du systeme (7) pour A = A, ;

2. limng)Jroo ATL - +OO-



