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Contenu de la legcon

e Il faut envisager les méthodes suivantes :

— rectangles ;
— trapézes et point-milieu ;

— la méthode de Simpson n’est peut-étre pas obligatoire, mais elle sera appréciée.
e Pour chaque méthode, il faut donner :

— l’idée : remplacer la fonction sur chaque intervalle de la subdivision par telle fonction
dont on calcule I'intégrale ; faire un dessin !

— la formule qui donne 'approximation ;

— impérativement, une majoration de 'erreur ; cependant, ce n’est pas grave si vous
donnez une majoration C(b — a)®/n* pour la méthode de Simpson, sans la valeur
explicite de C.

e Il est impératif de démontrer la majoration de 'erreur commise dans un cas au moins (et
au plus, compte tenu de la longueur), et la méthode des rectangles fait un peu “pauvre”.
Restent donc la méthode des trapezes et des rectangles, car la preuve pour la méthode
de Simpson est un peu trop longue.

e [l faut prendre le temps d’implémenter un algorithme sur machine, et de dire pouquoi
¢a ne sert a rien : la machine est déja munie d’un algorithme performant, probablement
Simpson...

Quand on évalue I'erreur sur un exemple numérique pour lequel on connaitrait la valeur de
Iintégrale, il ne faut pas prendre pour référence cette valeur, mais majorer explicitement
lerreur (et donc la dérivée qu’il faut) et dire qu'on obtient une valeur approchée de
I'intégrale a lerreur (calculée) pres.

Prérequis
e Intégration :

— intégrale d’une fonction continue ; linéarité ;
— lien avec la primitive : f; Ft)ydt = f(b) — f(a) ;

(il faut savoir que d’une fagon ou d’une autre, l'existence d’une intégrale et le lien
primitive-intégrale reposent sur la continuité uniforme d’une fonction continue sur
un compact ; cf. rapport du jury) ;

AT

e Formules de Taylor.

e Définition de la convexité.
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Principe général (seuls (a) et (c) sont indispensables)

(a) On donne une fonction f continue sur un intervalle [a,b] de R, avec a < b. On cherche une
valeur approchée de l'intégrale de f.

(b) Dans cette legon, on s’appuie toujours sur une subdivision réguliére de lintervalle
d’intégration. D’autres méthodes utilisent d’autres subdivisions, dont on ne parlera plus des la
fin de ce (b) :

e subdivision aléatoire pour la méthode dite “Monte-Carlo” ;

e subdivision dont les points s’accumulent aux bords de I'intervalle —voir CAPES 2000.
(¢) Pour n € N*, on pose :

(2

Vi€ {0,...,n}, w(n):a—i—z’b;a

On remarque au passage que 'on a :

n n b_
Vie{0,...,n—1}, 2l -2l = n“.

4 . s n
Lorsque n est fixé sans ambiguité, on remplacera xE ) par x;.

(d) L’idée de chacune des méthodes consiste a remplacer, sur chaque intervalle [z;, x;11], la
fonction f par une fonction “simple”, affine par morceaux ou polynomiale par morceaux, dont
on calcule explicitement I'intégrale.

Pour chaque méthode, on trouve pour chaque n € N* une famille de coefficients pl(-n) (0<i<n)
ou pg-n) (0 < j < 2n) (p comme poids), et on prend pour valeur approchée de l'intégrale 'une
des sommes

n 2n
ST ) ou S plM falP).
i=0 §=0

Notons que si on veut que la formule soit exacte au moins si f est constante, il faut imposer :

n 2n
S0 =1 o o =1
i=0 7=0

Ainsi, une méthode consiste a choisir un barycentre, une moyenne pondérée, des valeurs prises
par f aux points de la subdivision.

(e) Le probléme principal consiste a majorer I'erreur commise. L’idée de chaque méthode,
c’est de supposer f “assez dérivable”, et de majorer ’erreur en fonction de la borne supérieure
d’une dérivée de f et d’une puissance de n.

Pour cela, on commence par travailler sur un intervalle [J:Z(n), xgi)l], ou, ce qui revient au méme
(aux notations pres), on commence par travailler avec n = 1 sur 'intervalle [a,b], puis on fait

la somme des erreurs commises sur chaque intervalle.

Méthode des rectangles

On remplace f par la valeur qu’elle prend sur un bord, gauche ou droit, de 'intervalle.

f(wiv1)
f(xi)

Ti Lit1 i Tit1



111
10

Sur Uintervalle [x;, z;11], on remplace I'intégrale de f par laire de I'un des rectangles ci-dessus,
ce qui donne les formules :

n—1 n—1 n
RO =S (s — e i) = b-a) Y~ flaw), BY = (- a) D~ fr)
i=0 i=0 =1

Proposition Si f est C' sur [a,b] et piy = supy,y ||, on a :
< lb— a)z.
2n

/f R (b —a)’ /bf_Rng) <

= 2 n )
Pour faire la preuve, on commence par le cas n = 1. Par I'inégalité des accroissements finis :

Ve € la,b],  [f(z) = fla)] < m(z - a),

puis on integre :
1(b—a)’

b b b
| @ p-af|=| [ (@ - s@) de| < [ o - ayae = HEZ

Pour n quelconque, on applique I'inégalité précédente a chaque [z;, z;1+1], puis 'inégalité trian-
gulaire : on trouve n termes d’erreur p1(b — a)?/n?, ce qui donne la proposition.

Exemple
Appliquons a la fonction f:[0,1] = R, z +— 1/(1 + z). Pour n fixé, on a :

R —

=1 1 ”2‘:1 1
n - T S
=" 1+ Z,:On—l—z
L’exemple est classique pour illustrer les sommes de Riemann : cette suite converge vers In 2.

On a p; =1, donc la proposition donne mieux : |R£Lg) —1n2| <1/(2n).

Méthodes d’ordre 2 : trapézes, point milieu/tangente

Méthode des trapezes
Idée naive a partir de la précédente : comme on ne voit pas de raison de privilégier la droite
par rapport a la gauche, on se dit qu’on va faire la moyenne des méthodes des rectangles, i.e.
approximer f par la moyenne des valeurs qu’elle prend aux deux extrémités. On pose donc,
pour n € N* :

glg) + Rgld)
—
Interprétation graphique : la moyenne des aires des rectangles est aussi 'aire du trapeze délimité
par la fonction affine qui prend les mémes valeurs que f en x; et en z;41. Ceci justifie morale-
ment que I’approximation soit bien meilleure.

T, =

f(wiv1) f(wiv1)
f(i) f(xi)

Ty Ti+1 i Tit+1
Proposition Si f est C* sur [a,b] et pig = suppy [f”], on a :

[roa)-

< Mz(b = a)
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Preuve (assez naturelle)
On commence par n = 1. On doit majorer :

/f dx_M( b—a).

Une idée de preuve simple : considérer b comme une variable, et étudier la fonction définie
par :

/ Ftydt — M(m —a) (w€lab).
Il importe de remarquer que g(a) = 0. La fonction g est dérivable et on a :

f'@)

- (w—a)— LDESE@ ),

g'(@) = fla) - ;

Il importe de remarquer que ¢'(a) = 0. La fonction ¢’ est dérivable et on a :

f”2(x) (& —a)— f'(z) B f'(x) _ _f”2($) (x —a) (€ la,b)).

J'(@) = f'(a) - = - L

On majore f”, et on conclut par intégrations :

@l = [ lwlas [ B0 -0 =200,

o) = [l [ - apa=Le-0 @elab),

et c’est fini pour n = 1 ! Pour passer & n quelconque, on applique I'inégalité précédente a
chaque intervalle [x;, z;11] et on somme.

Autre idée de preuve (cf. Simpson)
Pour n =1, on part de ’expression :

b
/ (z — a)(b— 2)fP () da,

et on montre par deux intégrations par parties bien pensées que c’est (& une constante multi-
plicative pres) l'erreur f: f—T.

Exemple
On reprend le méme : f(z) =1/(1 4 z) si « € [0,1]. On trouve facilement : ps = 2, et :

1 (1 =g 1 3 1y
T, === 4= .
" n<2+;1—|—% 4) 4n+;n+i

On peut donc annoncer fierement : |7, —In2| < 1/(6n?). En fait, on a: (T}, —In2) ~ 1/(16n?).

Méthode du point médian ou de la tangente

L’idée ici est graphiquement limpide. Si n = 1, on remplace la courbe de f par la tangente a
la courbe au point médian, dont 1’abscisse est ¢ = (a + b)/2. L’équation de la tangente est :

y=fle)+(x—0c)f'(c).



a c b a c b

On constate que I'aire du trapeze délimité par la tangente est égale a I’aire du rectangle délimité
par la droite d’ordonnée f(c), car les deux triangles grisés sont isométriques. (La formule ci-
dessous se/le démontre analytiquement.) On approxime l'intégrale sur [a,b] par :

b

(8) (b—a)f(c)z/ (f(c) + (z — o) f'(c)) da.

a

Passant a n quelconque, et appliquant les idées précédentes a chaque intervalle [z;, z;+1], on
pose donc :

= T+ Tig1 =1 T+ Tig1
Mn:Z(xi-i-l_xi)f <%> :(b_a)zgf<%>'
i=0 i=0

L’intérét de cette interprétation de la méthode du point médian par la tangente, c’est de donner
lieu & une preuve tres naturelle.

Proposition Si f est C2 sur [a,b] et pp = sup(qp | f"]; on a :

b
foro
a
Preuve (naturelle s’il en est !)
On commence par n = 1. On note ¢ = (a + b)/2 et on exploite (§). On doit majorer :

< (b - 0)3‘
— 24 n?

b b
/ f@)de — (b—a) £ (c) = / (F@) = £(e) — (x — ) f'(c)) da.

Miracle : on reconnait ici le début d’une formule de Taylor ! Plus précisément, on déduit de la
formule de Taylor-Lagrange a ’ordre 2 que

Vo€ fabl, /() - f(e) - (@ f ()] < Fla— o).

Il vient alors :

b 3
gﬂ/(x_c)zdx:M‘

b
[ r@as-0-0 e < N

Le passage a n quelconque est standard.

Exemple
On reprend le méme : f(z) =1/(1+z)siz €[0,1]. Ona vu: g = 2.

n—1 n—1 2n—1

1 1 2 2

My==> —5 0= —————=%" .

Ynie 2l Lao(n i)+ 1 2k +1
i=0 2n =0 k=n

On peut donc annoncer : |T;, —In2| < 1/(12n?). En fait, on a : (T, — In2) ~ —1/(32n?).



IV Méthode de Simpson
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On sait que la méthode de Simpson consiste & remplacer, sur chaque intervalle [z;,x;11], la
fonction f par un polynéme de degré 2 qui prend les mémes valeurs que f en x;, x;11 et ZitTit1

iy Lit1 P) .
Probléme : retrouver les coefficients !

Premiére méthode pour retrouver la formule

Idée Pour une raison un peu mystérieuse, la méthode de Simpson s’obtient a partir de la
méthode des trapézes par la méthode dite d’accélération de la convergence de Romberyg.

Supposons que 'inégalité de la méthode des trapézes soit un équivalent (on ne sait pas le
démontrer, d’ailleurs c’est faux pour certaines fonctions f, mais ce n’est pas grave, car on
indique seulement un procédé heuristique) (peut-étre que C' = 1/12, mais on s’en fiche) :

C
T, ~ —.
n n2
. a2l alm) (2n) .. . .
Pour faire intervenir =——5—** =z, on veut faire jouer 75,. Plus précisément, on veut faire

une combinaison linéaire de T;, et 15, de la forme S,, = aT,, + 3 T5, telle que :

b
e lim S, :/ f (c’est le minimum !) ;

n—-4o0o
o o ( 1 ir di y 4éré 1
n =0 (5z) (pour pouvoir dire qu’on a accéléré la convergence).
La premiere condition impose : a + 3 = 1. Pour la deuxiéme, constatons que :

C

™

et donc :

B
aTn+5T2n:a£+6£+0 i :Ca+4+0 i .
n? 4n? n?

n? n?

On est amené a prendre o + g = 0. Ainsi, on est conduit & choisir :
a+pB=1, ou «
at+g=0" 3

Sn _ 4T2n3_ Tn ]

_1
)

é3

3

ce qui donne :

Il se trouve que “c’est” la méthode de Simpson.

Remarque Vu qu’on a supprimé le terme en 1/n?, on s’attend a ce que la méthode donne
un terme d’erreur en 1/n3. En réalité, on verra que erreur est en 1/n*.

Deuxieéme méthode pour trouver la formule

Lemme (quasiment inutile) Etant donné trois réels distincts a, b, c et trois réels quelcon-
ques Ya, Yo, Ye, ¢l existe un unique polynome P de degré au plus 2 tel que

Pla) =yq, PO) =y, Plc)=ye.
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On note Ry[X] 'espace des polynomes de degré au plus 2. Pour z € R, I’évaluation ev, : P +—
P(z) est une forme linéaire sur cet espace. Il en résulte que 'application

Ry[X] — R3
P (Pla).P(22),P(Y)
est linéaire. Or, elle est injective, car un polynome de degré au plus 2 ayant trois racines

distinctes est nécessairement nul. Par égalité des dimensions a la source et au but, il en résulte
qu’elle est bijective. Le lemme en résulte.

Proposition (Formule des trois niveaux) Etant donné deux réels a < b et ¢ = “T+b, il
existe un unique triplet (o, v, 3) € R? tel que pour tout polynéme P de degré au plus 2,
1t b
- / P(z)dz = a P(a) +v P <“+ > + B P(b).
De plus, ona : ao=---,3=---,v=---. (Dur a se rappeler !)

Idée On comprend la formule de la proposition comme une expression de la forme linéaire

—a

b
I:Ry[X] — R, PHbl /P
a

comme combinaison linéaire de (evg,eve,evy).

On reprend les notations du lemme. D’apres la preuve du lemme, la famille (ev,,ev,,evy) est
une famille libre, donc c¢’est une base du dual de Ry[X]. D’ou l'existence et I'unicité de (a, v, 3),
coefficients de la forme linéaire P — ﬁ f;P dans cette base.
Pour calculer a,, 3, on teste sur la base (1, X, X?) de Ro[X] :

1 b
P=1 =—— [ ldz=a+~y+0
b—a J,
a+b b —a? 1 b a+b
P=X 5 —2(b_a)—b_a/aa:da:—aa+’y—2 +80b
b —a® e a+b\’
— X2 _ 29, 2 2
P=X 3(b—a)_b—a/ax dr=aa +7< 5 > + 3 b

On récrit la derniere égalité :

a2+c;b+b2 _ (a+%) a2+%ab+<%+ﬁ) b2,

En identifiant cofficient par coefficient (ce qui n’est pas justifié mais fonctionne), on trouve une
solution, dont on vérifie qu’elle fonctionne ; c’est la seule d’aprées le début de la preuve :

1
v = 3’ a=f= G
Formule pour la méthode de Simpson

Maintenant, on ’applique sur [xgn),xgi)l] et on fait la somme sur ¢ : le coefficient associé a
(n) .(n)

x, 't ~ . . RN
" est v = %, car £ n’apparait que dans un seul intervalle. Le coefficient associé a

xgn) esta+ 3= % sil<i<n-—1,car :L"Z(.") apparalt une fois comme extrémité gauche, et une

fois comme extrémité droite d’un intervalle ; et c’est a = 3 = % sii =0 ou?=n. En d’autres

termes, on pose :

n—1 n—1 (n) (n)
Cb—a |l , @), 1 (n)y | 2 T T
Sn = g f@) 32 f@™) 32 f 5 +

— |5 f(w%"))] :

1
6



Remarque Il se trouve que la formule des trois niveauz est en fait valable pour les polyndémes
de degré 3 également. C’est ce qui explique que Uerreur est en 1/n* et non en 1/n3.

4° Majoration de l’erreur

Proposition Si f est C* sur [a,b] et py = SUP[q 4 1f@|, on a :

fres

(La valeur exacte 2880 n’est pas indispensable. Il est plus intéressant de savoir expliquer
comment retrouver les coefficients a partir d’une idée simple.)

< balb— G)E"
— 2880 n4

Idée de la preuve
Pour n =1, on part de ’expression :

/ (@ — @) — ) fD (2 da.

et quatre intégrations par parties montrent que c’est (a peu pres) lerreur ff f—51.

V Résumé des différentes méthodes

On interprete la méthode X comme le barycentre des f (acgn)) ou des f (xg-%)),

1
b—a

b n 2n
/ f(:L') dex ~ X, = Zpin) f(ﬂign)) ou X, = Zpggn) f(ﬂfg-zn)),
@ =0 j=0

avec les poids (pgn))ogign donnés par le tableau suivant :

S R S S SRR WS W S e il
divisions x(()") w&n) e wgﬁl x&")
po | L 1 1 0

" n n n
R 0 1 1 1
" n n n
1 1 1 1
T - - - -
" 2n n n 2n
1 1 1 1 1 1
Ton | = o= o — =
4n 2n 2n 2n 2n 4n
1 1 1 1
M, — — - -
n n n n
g 1 2 1 2 2 1 2 1
" 6n 3n 3n 3n 3n 3n 3n 6n
On voit facilement les formules :
RY + RY ATy, — T, T, +2M,
T, = — S, = 3 = 3 .



