DOCUMENT 22

Isométries du plan conservant un polygone régulier.

Soit F un plan affine euclidien qui est orienté lorsque c’est nécessaire (en général, lorsqu’intervient
la mesure d’un angle).

On désigne par Is(E) le groupe des isométries de E et par IsT(E) son sous groupe des
déplacements. Les anti-déplacements de E forment ’ensemble désigné par Is™ (E).

N.B. L’absence de figures dans ce document est due a un probleme technique. Il est important
et utile d’en faire.

1. Résultats préliminaires sur les groupes d’isométries

1.1. Isométries conservant une partie. Soit X une partie de £. On dit qu’une appli-
cation f: E — E conserve X si f(X) = X et on désigne respectivement par Is(X), I's*T(X) et
Is~(X) l'ensemble des isométries, des déplacements et des anti-déplacements qui conservent X.

PROPOSITION 22.1. Soit X une partie non vide de E.

(1) Is(X) est un sous groupe du groupe Is(E) et IsT(X) est un sous groupe distingué de
Is(X).

(2) Si Is=(X) # 0 alors pour tout s € Is—(X) Uapplication fs: [sT(X) — Is—(X) définie
pour tout h € Ist(X) par fs(h) = soh est bijective et Card(Is™ (X)) = Card(Is~ (X)).

(3) Si X est fini alors tout élément de Is(X) posséde un point fize, l'isobarycentre de X .

(4) Si X est fini de cardinal n > 1 alors IsT(X) est fini et Card(Is™ (X)) < n. Le groupe
Is(X) est fini avec Card(Is(X)) < 2n.

1. On a Idg € Is(X) et si f, g € Is(X) alors il est clair que f o g~! appartient & Is(X)
qui est donc un sous groupe de I's(F). Comme Ist(X) = IsT(E)N1s(X), IsT(X) est un sous
groupe de Is(X) et si f est un déplacement alors, pour toute isométrie g, g~ o f o g est un
déplacement ce qui montre que ce sous groupe est distingué.

2. Pour tout h € IsT(X), fs(h) =soh € Is (X) et comme soh = soh’ implique h = I/,
fs est injective. Pour tout s’ € Is~(X), so(s"!os’) = s’ ce qui montre que f, est surjective car
h=s"1os cIst(X).

3. Pour toute application affine f, 'image par f de 'isobarycentre de la partie finie X est
l'isobarycentre de f(X). Donc si f conserve X, Iisobarycentre de X est un point fixe de f.

4. Si X est fini, d’isobarycentre O, alors IsT(X) est formé de Idg et de rotations de centre
O. Comme Card X =n > 2, soit A € X, A # O. Un élément f de IsT(X) est entierement
déterminé par f(A) € X d’ou Card IsT(X) < n.

La partie 2. entraine 0 < Card Is~(X) < n et donc 1 < Card Is(X) < 2n.

Remarques. 1) Si X possede un seul élément O alors Is(X) est infini. C’est ’ensemble des
rotations de centre O et des réflexions dont ’axe passe par O.
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230 22. ISOMETRIES DU PLAN CONSERVANT UN POLYGONE REGULIER.

2) Il est possible que Is~(X) soit vide. C’est le cas par exemple si X est formé par les quatre
sommets d’un parallélogramme qui n’est ni un losange ni un rectangle.

3) Si X est fini, d’isobarycentre O, alors les éléments de I's™(X) autres que Idg sont des
rotations de centre O et les éléments de Is~(X) sont des réflexions dont ’axe passe par O.

4) Si Is=(X) # () alors pour tout s € I's~(X) I'application gs : Is™(X) — Is~(X) définie
pour tout h € IsT(X) par gs(h) = h o s est bijective et donc

Is=(X)={soh|hels"(X)} ={hos|hels(X)}.

1.2. Sous groupes d’isométries.

PROPOSITION 22.2. Soit G un sous groupe fini d’ordre n > 1 de Is(E), Gt = GNIsT(E)
et G- =GNIs (F).

(1) G =0 ou G~ a le méme cardinal que G*. Si G~ # 0 alors pour tout s € G~
G ={sof|feG }={fos|feG}.

(2) Gt = {Idg} ou G est un groupe cyclique engendré par une rotation. C’est un sous
groupe distingué de G.

Preuve. La preuve de 1. est semblable a celle de la partie 2. de la proposition 22.1. 1l
est clair que Gt est un sous groupe et si GT # {Idg} alors il est constitué de I’application
identique et de rotations car toute translation de vecteur non nul engendre un sous groupe
infini. Soit M € F et X = {f(M) | f € GT}. Cette partie finie de E est stable par GT et
son isobarycentre O est un point fixe pour tout élément de GT. Le groupe G* est donc un
sous groupe du groupe des rotations de centre O. Or ce groupe est isomorphe au groupe U des
nombres complexes de module 1 par 'application qui a une rotation de centre O dont la mesure
de I’angle est §+ 277 fait correspondre €”. Le seul sous groupe fini d’ordre m de U est le groupe
cyclique Uy, des racine m-iémes de I'unité (Voir le document ” Racines n-itmes d’un nombre
complexe”, fascicule 1.). Le groupe GT est donc lui aussi cyclique et engendré par une rotation
f Gt = {IdE = fm’f’fQ’“_’fm—l}'

Sil existe g € G~ alors pour tout f € G, g7l o fog e Gt et GT est donc distingué.

Remarques. 1) G = G ou, s’il existe s € G~ alors, en posant H = {Idg,s}, G={go f|g€
H, f € GT}. On traduit cela en disant que G est le produit semi-direct du sous groupe H et du
sous groupe distingué G, voir le paragraphe 5.2.

2) Si G est un sous groupe fini d’ordre impair > 1 de Is(F) alors G ne contient aucune
reflexion et est un groupe cyclique engendré par une rotation. Toutes les rotations de G ont le
meéme centre.

3) Dans U, il existe pour chaque entier n un unique sous groupe d’ordre n. De plus ce sous
groupe est cyclique, c’est le groupe U, des racines n-iemes de 'unité. Le groupe des rotations
de centre donné O, qui lui est isomorphe, posséde aussi ces propriétés.

4) Soit f € Is(E).

e Si f est une translation de vecteur non nul ou une symétrie glissée de vecteur non nul
alors le sous groupe engendré par f est infini.

e Si f est une reflexion par rapport a une droite alors le sous groupe engendré par f est
d’ordre 2 (car f? = Idg).
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e Si f est une rotation alors I’application ¢ : n € Z — f" est un homomorphisme surjectif
de Z sur le sous groupe Gy engendré par f. Son noyau est de la forme noZ avec ng > 0
et Gy est isomorphe a Z/ngZ.

Si ng = 0 alors ¢ est injective et f engendre un sous groupe infini isomorphe a
Z. Sing > 0 alors ng est le plus petit entier n > 0 tel que f* = Idg. Si 0 est une

mesure de I'angle de f alors ngf = 2km d’ott 0 = —7 et 0 est de la forme rm, r € Q.
Réciproquement, si une mesure de ’angle d’une ro?zgtion g de centre O est de la forme
]Z’]T, p € Z*, g € N*, alors 92‘1 = Idg et le sous groupe engendré par g, G, est fini. Sin
gst son ordre alors G4 est isomorphe a Z/nZ et a U,,. 1l est engendré par la rotation de

27 .
centre O dont une mesure de ’angle est — et ses autres générateurs sont les rotations
n

2k
de centre O dont une mesure de 'angle est —, 1 < k < n, k et n premiers entre
n

eux (Les générateurs de Gy ont pour mesure de leurs angles les arguments des racines
primitives n-iemes de 1'unité qui sont les générateurs de Uy,.). Comme U,, G, possede
®(n) générateurs (P : fonction indicatrice d’Euler).

2. Polygones réguliers : definitions et premiéres propriétés
Dans toute la suite, n désigne un entier > 3. Cette hypothese entraine qu’un élément d’ordre

2k
n du groupe Is(FE) est une rotation dont une mesure de l’angle est —W, 0<k<n ketn
n

premiers entre eux.

DEFINITION 22.1. Une partie P de E est un polygone réqulier s’il existe une rotation r €
Ist(E) d’ordre n et M € P distinct du centre de r tel que

P = [Mr(M)]U [r(M)r*(M)]U... U [r" 1 (M)M).

On dit que la rotation r caractérise P.

Les n déplacements Idg, r,...,r" ! étant distincts, il en est de méme des points M, r(M),...,

r"~1(M). On désigne provisoirement leur ensemble par X,.(P). On va montrer que cet ensemble
peut étre défini indépendemment de 7.

LEMME 22.1. Soit A et B deux points distincts d’un disque D de centre O et de rayon R.
Si M € [AB] et M ¢ {A, B} alors OM < R.

Considérons un repére orthonormé (0, i, ) avec AB et j colinéaires. Soit (z,y4), (z,yp) et
(z,y) les coordonnées de A, B et M. En supposant par exemple y4 < yp, on a y4 <y < yp
doll —yp < —y < —ya et |y| = max(y, —y) < max(—ya,yp) < max(Jyal, |yp|) et donc y? <
max(y%,y%). Finalement

OM? = 2% + y* < (max(y%,y%)) + 2% < max(0OA% OB?) < R*.

Ce lemme montre que tout disque est convexe et que le polygone régulier P est contenu dans
le disque limité par le cercle contenant X,.(P).
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LEMME 22.2. Soit P un polygone régulier caractérisé par une rotation r de centre O. Un
point S de P appartient a X, (P) si et seulement si il n'existe aucun triplet (A, B, \) tel que A,
B e P, A€]0,1] et S est le barycentre de (A, \) et (B,1—\).

Désignons par R le rayon du cercle de centre O contenant 3,.(P). Soit S € X,.(P) et
supposons qu'il existe un triplet (A, B, \) tel que A, B € P, A €]0,1] et S est le barycentre de
(A, \) et (B,1—)). Le lemme 25.5 entraine OS < R ce qui est contradictoire.

Soit X ¢ X,.(P). En conservant les notations de la définition 22.1, supposons que X €
[P (M)r L (M)] avec X ¢ {ri(M),r" T (M)} et 0 < i < n — 1. Il existe donc A €]0,1] tel que X
soit le barycentre de (r'(M), \) et (rit1(M),1— \).

L’ensemble X, (P) est donc définissable indépendamment de r et M. Il est maintenant
désigné par X(P) et ses éléments s’appellent les sommets du polygone régulier P. On va main-
tenant prouver un résultat permettant de définir les notions de sommets consécutifs et de cotés
d’un polygone régulier.

LEMME 22.3. Soit P un polygone réqulier caractérisé par une rotation r d’ordre n et A,B
deuzr sommets distincts de P. Il y a équivalence entre
(1) [AB] P,
(2) A=r(B) ou B=r(A).

La preuve de 2. = 1. est facile a partir de la définition d’un polygone régulier.

Pour la preuve de 1. = 2. on utilise les notations de la définition 22.1 et en particulier
P = [Mr(M)]U[r(M)r*(M)]U...U[r"Y(M)M]. Le segment [AB] ayant une infinité de points,
il en existe deux qui appartiennent a un méme segment [r*(M)rit1(M)] avec 0 < i < n— 1. Les
points A, B, (M), r"+1(M) sont donc alignés et, comme ils sont aussi cocycliques, {4, B} =
{rY(M),r"*1(M)}. Finalement A = 7(B) ou B = r(A).

Deux sommets de P vérifiant les conditions équivalentes du lemme précédent sont dit
consécutifs. Le segment joignant deux sommets consécutifs est un coté de P. Un polygone
régulier possede autant de sommets que de cotés et leur nombre est 'ordre n de la rotation r
utilisée pour définir le polygone.

Remarques. Dans toutes ces remarques P est un polygone régulier a n cotés caractérisé par
une rotation r de centre O.

1). Comme 7 conserve X(P), l'isobarycentre de X (P) est invariant par r. La rotation r ayant
un seul point fixe, O est l'isobarycentre de ¥(P). On I'appelle le centre du polygone régulier P.

2) L’application qui & un coté [Ar(A)] de P fait correspondre le coté r([Ar(A)]) = [r(A)r?(A)])
est une bijection de ’ensemble des cotés. Tous les cotés d’un polygone régulier ont donc la méme
longueur. L’application qui & un sommet A fait correspondre le coté [Ar(A)] est aussi une bi-
jection. Un polygone a autant de cotés que de sommets.

3) Soit A et B deux sommets consécutifs de P. Si pour une rotation p d’ordre n on a

P = [Mp(M)] U [p(M)p2(M)] U.... U [" " (M) M)]

alors les lemmes 22.2 et 22.3 entraine que A = p(B) ou B = p(A) et donc p =7 ou p = r~ L.

Il existe donc exactement deux rotations qui caractérisent P et I'une est l'inverse de l'autre.
On peut montrer que ces deux rotations sont les seules isométries qui conservent P et qui
transforment tout sommet en un sommet consécutif.
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4) Pour deux sommets consécutifs A et B I'angle (0_1217 O—B>) est égal a angle de r si B = r(A)

ou & l'angle de r~! si A = r(B). L’angle géométrique AOB est indépendant des sommets
consécutifs A et B. On I'appelle 'angle au centre du polygone.

5) Pour une rotation p et un ensemble X de n points, on peut avoir X = p(X) sans que X soit
les sommets d'un polygone régulier. Par exemple dans le plan complexe si X = {1, j,j2,4,ij,4j°}

alors jX = X (i.e. La rotation de centre O et dont une mesure de l’angle est ?ﬂ conserve X)

et X ne forme pas les sommets d’un polygone régulier.

PRrROPOSITION 22.3. L’image par une similitude d’un polygone régqulier est un polygone réqulier.
Deuz polygones réguliers sont sempblables si et seulement si ils ont le méme angle au centre.
Il existe, a une similitude prés, ®(n)/2 polygones régulier a n cotés (®: fonction indicatrice
d’Euler).

Preuve. Soit s une similitude et P un polygone régulier. En utilisant les notations de la
définition 22.1 on a

s(P) = [s(M)s(r(M))] U [s(r(M))s(r*(M))] U... U [s(r" " (M))s(M)].
Si s(M) = N alors
s(P) = [Ns(r(s~ (M) U [s(r(sT (N)s(r?(s7H(N)))] U ... U Ls(r"(s7H(N)))N].

En posant 7/ = sor o s~ ! alors 7/ est une rotation d’ordre n (p € IsT(E) — sopos~! est un
automorphisme du groupe Is*(E)) et, comme 7’* = s o r* 0 57!, s(P) est un polygone régulier
a n cotés avec de plus X py = s(Xp) car les similitudes conservent les barycentres. L’angle
au centre de s(P) est égal a I'angle au centre de P car les similitudes conservent les angles
géométriques.

Réciproquement, soit P et P’ deux polygones réguliers ayant le méme angle au centre. Sir
et r’ sont les deux rotations permettant de les caractériser au sens de la définition 22.1 alors les
angles de r et 7’ sont égaux ou opposés. Comme 7! caractérise aussi P, on peut supposer que
r et ' ont le méme angle. Remarquons que les rotations r et ' ont le méme ordre fini n. C’est
aussi 'ordre de leur angle dans le groupe des angles.

Il existe un sommet M € P et un sommet M’ € P’ tels que

P = [Mr(M)] U [r(M)r*(M)]U...U[r" Y (M)M)]

et

P =My (MU [/ (M )r?(M)U...u [ (M) M),
Soit O le centre de P, O’ le centre de P’ et s la similitude directe telle que s(O) = O et s(M) =
o'M Or(M o'r'(M'
M’. Le rapport k deﬂt 5 et del/:\ g(]\l ) = OT’S\/[’ ) on déduit O'r'(M') = kOr(M).
Comme de plus (OM,0Or(M) = (O'M',O'r'(M")) on a r'(M') = s(r(M)). Par une récurrence
simple, on a pour tout entier p > 0, rP(s(M)) = s(rP(M)) et donc r?(M’') = s(rP(M)). 1l
en résulte que P’ = s(P) (car 'image d’un segment [XY] par la similitude s est le segment
[s(X)s(Y)]).

Les translations, les homothétie et les rotations étant des similitudes, il suffit pour trouver
le nombre de polygones réguliers a n cotés qui ne sont pas semblables de determiner le nombre
de ceux ayant un centre donné O et un sommet donné M et qui ne sont pas semblables. Toutes
les rotations de centre O d’ordre n engendrent le méme sous groupe G isomorphe a Z/nZ et
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U,. Ce groupe possede ®(n) générateurs, ce sont les rotations r; ayant des angles de mesures

2k
il + 277 avec 0 < k < n et k premier avec n. Remarquons que k # g car n > 3.
n

Onarg,= rgi ;. et donc les polygones caractérisés par 7 et 7, coincident. Maintenant si

2k 2K
0<k<k < g alors les angles géométriques de mesures P o T

n n
polygones réguliers P = [Mry,(M)] U [r,(M)rZ(M)] U ... U [r" Y (M)M] et P' = [Mry(M)] U
[re (M)r2,(M)]U. . .U[r}" 1 (M)M] ne sont pas semblables. Finalement il existe, & une similitude
pres, ®(n)/2 polygones réguliers a n cotés.

sont distincts et donc les

PROPOSITION 22.4. Deux polygones régquliers a n cotés ayant le méme centre et un sommet
commun ont le méme ensemble de sommets.

Preuve. Soit P et P’ deux polygones régulier & n cotés ayant méme centre O et un sommets
commun M. Sir et r’ sont deux rotations de centre O et d’ordre n qui caractérisent P et P’
alors X(P] = {r¥(M) |0 <k <n—1} = {f(M) | f € G} out G désigne le sous groupe d’ordre n
engendré par r. Comme il existe qu’un seul sous groupe d’ordre n dans le groupe des rotations

de centre O, X(P) = X(F').

Exemple. On considére le cas n = 7. Il existe ®(7)/2 = 3 polygones réguliers a sept cotés non
semblables. En conservant les notations de la proposition 22.3, on note r = r1 et on remarque

que ro = 12, r3 = r3 d’ott un exemple de chacun d’eux en notant M; = r(M), 1 <i <6 :

o P = [MMl] @] [MlMQ] U [MgMg] @] [M3M4] U [M4M5] U [M5M6] @] [MGM],
o P = [MMQ] @] [M2M4] U [M4M6] @] [M(;Ml] U [M1M3] U [MgMg,] @] [M5M],
o P3 = [MM;J,] @] [MgMﬁ] U [M6M2] @] [M2M5] U [M5M1] U [M1M4] @] [M4M]

3. Isométries conservant un polygone régulier

La proposition suivante est importante car elle montre que la recherche des isométries qui
conservent un polygone régulier est équivalente a la recherche des isométries qui conservent
I’ensemble fini de ses sommets.

PROPOSITION 22.5. Pour tout polygone régulier P, I1s(P) = Is(Xp).

Soit f € Is(P) et S un sommet de P. En utilisant la conservation par f~! des barycentres
et le lemme 22.2, f(S) est un sommet de P. Comme Y p est fini et f injective, f(Xp) = Xp.

Soit f € Is(Xp). Montrons d’abord que f transforme deux sommets consécutifs S et S’ =
r(S) en deux sommets consécutifs. Si f € Ist(Xp), f(S") = f(r(S)) = (for)(S) = (ro
£)(S) = r(f(S)) car r et f sont des rotations de méme centre. Si maintenant, f € Is~ (Xp),
F(S)) = (for)(S) = (r~to f)(S) et donc r(f(S") = f(S). Dans cette derniere partie, on a
utilisé le fait que f or étant un anti-déplacement ayant au moins un point fixe (le centre de P)
c’est une réflexion d’ott for = (for) l=r"tofl=r"tof.

Maintenant soit M € P. Le point M est le barycentre de deux sommets consécutifs avec
des coefficients A et 1 — X\, A € [0, 1], donc f(M) aussi et f(M) € P. On a f(P) C P et comme
de méme f~Y(P) C P (car f~1 € Is(Xp)), f(P) = P.

COROLLAIRE 22.1. Soit P et P’ deuz polygones réguliers a n cotés. Les groupes d’isométries
Is(P) et Is(P') sont isomorphes.
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Si P est de centre O et si M est I'un de ses sommets alors P’ est semblable & un polygone
régulier P” de centre O et dont M est un sommet. Les propositions 22.4 et 22.5 entrainent que
Is(P) = Is(P”). Pour achever la preuve, il suffit de montrer que deux parties semblabes du plan
ont des groupes d’isométries isomorphes. Soit donc X C E et s une similitude. Si f € Is(X)
alors so fos™! € Is(s(X)) et on vérifie facilement que I’application f € Is(X) — so fos™ !¢
Is(s(X)) est un isomorphisme de groupe.

Remarques. 1) Le corollaire précédent résulte aussi du fait démontré ultérieurement disant
que pour un polygone régulier & n cotés le groupe Is(P) est isomorphe au groupe diédral d’ordre
2n.

2) Soit My MaMs un triangle équilatéral de centre My et @ = [M; M| U [MaMs] U [MsM,]U
[M4M;] une ligne brisée fermée de sommets Yo = {M;i, M2, M3, My}. Le groupe Is(Q) est
formé par I'application identique et la reflexion d’axe [MyM,] alors que Is(Xq) est identique au
groupe des isométries qui conservent le triangle équilatéral M;MoMs. 11 est donc d’ordre 6 et
différent de Is(Q).

3) L’application qui & un élément de Is(P) fait corespondre sa restriction & Y p est un
homomorphisme injectif du groupe Is(P) dans le groupe symétrique de X(P). On retrouve dans
un cas particulier le théoreme de Cayley : tout groupe est isomorphe & un sous-groupe d’un
groupe symétrique (i.e. le groupe des permutations d’un ensemble).

PROPOSITION 22.6. Soit P un polygone régulier a n sommets caractérisé par une rotation
r. Le groupe IsT(P) est le groupe cyclique d’ordre n engendré par r.

D’apres la proposition 22.5, il suffit d’étudier Is™(Xp).

Il est clair que la rotation 7 appartient & Is*(Xp). On a donc {r* | k € Z} C Is*(Zp). Les
n — 1 rotations r,...,r" ! étant distinctes deux & deux et différentes de ’application identique
et IsT(Xp) étant au plus d’ordre n, IsT(Xp) est d’ordre n et Ist(P) = IsT(Xp) = {Idg =
e T

Remarques. 1) Le groupe cyclique d’ordre n, Is*(P), est isomorphe & Z/nZ ou encore au
groupe des racines n-iemes de 'unité U,.

2) On remarque que si n est pair alors (r%)2 = " = Idp. La rotation r2 est la symétrie
centrale de centre O et donc P et X p possede O comme centre de symétrie. Si P est caractérisé
par la rotation r et si M est 'un de ses sommets alors, en posant M, = r¥(M) (0 < k < n —1),
onarz (Mp) =M z et les deux sommets Mo et M= sont donc alignés avec O. Cela se généralise

aux sommets M}, et MkJr%, 1 <k < 5, en usant de la rotation rk.

Maintenant si n est impair alors dans Z/nZ aucun élément non nul n’est son propre opposé
(2p = 0 entraine 2p = kn, k € Z. Comme n est impair, k est pair, k = 2k’, d’oup = k'n et p = 0)
et donc la symétrie de centre O n’appartient pas & Is™(P). Le polygone P ne posséde aucun
centre de symétrie et deux sommets distincts ne sont jamais alignés avec O. (Si par exemple,

) —= = )
My et M; = r*(Mp) sont alignés avec O alors (OMg, OM;) est 'angle plat d’ott r* = Idg, ce
qui est absurde.)

PROPOSITION 22.7. Soit P un polygone régulier a n sommets de centre O caractérisé par
une rotation r et M € Y(P). On pose My, = r*(M) (0 <k <n —1) et soit s la reflexion d’aze
OMy. La reflexion s appartient ¢ Is~(P) et Is~(P) = {sor* |0 < k < n} = {rFos |0 < k < n}.
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Comme pour la proposition précédente, on utilise Is~(P) = Is~ (Xp).

Pour 1 < k < n, on a s(My) = s(r*(Mp)) = r~*(s(Mp)) = r~%(My) € Xp d'ou s € Is~(P).
L’ensemble Is~(P) est donc non vide. La proposition 22.1 et la remarque qui la suit achévent
la preuve.

Précisons la forme des éléments de Is~(P). Désignons par si la reflexion d’axe OMj,. Pour
1<71<n,ona
sp(M;) = sp(r' (M) = " (sk(My)) = r* (M) € P

et donc s € Is™(P).
On a vu que si n est impair, toutes les droites OMj, 1 < k < n, sont distintes et donc dans
ce cas

Is=(P)={sp|1<k<n}

On a s1(M;) = s1(r* =Y (My)) = r1=4(My) = r" T4 M) = v 274 My).

Sin est impair, n = 2p+1, alors en particulier s1(Mp41) = M2 et s1 est aussi la réflexion
par rapport a la médiatrice du coté [Mp1M,12]. Plus généralement, chaque reflexion sy, est la
reflexion par rapport a la médiatrice d’un coté.

Si n est pair, n = 2p, alors s = sp4i (0 < k < p—1) car My, O et My, sont alignés. Il
y a donc seulement p reflexions du type si distinctes. Pour décrire Is~(P) dans ce cas, il faut
donc trouver p autres reflexions. On sait que Is~(P) = {r¥os; 0 <k <n—1} et en particulier
rosy € Is7(P). On ar(si(Mp)) =r(M) = My et r(s1(Mpt1)) = 7(Sp+1(Mpy1) = r(Mpy1) =
My o. La reflexion r o s; a pour axe la médiatrice du coté [M;Ms] qui est aussi celle du coté
[Mpi+1Mpi2]. Il'y a p reflexions distinctes de ce type, 7o sy, rosy,...,7 05, qui ont pour axes
les médiatrices des cotés [Mi M), ..., [MpMpiq].

Montrons que les p reflexions r o s; sont distinctes des p reflexions s, si 1 < k < p. Pour
cela prouvons qu’elles ne laissent fixe aucun point de ¥p. Si1 <k <pet1<i<2pona

ro Sk(Mz) =7roso0 rifk(Mk) — rl*iJrk o Sk(Mk:) — Tl*iJrk(Mk) — T172i+2k(Mi)

et, M; est fixe si et seulement 7' ~2*2F = Idp. L’isomorphisme entre Is*(P) et Z/nZ entraine
que cela est réalisé si et seulement si 2k —2i +1 =0 [mod 2p| et cette derniere affirmation est
fausse. La reflexion r o s; n’a aucun point fixe appartenant a X p.

En résumé, pour tout polygone régulier P & n sommets de centre O le groupe Is(P) est d’ordre
2n et son sous-groupe des déplacements I's™ (P) est cyclique d’ordre n et donc isomorphe & Z/nZ.
Si n est impair, Is~(P) est formé des n reflexions d’axes OM;, 1 < i < n. Les axes de ces
reflexions sont aussi les médiatrices des cotés de P. Le polygone P n’a aucun centre de symétrie.
Si n est pair, n = 2p, alors le centre de P est un centre de symétrie pour P et Is~ (P)
est formé par les p reflexions d’axes OM, 1 < k < p, et les p reflexions ayant pour axes les
médiatrices des cotés [My, My11],1 < k < p.

On a vu que si une partie finie X de F a n éléments , n > 1, alors Card Is(X) < 2n. On
va voir que Iégalité Card Is(X) = 2n caractérise les ensembles X qui sont des ensembles de
sommets d’un polygone régulier a n cotés.
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PROPOSITION 22.8. Soit QQ une partie finie du plan affine euclidien E ayant n éléments avec
n > 3. Sile groupe 1s(Q) est d’ordre 2n alors Q est l’ensemble des n sommets d’un polygone
régulier.

Comme @ est fini de cardinal n > 2, le groupe des déplacements conservant () est d’ordre
n car Cardls(@Q) = 2n implique l'existence d’anti-déplacements conservant @) et dans ce cas
Card Is*t(Q) = Card Is(Q)/2 (voir la proposition 22.1). Il est formé de Papplication identique
et de rotations ayant pour centre I'isobarycentre O de (). Cet isobarycentre n’appartient pas a
Q car sinon Card Is(Q) <n —1.

Le groupe Is'(Q) est donc un sous groupe du groupe des rotations de centre O. Il est
cyclique et engendré par une rotation r : Is*(Q) = {Idg = r",r,72,...,r"1}. Soit Ny € Q et,
pour 2 < k < n, N, = r*"1(Ny). On 7*(N1) = Idg(N1) = N; et comme les n déplacements
r,...,r" sont distincts deux a deux, il en est de méme pour les n points Ny et Q = {Ny,..., Ni}.
Comme N;11 =7r(N;)sil <i<n-—1etr(N,) = Ny, Q est formé par les sommets du polygone
régulier [NlNQ] Uu...u [anan] U [Nan]

4. Exemples

A l’aide de I’étude précédente il est facile de décrire le groupe des isométries conservant un
polygone régulier & n cotés avec n € {3,4,5,6,7,8}. Donnons quelques compléments.

(1) n = 3. Dans ce cas Card Is(P) = 6 = Card Ss et donc Is(P) est isomorphe au groupe
symétrique S3. C’est le seul cas ou cela est vrai car 2n = n! implique n = 3.

(2) n=4. On a Card Is(P) = 8. Comme ®(4) = 2, il n’existe, & une similitude pres,
qu’un seul polygone régulier a 4 cotés.

(3) n=>5. On a Card Is(P) = 10 et comme ®(5) = 4, il existe deux polygones réguliers
avec {Mj,..., M5} pour ensemble de sommets P = [M;Ms] U [MaMs U [M3My] U
[M4M5] U [M5M1] et P/ = [MlMg] U [M3M5 U [M5M2] U [M2M4] U [M4M1].

(4) n=6. On a Card Is(P) = 12 et comme ®(6) = 2, il n’y a qu’un seul polygone régulier
a 6 cotés.

(5) n="7. On a Card Is(P) = 14, ®(7) = 6. Il y a trois polygones réguliers a 7 cotés dont
la description a été faite plus haut.

(6) n=8. Card I[s(P) =16 et #(8) = 4. Il y a deux polygones régulier a 8 cotés.

5. Compléments

5.1. Constructions a la régle et au compas. Le théoreme de Gauss affirme que 'on
peut construire a la regle et au compas les sommets d’un polygone régulier & n cotés si et
seulement sin = 2¥, k> 2ousin =2"p;...pm avec k € Net py...pn, qui sont des nombres de
Fermat premiers et distincts.

La seule difficulté est la construction du polygone régulier ayant p cotés avec p un nombre
de Fermat premier car les polygones a 2¥ cotés sont faciles a construire (il suffit de savoir
construire une perpendiculaire et une bissectrice) et on a vu dans le document ”pged” que si on
sait construire les polygones réguliers a m et n cotés avec m et n premiers entre eux alors on
en déduit facilement une construction du polygone & mn cotés a partir d’une égalité de Bezout
liant m et n.

Pour n = Fy = 22" 4+ 1 = 3 la construction est bien connue et pour n = F} = 5, elle
figure dans le document ”trinéme du second degré”. Pour le polygone régulier & Fo = 17 cotés,
la premiere construction a été donnée par Gauss et il en existe une tres simple due & H. W.
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Richmond (1893). Ces deux constructions sont basées sur I’étude des racines 17-iémes de 'unité
T
mais sans que cos 17 soit explicité.

On connait la construction du polygone régulier a F3 = 257 cotés (F. J. Richelot, 1832) et
pour Fy = 65537 il semble que le travail reste a faire. Rappelons que 'on ne connait pas de
nombre de Fermat F), qui soit premier avec n > 4.

5.2. Produit semi-direct, groupe diédral. Soit P un polygone régulier a n cotés, s €
Is™(P) et H le sous-groupe {Idg,s}. Comme tout élément de Is~(P) s’écrit de fagon unique
fosavec f € IsT(P), on peut dire que tout élément de Is(P) s’écrit de fagon unique f o h
avec f € IsT(P) et h € H. Le groupe Is(P) est donc en bijection avec le produit Is*(P) x H
par 'application ¢ définie pour tout f € Is*(P) et tout h € H par ¢(f o h) = (f,h). Cette
application devient un isomorphisme de groupes si on muni le produit Is™(P) x H de la loi
(f,h)(f', ') = (foho f'oh, hh') car (foh)o(f'oh') = (foho f'oh)o(hol’) et fohof'oh € IsT(P),
hoh' € H. Cette loi est différente de la loi produit usuelle (f, h)(f',h') = (f f', hh') et n’est pas
en général commutative.

On dit que I's*(P) x H est le produit semi-direct du sous-groupe distingué I's*(P) et du sous
groupe H. (La définition d’un produit semi-direct est parfois présentée de fagon plus générale)
Le groupe Is(P) est donc isomorphe au produit semi-direct d’un groupe isomorphe a Z/nZ et
d’un groupe isomorphe a Z/27Z. On l'appelle le groupe diédral d’ordre 2n, noté D,,.

Un autre exemple de produit semi-direct est le groupe symétrique S, qui est le produit semi-
direct de son sous-groupe distingué des permutations paires (le groupe alterné) et du sous-groupe
H = {Id,t}, ou t est une transposition quelconque.

5.3. Polygones convexes. On dit parfois que le polygone régulier a n cotés P est convexe
T
si la mesure de son angle au centre est § = —. Un probléme est qu’il ne semble pas facile de

justifier la terminologie en montrant que l'intérieur de P (et non pas P lui-méme) est convexe.
On peut aussi dire qu’un polygone régulier P est convexe si deux cotés de P non consécutifs
ont une intersection vide. La encore la preuve de la convexité ne semble pas évidente.

5.4. Polygones réguliers et racines n-iemes de 1’unité. Dans le document ”Racines
n-iemes d’un nombre complexe” on a vu que les racines n-iemes d’un nombre complexe ont pour
images I’ensemble ¥ des sommets d’un polygone régulier a n cotés.

A partir de la proposition ?? on voit que la rotation associée a un polygone régulier ayant
Y. pour ensemble de sommets a pour écriture complexe z — wz ol w est une racine primitive
n-ieme de 'unité. Deux racines primitives opposées sont associées au méme polygone.

6. Que faire en 25 minutes 7

Le document précédent étant long et dense, on peut dans un exposé de 25 minutes se limiter
aux points suivants.

(1) Donner sur un transparent la proposition 22.1 et faire quelques commentaires.

(2) Définition d’un polygone régulier (Définition 22.1) et de ses sommets en donnant orale-
ment I'esprit du lemme 22.2.

(3) Enoncé commenté de la proposition 22.5.

(4) Enoncés et preuves des propositions 22.6 et 22.7. C’est la partie centrale de 'exposé.
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(5) Donner sur un transparent les cas particuliers n = 3, 4, 5, 6, 7,.... Faire des figures et
parler des constructions a la regle et au compas.
(6) Conclure avec la proposition 22.8.

Le reste du document sera utile pour répondre aux questions.
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