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1. Complément : cas des complexes
D on 1.3 (Module)

On appelle module d'un complexe z = x + iy avec x = Re(z) et y = Sm(z2), le

nombre réel noté |z| défini par : 2}, M(2)
2l = Vo § 2 =
O X

I di entre le point

Dans le plan représentant les nombres cc
de coordonnées (x,y) (ou d'affixe z) et I'origine.

|z| est la

Proposition 1.4 (Propriétés (facultatif))
OVzeC, |z|=0+=2z=0

’
© Y(z,2) €C?, VneN, |zx 2| = |z| x ||, |2"| = |z|" et, si 2/ # 0, E = %
0 V(z,2) e, z£Z| < |z| + || i.négalitt.és — ztz:
l|z| — ||| < |zF 2| triangulaires Z=Z

© Va €RY, ¥(z,20) € C?, |z — 20| <@ <= M(2) € Dumzo).0

W
© VzeC, [(Ve €R}, |z|<e) <= z=0]

Autre formulation : (| Do,. = {0} X
£>0

@ Propriétés dans I'ensemble des réels @ Continuité d'une fonction

o Valeur absolue o Continuité en un point
Partie entiére o Prolongement par continuité
Majorant, minorant o Opérations

o Continuité sur un intervalle

Borne supérieure/inférieure et limite . . P -
P / @ Fonctions trigonométriques réciproques

o
°
@ Borne supérieure et borne inférieure
°
o Voisinages dans R

o La fonction arcsin
@ Limites d'une fonction o La fonction arccos
o Limite en |'infini, limite en un réel o La fonction arctan
o Limite a gauche, limite a droite o Exemples
o Lien entre fonctions et suites

o Opérations sur les limites

@ Branches infinies

o Ordre et limites

1. Propriétés dans I'’ensemble des réels

éoréme-d on 1.5 (Partie entiére)

Pour tout réel x, il existe un unique entier n tel que n < x < n+1.
Cet entier est appelé partie entiére du réel x, il est noté E(x) .
ou |x]. C'est le plus grand entier inférieur ou égal a x.

bt

Proposition 1.6 (Propriétés)

Soit x un nombre réel. On a :
O E(x) < x<E(x)+1letx—1<E(x)<x;
0 E(x)=x<=x€Z;
© Vn € Z, E(x + n) = E(x) + n.

Exemple 1.7 (Partie entiére et décimales (facultatif))

Soit x un réel positif et ap, a1a2a3 ... son écriture décimale propre (ao étant un
naturel et ai, az, as, ... des chiffres ne contenant pas de suite infinie de 9). Alors

® le nombre ap est la partie entiére de x : ap = E(x);

® pour tout n € N*, la n® décimale de x s'obtient selon

ap = E(10"x) — 10E(10" *x).

1. Propriétés dans I'ensemble des réels

Théoréme-défi

ion 1.10 (Borne supérieure/inférieure)

@ Pour toute partie non vide et majorée A de R, il existe un unique réel o qui est
le plus petit des majorants de A ; ce réel s'appelle la borne supérieure de A et
on le note sup (A). Autrement dit :

Vx €A x<a
azsuP(A){:}{Vs>0, Ix. €A, a—e<xc<a
XE_EAJ
A Ta—e a R

@ Pour toute partie non vide et minorée A de R, il existe un unique réel 3 qui est
le plus grand des minorants de A ; ce réel s'appelle la borne inférieure de A et
on le note inf (A). Autrement dit :

_ A Vx €A B<x
5_mf(A)(=){V6>0, Ix- €A, B<x-<PB+e
B Bre A R

Par convention,
® si A est une partie non vide non majorée, on pose sup (A) = 400 ;
® si A est une partie non vide non minorée, on pose inf (A) = —co ;

® on pose également sup (&) = —oo et inf (&) = +o0.

1. Propriétés dans I'ensemble des réels
Exemple 1.11

@ Les ensembles Z, Q et R ne sont ni majorés ni minorés, ils admettent —oo et
+o00 pour borne inférieure et borne supérieure.

® Soit a et b deux réels tels que a < b.
® Les intervalles [a, b], [a, b[, ]a, b] et ]a, b[ sont bornés et admettent tous a pour
borne inférieure et b pour borne supérieure.
® L'intervalle [a, b] admet a pour plus petit élément et b pour plus grand
élément, alors que I'intervalle Ja, b[ n'admet ni plus petit ni plus grand élément.
© Les intervalles [a, +ocf et ]a, +-00[ sont minorés mais pas majorés, ils
admettent a pour borne inférieure et 400 pour borne supérieure.

© Soit A= {%, neN*}.

o

® L'ensemble A est non vide, majoré par 1 e

® On a1l e Adonc sup(A) = max(A) = 1.

® OnaVneN", e 0etVe>0, Ine N, % < ¢ (choisir un naturel n > é).
Donc inf(A) = 0. Or 0 ¢ A, donc A n’a pas de plus petit élément.

minorée par 0.

1. Propriétés dans I'’ensemble des réels
Définition 1.1 (Valeur absolue)

On appelle valeur absolue d'un réel x, le nombre réel noté |x| défini par :
X six>=0
x| = .
—x six<0
Sur la droite représentant les nombres réels, |x| est la distance entre le point
d'abscisse x et ['origine.

Proposition 1.2 (Propriétés)

O VxER, x| =0<=x=0

_ K
yl Wyl

0 ¥(x,y) €R2, V€N, [x x y| = x| x Iyl [x"| = |xI" et, siy #0, |

[x £yl < I+ lyl
[Ix] = Iyl < Ix F yl

1re inégalité tri lai
0 V(x,y) € R, (- .lnlega.l’e :jlangu a.lre)
(2¢ inégalité triangulaire)

0 Va € RY, ¥(x, x0) € R?, { XIS& & —asx<a
’ [x—xo| S <= xo—a<x<xo+a  xo—a xp xota
6 VxeR, [(VeeR}, |x|<e) <= x=0]

Autre formulation : ) [—¢,¢] = {0} - 0 €
>0

1. Propriétés dans I’ensemble des réels
Définition 1.8 (Majorant/Minorant)

@ Soit A une partie non vide de R et o un réel.
On dit que a est un majorant de A ou que oo majore A si Vx € A, x < a.
On dit que a est un minorant de A ou que oo minore A siVx € A, x > a.

@ Si A est une partie non vide de R qui admet (au moins) un majorant (resp. un
minorant), on dit qu'elle est majorée (resp. minorée).

© Si A est 3 la fois majorée et minorée, on dit qu’elle est bornée, ce qui équivaut
a:3IM>0,Vx €A, x| <M.

© On dit que A admet un plus grand élément (resp. un plus petit élément) o
lorsque « est d la fois un majorant (resp. un minorant) de A et un élément de A.
S'il existe, a s'appelle aussi le (resp. le ) de A et se note
max (A) (resp. min (A)).

Remarque 1.9 (Cas des complexes)

On peut étendre la notion d'ensemble borné au cas des nombres complexes en
remplacant la valeur absolue par le module :
Soit A une partie non vide de C. On dit que A est bornée lorsque

IM>0,Vze A, |z| <M.

1. Propriétés dans I'ensemble des réels
Définition 1.12 (Cas des fonctions et des suites)

Soit f : D — R une fonction.
® On dit que f est majorée (resp. minorée) sur D si
JaeR, VxeD, f(x)<a (resp.f(x)= ).
© Sif est majorée sur D alors sup{f(x),x€ D} est un nombre fini et se note sugf(x).
xe
© Sif est minorée sur D alors inf{f(x),x€ D} est un nombre fini et se note jngf(x).
® Sif est une fonction non majorée, on pose par convention sug f(x) = +o0.
x€
© Sif est une fonction non minorée, on pose par convention )!2]; f(x) = —oo0.
® De maniére analogue, si (un)scn €st une suite réelle, on note

sup{up, n € N} =supu, et inf{u,, n€ N} = inf u,.
el neN




1. Propriétés dans I'ensemble des réels 1. Propriétés dans I'’ensemble des réels 1. Propriétés dans I'’ensemble des réels

— ' . . Exemple 1.13 (Limite d’une suite croissante) Théoréme 1.14 (Théoréme de la limite monotone)
Exemple 1.13 (Limite d’une suite croissante)

. - . Soit (un)nen une suite réelle croissante. Posons ¢ = sup u, € R U {+00}. © Toute su{te Cron et ma .est .2 .
Soit (un)nen une suite réelle croissante. Posons ¢ = sup u, € R U {+00}. neN Toute suite croissante et non majorée est divergente de limite +oc.
€N . . a 0 . 2 5
Si () o e, als £ af b n I (fini) @ Si (un)nen n'est pas majorée, alors ¢ = +oo (par convention). @ Toute suite décroissante et minorée est convergente.
0 i Z" neN €st majoree, alors £ est un nomore reel (). U, Toute suite décroissante et non minorée est divergente de limite —oo.
n
o : De maniére unifiée :
. ® si (un)nen est une suite réelle croissante, alors lim u, = sup u,;
l . PR o
s e o o o 8 0 o o o o g A P— ® si (un)nen est une suite réelle décroissante, alors lim u, = inf u,.
S B T o o ° n—+oo neN
e °© ° e e °© ° : :
0 5 9" Exemple 1.15 (Suite des inverses)
° °
. 1
| N, n ® Soit Vn e N*, u, = —.
N. n A n 0g¢— 12111 1 1 1
& On a 654 3 2
Le nombre ¢ est caractérisé par La suite (un)nen est décroissante et minorée e.g. par 0.
VAER, IN, €N, u, >A Elle est donc convergente et I'on a lim u, = inf u, =0.
[VneN, wu,<(] et [Ve>0, 3N.eN, wu, >{l—c]. 5 n—r+oo neN*
. N Par croissance, ona VA€ R, 3N, €N, VneN, [n>N, = u,>A] 1
Par croissance, ona Ve>0, 3IN.€N, VneN, [n>N.={—ec<u,</!], . . , . @ Soit Vn € N*, v, =1— .
. . L On dit que la suite (un)nen est divergente et admet +oo pour limite. ' n 1 2 34547
On dit que la suite (un)nen est convergente et admet £ pour limite. 3 B 0 2 3 456
0 weie T oh = <res: La suite (va)nen est croissante et majorée e.g. par 1.
Elle est donc convergente et I'on a lim v, = sup v, = 1.
8 ° n—+oo neN* 10

1. Propriétés dans I’ensemble des réels 2. Limites d’une fonction

n
) . 1 11 1 ire qui Hlisé ite : ) . ) . .
® Soit VneN", u, = Z e 1+ 7 + 3 dracodr 2 —p a2l te Un peu de vocabulaire qui sera utilise dans la suite : Dans toute la suite, sauf mention contraire, f désignera une fonction de R dans R
k=1 i o Gadnees = : P dont I ble de définition D, i il éunion d'i Il
1 ' = ont I'ensemble de définition D est un intervalle ou une réunion d’intervalles.
®* OnaVneN*, upg—up= [ > 0, donc la suite (un)nen est croissante., Définition 1.17 (Nonon de vmsmage)
(n+1) 1 1 ® On dit qu'une propriété dépendant d'un réel x est vraie au voisinage de xo
° Ona Vk € N"\{1}, e < kk—1) =%k_1 & lorsqu’il existe un intervalle ouvert de la forme | =]xo — o, x0 + f avec a € RY .
L] 1 1 1 tel que la propriété soit vraie pour tout x € I\{xo} (ce qui ne 'empéche pas © Soit une fonction f définie au voisinage de +oc.
donc Vn e N*, u, =1+ Zﬁ <1+ Z(m - Z) =2- - <2 d'étre éventuellement vraie pour xo également). On dit que f admet pour limite un réel £ en +o0o lorsque
. . k=2, k=2
Ainsi, la suite (un)nen est majorée. @ On dit qu'une propriété est vraie au voisinage de +oo (resp. —oo) lorsqu'il ) Ve > (_)7 El_XE €R, VxeDr, . x> X = [f(x) —{| <e.
En conclusion, la suite (uy)nen est convergente. existe un intervalle ouvert de la forme | =]A, +oo[ (resp. ] — 00, A[) avec A € R Si une telle limite existe, alors elle est unique.
tel que la propriété soit vraie pour tout x € I. On note alors lim f(x) =€ ou lim f = ¢, ou encore f(x) — (ouf — L.
X—+00 +0oo X—+00 +0oo

- 1 1 1 1
GSoitVneN*,v,,:zf:1+i+i+...+ 1 2) 3
o vk

B . . . Py ..
\/15 V3 Vvno vy Va Vs Va--- Définition 1.18 (Droite réelle achevée) @ Soit une fonction f définie au voisinage de —oo.

®* OnaVneN*, vy — vy = > 0, donc la suite (vy)sen est croissante. On dit que f admet pour limite un réel £ en —oco lorsque

vn+1 On appelle droite réelle achevée I'ensemble des réels auquel on adjoint +o0o et —oo. Ve>0. 3X.€R. VxeD X< X IF(x) — £ <&
* Ona Vk € N*, 1 > 1 /k+1—Vk, Cet ensemble est noté R. Formellement : > N ’ A © ’
Vk  Vk+i++vk On note alorsxjrpw f(x) =1 ou Erorlf:& ou encore f(x) )H—jmfuu f:g[.

donc Vn € N*, v, > z":(\/k+ —Vk)=vn+i-1 R =R U {-00, +-00} = [-00, foc].

k=1
Ainsi, la suite (va)nen n’est pas majorée.

En conclusion, la suite (va)nen est divergente et lim v, = sup v, = +oco.
n—+oo nEN*

2. Limites d’une fonction 2. Limites d’une fonction

ie en I'infini)

Définition 2.2 (Asymptote horizontale)

flz) (@) Soit une fonction f définie au voisinage de +oo.
© On dit que f admet pour limite +00 en +o0o lorsque
lemgre I = ¢ e R § = t @0 ¢k que VAER, 3X1€R, VxeDr, x>Xa=f(x)>A
la droite d’équation y = ( est une asymptote . )
(horizontale) a la courbe représentative de f . 0 On note alors _lim f(x) = +oc ou lim f = 400, ou encore f(x) — o0 ou
X—+00 +o0 x—+o0
———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————— \-/ f — +oo.
é Ie +oo
T
la @ On dit que f admet pour limite —co en +00 lorsque
Exemple 2.3 (Fonction « inverse ») VBER, 3IXg€R, VxeDf, x>Xpg=f(x)<B.
w Soit f la fonction de la variable réelle définie par | O e s liT f(x) = —o00 ou I+im f = —o0, ou encore f(x) —» —oou
= X—++00 oo x—+00
lim f(x)=1¢ Flx) — 1 v f— —o0.
x—>+00 (x)= < oo
—
>0 PR WEhh k> = [E)=4<d On a lim f =0, donc I'axe des abscisses est une ST e
as m;t:ote horizontale 3 Ia courbe représentative de £.” % Les définitions précédentes s'adaptent aisément au cas d’une fonction définie au
v > . voisinage de —oo et qui peut donc avoir pour limite —oo ou +oo.




2. Limites d’une fonction

f(x)

X4 &

wJi Flx) = oo
—

VAER, 3Xa€R, VxeD [x>Xa= f(x)>A]

tes d’une fonction

f(@)

Xlljrxlu f(x) = +oo

ou encore X € |xo — 7., %0 + 1. [= f(x) €]l — &, + €]
ou encore f(Jxo — 7., % + 1. [NDf)CJl — e, 0+ ¢

—
VAER, 3n,>0, VxeDr I[x—x|<n,= f(x)>A]
20
2. tes d’une fonction
f(x)
€+€ ”””””””” T d
2 E—
To—1). Lo+ T
Jim, )=
e
Ve >0, 3n. >0, VxeDr [x—x|<n =|f(x)—¢<e]

2. Limites d’une fonction

on 2.6 (Limite d’une suite)

@ On dit qu'une suite réelle ou complexe (un)necn converge vers un nombre £ (ou
tend vers £) lorsque

Ve>0, 3N.eN, VneN, n>N.=|u,—¥|<e.

On note alors lim u, = £ et on dit aussi que (un)ncn €st convergente.
n—+o00
Une suite qui ne converge pas est dite divergente.
@ On dit qu'une suite réelle (un)nen a pour limite +o0o (ou tend vers +00) si

VAeR, 3N, eN, VneN, n>N, = u,>A

© On dit qu'une suite réelle (uy)nen a pour limite —oo (ou tend vers —oo) si
VB € R,

N, €N, VneN, n>N, = u,<B.

2. Limites d’une fonction

Définition 2.8 (Asymptote verticale)

Lorsque lim f = 400 ou limf = —oo, on dit que
X0

la droite d'équation x = xp est une asymptote
(verticale) & la courbe représentative de f.

Exemple 2.9 (Fonction « inverse absolue »)
Soit f la fonction de la variable réelle définie par
1
f(x)=—.
) =1

On a Iiénf = +o00, donc I'axe des ordonnées est une

asymptote verticale 3 la courbe représentative de f.

2. Limites d’une fonction

cation des quatre cas)

Soit xo € R tel que xo € Dr ou xo est une borne de Dy, et £ € R.
La fonction f admet £ pour limite en xp lorsque :

pour tout voisinage V; de {, il existe un voisinage Vy, de xo tel que f(Vx, N'Df) CVp.

f@) f@)
Vico
v \
T—X
Vio * Vio *
f(z) N -

f(@)
Vioo

Vi

\_ _
—

Vi K Vry *

24

2. Limites d’une fonction

Définition 2.7 (Limite infinie en un réel)

Soit xo un réel tel que : xo € Dr ou xo est une borne de Ds.
@ On dit que f admet pour limite +0o0 en xo lorsque :
VAER, 3n,>0, VxeDr, [x—x|<n = Ff(x)>A
On note alors lim f(x) = 400 ou lim f = 400, ou encore f(x) — 400 ou
X—>X0 xQ X—rxQ
f — 4o0.
X0

@ On dit que f admet pour limite —oo en xo lorsque :

VBeR, 3, >0, VxeDf, |x—x|<n,=f(x)<B
On note alors lim f(x) = —oo ou lim f = —oco, ou encore f(x) — —oo ou
P xo x—x0
f — —o0.

X0

2. Limites d’une fonction

Définition 2.10 (Limite finie en un réel)

Soit xo un réel tel que : xo € Dr ou xo est une borne de Ds.
On dit que f admet le réel £ pour limite en xo lorsque

® premiére formulation :

Ve >0, In.>0, VxeDr, [x—x|<n=|f(x)—{<¢;
® deuxiéme formulation :
Ve>0, 3n.>0, VxeDf, x€lxo—ne,x0+n|[=f(x)ell—cl+e¢[

® troisiéme formulation :

Ve >0, In->0, f(Ixo—ne, % +n[NDf)C]l—e,l+¢l

On note alors lim f(x) =4 ou limf = ¢, ou encore f(x) — £ ou f — L.
x—+x0 xo PR xo

2. Limites d’une fonction

Proposition 2.12 (Unicité/continuité)

@ Si f admet une limite en xo alors cette limite est unique.
@ Si f admet une limite finie en xo alors f est bornée au voisinage de xo.

© Sixo € Dr et si f admet pour limite € en xo alors { = f(xo).
On dit alors que f est continue en xo (cf. § 3).

Remarque 2.13

@ Lorsque xo € Dr on définit parfois x"a";l., f(x) = ¢ par
x#x0

Vx € Df, 0< |x—xo| <me=|f(x)—{ <e.

Ve >0, 3n. >0,

On peut définir de méme lim f(x) = +oo.

x;»xg

x#x0

@ Les définitions 2.1 et 2.10 peuvent s'étendre au cas d’'une fonction de R dans C

(et méme de C dans C pour la 2.10...) en remplagant les valeurs absolues par
des modules. On a alors le résultat ci-dessous.
Soit f une fonction de R dans C, telle que f(x) = fi(x) +if2(x) ou f; et f sont
deux fonctions de R dans R. Soit /; + il € C et xo € R. On a

lim f(x) =0 +ily <= ( lim fi(x)=401 et lim f2(x) = lg> .
x—x0 x—rx0 x—%0




® On dit que f admet le réel £ pour limite a gauche en xo si

Ve>0, >0, VxeDr, x—ne<x<x=|f(x)—¢ <e.
On note alors lim f(x) = /£ ou lim f(x)={.
x=3%0 L
x<x0 X=Xy

@ On dit que f admet +o0o (resp. —oo) pour limite a gauche en xo si
VAER, In, >0, Vx € Dr, xo — 1, < x < xo = f(x) > A (resp. f(x) < A).

On note alors XIL"}a f(x) = +oo ou lim f(x)= +oc.

x<xo E=E

2. Limites d’une fonction
Proposition 2.16 (Lien fonctions—suites)

Soit a, £ € R. Les deux énoncés suivants sont équivalents :
lim f(x) =¢.
o X—rxQ ( )

@ Pour toute suite de réels (uy), .y telle que HHTOQ Up = X0, ON a HETDO f(up) = L.

Corollaire 2.17 (Un critére de divergence)

Soit xo € R. S'il existe deux suites (un)nen €t (Va)nen telles que

lim u, = lim v, = xo et les suites-images par f : (f(un))nen €t (f(Va))nen
n—+oo n—+oo

admettent des limites différentes, alors f n’admet pas de limite en xo.

On définit de la méme maniére la notion de limite a droite : il suffit, dans les
définitions ci-dessus, de remplacer xp — 7. < x < xp par xo < x < Xo + 7e-

Proposition 2.15

® Sixo ¢ Df, f admet une limite en xo ssi f admet une limite 3 droite et une
limite d gauche en xo et si ces limites sont égales.
@ Sixo € Dy, il faut de plus que : xl';mXu f(x) = XILan f(x) = f(xo), ce qui revient a
x>0
dire que f est continue en xo (cf. § 3).

x<xg

Proposition 2.21 (Division)

Soit f et g deux fonctions de R dans R. Soit xo € R et ¢,¢ deux nombres réels.

- TS0 [ 720
ILTf leR [LeR| +© —oo | +oo ou+oo | ou— o0 0
- e 7>0|0>0 0" [
e | “ER | £ | Wy | wlo | E°] oy o) |°
. f 4 “+00 —00 +00 —0Q
oIl £ [ [elenl v em [ [

Les formes indéterminées que |'on rencontre lors de cette opération sont de la forme
)

olo

[ee]

Exemple 2.22 (Fractions rationnelles en +00)

La limite en 400 d’une fraction rationnelle est égale a la limite du quotient des
mondmes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur :

P

3 axk ) +o00 si p>q (signe a préciser)
. . k=0 _ X _J)o sip<gq
saAOetb 20 lm 5= lm fe=1% o
> bex £ sip=g

k=0

Exemple 2.18 (Fonction « sinus inverse »)

Soit f définie sur R* par f(x) = sin * Examinons si elle admet une limite en xo=0.
1
2nm +7/2°
= lim v,=0
n—+oo

1
® Posons u, = — et v, =
nm
®* Ona lim u,
n—+o0
et f(un) =0cet f(va) = 1.

© Les suites (f(un))nen et (f(va))nen
admettent des limites différentes.
Ainsi f n'admet pas de limite en 0.

N

7

2. Limites d’une fonction
Proposition 2.23 (Composition)

Soit f et g deux fonctions de R dans R et xo, £, ¢’ € R.
© Si lim f(x) = £ et lim g(y) = ¢ alors lim (gof)(x)=1¢"
x—xo y—t x—x0

Application 3 lim (f(x)g(")) = lim (eg(x) n f(X)) lorsque f >0 au voisinage de xo :
X—XQ X—rXQ

A 7>1 + +
lLTf £>0 | o Foo £e[0,1[ | +oo | +oo 0 0 1
; 2 +00 +oo [ >0 >0
limg || ¢ eR | (555 | I |29 | 0 | FIRME| 0 |+
P o +oo 0t +00 2 0T 2 2

‘ prd H ¢ ‘ ©9) ‘ (+50) ‘ ©") ‘ ‘ (+50)

Les formes indéterminées que |'on rencontre lors de cette opération sont de la forme

0 cc? . 0° e 1®

Exemple 2.24 (Exponentielle)

A I'aide de Iin})M =1 (cf. exemple 2.34), on voit que
x> X

Vx € R, nEToo (1 + %)n =e".

2. Limites d’une fonction
Exemple 2.26 (Asymptote oblique)

© Soit f la fonction définie au voisinage
de +oo par y.

X sin x
fx)=2+1+4>—=. o
) 8] X Jy=1@)
Ona lim 23X _p (cf. exemple 2.33) «
x—too X B
" X
donc X_I:Tw (f(x) -3~ 1) =0. >

7
La courbe représentative de f admet une [/~ 5"

. X o
asymptote en oo d'équation y = 3 +1.

EORE I

@ Soit g la fonction définie au voisinage

de +o0 par G

(X)_x2—6x+14 B

8= "o —4 - 5

q X 1 o

Ona lim g == .

x—+oo X 2
- X 2
.
i iy (et ) -

La courbe représentative de g admet une ,——F—=—+—— = = T o

. . X
asymptote en oo d'équation y = 5 2.
32

w

2. Limites d’une fonction

Théoréme 2.27 (Théoréme de la limite monotone)

Soit a et b deux réels ou +oo tels que a < b et | =]a, b].

© Soit f une fonction croissante sur |. @)
© Si f est majorée sur |, alors f admet fi(z)
une limite d gauche finie en b.
® Sif n'est pas majorée sur | alors ”T f(x)=+o0.
x—b—

Dans les deux cas, on a lim f(x) = sup f(x).
x—b™ x€]a,b[
© Si f est minorée sur |, alors f admet

une limite a droite finie en a.
© Sif n'est pas minorée sur | alors lim f(x)=—oc.
x—at

Dans les deux cas, on a lim f(x) = inf f(x).
x—at x€la,b[

@ On a des résultats similaires pour les fonctions
(en éch t les réles de a et b).

I 5
décr

w

3

2. Limites d’une fonction

2. Limites d’une fonction

Proposition 2.19 (Addition/multiplication)

Soit f et g deux fonctions de R dans R. Soit xo € R et £,{' deux nombres réels.

Foo

lim f LeR [LeR| I +o0
X0
limg CerR| I TEZ [ -0
X0
‘Iixm(f+g) Hz+z’ (tgg)‘(:gg‘ ? ‘
0
lim £ [ER [£>0[£<0] oo | —o | O
X0
limg [ CerR[FF IS IR I+
[ ] 0 | 73 | o3 05 [ oB] 7]

Les formes indéterminées que I'on rencontre lors de ces opérations sont de la forme
® 00 — 0O e 0 x o0

Exemple 2.20 (Polynémes en +00)

La limite en +00 d’une fonction polynéme est égale a la limite de son monéme de plus,

P
haut degré : si a, #0, lim Zakxk: lim apx”= oo si p > 1 (signe a préciser).
x—+o0 =4 x—++00

2. Limites d’une fonction

Soit f une fonction définie au voisinage de +oo.
© S'il existe des réels a et b tels que
xl!Too (f(x) — (ax+ b)) =0,
on dit que la droite d’équation y = ax + b est
asymptote (oblique) a la courbe représentative

de f au voisinage de +oo.
Dans ce cas, les nombres a et b sont donnés par

i
a= lim 9 et b= lim (f(x)— ax).
x—too X x—3+00
@ S'il existe un réel a tel que Y
. fi .
lim i) =a et lim (f(x)— ax) = oo, ,,/IA
x—=+oo X x—+00 T=fE)
on dit que la courbe représentative de f admet
une branche parabolique de direction asymptotique
la droite d’équation y = ax en +oc.
f
® Si lim ) = to00, on dit que la courbe repré-
x40 X i -
sentative de f admet une bi he paraboll de

direction asymptotique I'axe des ordonnées en +occ.

Exemple 2.28 (Partie entiére et inverse)

1

E(D)

Soit f la fonction définie sur ]0, 1[ par f(x) =

 La fonction « partie entiére » étant croissante _L
et la fonction «inverse » étant décroissante, (&
par composition, f est croissante.

En fait, lim f(x)=0et lim f(x)=1.
x>0t x—1—

1 1 1 0

® Pour tout x €]0,1[, = > 1 donc E(—) >1 1
x x 0.8 :

puis f(x) €]0,1]. ;
0.6 i '

Ainsi la fonction f est bornée sur ]0, 1[. / ;

* En conséquence, f admet des limites finies 04 — E
en 0 a droite et en 1 a gauche. 02 i ;

i

L

01 02 04 06 08

,_.
8




2. Limites d’une fonction

. . Inx < . -
Partant de la limite lim —— =0, a 'aide de changements de variable on déduit les
x—+oo X

. . . e~ . « g S
limites lim xlnx =0, lim — =+o00, lim xe* =0 que |'on peut généraliser :
x—0F x—3too X x—r—00

Proposition 2.29 (Croissances comparées)

@ Pour tout a > 0 et tout 3 € R,

10
. Inx)? . y=e’ y=a*
lim (Inx)7 =0 et lim x*[Inx/®=0. ° Y=z
x—t+oo X% x—0+ o
Les puissances du logarithme sont «négligeables3
devant les fonctions puissances positives. s
s
@ Pour tout oo > 0 et tout 5 € R, .
y=vr
Le™ - B ax ¢
lim =400 et lim [x[7e® =0.
x—+o0 X8 Xx——00 2
y=hhz
Les fonctions pui es sont «négligeables> '
devant les puissances positives de I'exponentielle. © 1 % 5 & 5 & 7 & 0w

2. Limites d’une fonction
Exemple 2.34 (Fonctions logarithme/exponentielle)

© De I'encadrement géométrique

2. Limites d’une fonction
Proposition 2.30 (Ordre et limites)

© Soit f et g des fonctions telles que f < g au voisinage de xo
© Sif et g admettent des limites finies £ et £’ en xg alors £ < 0.
® Si lim f(x) =400 alors lim g(x) = +oc.
X—rx0Q X—x0
® Si lim g(x) = —oo alors lim f(x) = —oc.
X—+x0Q X—x0
@ Sif et g admettent resp. { et ¢’ comme limites en xo et si £ < ', alors f < g
au voisinage de xo.
© Soit a € R. Si lim f(x) =/ et si £ > a alors f > « au voisinage de xo.
x—>x0

En particulier, si £ > 0 alors f > 0 au voisinage de xo.

Remarque 2.31 (Inégalités strictes/larges)

On prendra garde aux inégalités strictes et larges : si f et g sont des fonctions telles
que f < g au voisinage de xo et admettent des limites £ et ¢’ en xo, on n'a pas
nécessairement ¢ < ' et I'on peut avoir £ = £'.

Ex.: f(x)=0et g(x)=§ en +00. On a f<g sur 0,400 et limf(x)= lim g(x)=0.
oo oos

Théoréme 2.32 (Théoréme de I'encadrement)

Soit f, g et h des fonctions de R dans R et xo,/ € R.

Si les fonctions f, g et h vérifient g(x) < f(x) < h(x) au voisinage de xo, et si
lim g(x) = lim h(x) = £ alors lim f(x) = (.

X—xg X—+X0 X—>X0

2. Limites d’une fonction

Exemple 2.33 (Fonction « sinus cardinal »)

Soit £ la fonction définie sur R* par f(x) = SnX.

© Etude en 0

sin x .
® Avec tanx = , on tire
cos X

© De I'encadrement géométrique lim tanx

x €]0,7/2[, si o x=0 X
, Xe] @ [ sz<X<. anx 'Avecl—cosx:Zsinzi. on tire
(I'angle x étant mesuré en radians), on
obtient Vx €]0,7/2[, cosx < f(x) <1
duquel on déduit lim f(x) =1.
x—0%

=1,

i 1—cosx 1
o x2 T2

© Etude en +o0o

Par parité, on a

i sin x i ® De I'encadrement Vx € R, |sinx| < 1,

im —= =1.

x=0 X on tire Vx € R, |f(x)] < H duquel on
sin x

déduit lim =0.
x—Foo X
sinz.

o

3. Continuité d'une fonction
Définition 3.1 (Continuité)

Soit f une fonction de R dans R et xo € Ds.
@ On dit que f est continue en xo lorsque f admet une limite en xo, et cette limite
est alors nécessairement f(xo) (d’aprés proposition 2.12). Autrement dit :
f continue en xo <= lim f(x) = f(xo)
X—Xg
<« (Ve>0, In>0, Vx€Dr, [|x—x|<n=|f(x)—"Ff(x)l <e).
@ On dit que f est continue d gauche (resp. a droite) en xo lorsque
XIL"Q., f(x) = f(x0) (resp. XIng@ f(x) = f(x0))-
x<x0 x>x0

Proposition 3.2
f est continue en xq ssi f est continue d gauche et a droite en x.

Y
-1
Vx €1, +00], XT <Ihx<x-1
on obtient lim M =1l
x—1+t x —1
Par symétrie, on tire
1
lim L) =i,
x=1x—1 1
® Par changements de variables, on a z
X
M ) o e Gl
x—0 X x—0 X

3. Continuité d’une fonction
Exemple 3.6 (Exponentielle-inverse)

® Soit f: R* — R
x s e VI

® Soitg: R* — R
X s el/x
La fonction g admet une limite a gauche
finie en 0 qui vaut 0 et une limite a droite
infinie en 0. Elle présente donc une dis-
continuité de deuxiéme espéce et n'est
pas prolongeablelpar continuité en 0.

La fonction f admet une limite finie en
0 qui vaut 0. Elle est donc prolongeable
par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

il
B er
€08 6

123 45 6] -6 -5 -4 -3 -2 -1 123 45 6

Exemple 3.3 (Fonction « partie entiére »)

Soit n € Z. Au voisinage de n, on a E(x)
_fn six e [nn+1]
Bl = {n—l sixe[n—1,n
donc |im E(x) = n = E(n) et lim E(x) =n—1# E(n). i
x>n x<n n—1
La fonction partie entiére est continue a droite en n mais pas a gauche.

n+l T

3. Continui

@ Pour une fonction f, il existe deux types de discontinuité en xo € Dy :
© discontinuité de premiére espéce : f admet une limite & droite et une
limite & gauche en xo, mais I'une au moins de ces deux limites n'est pas
égale a f(xo).
© discontinuité de deuxiéme espéce : f n'admet pas de limite a droite et/ou
a gauche en xo.

@ Si xo ¢ Dr et si f admet pour limite le réel £ en xo, on peut prolonger f en
posant : .
f(x) = { Z(X)

La fonction £ ainsi obtenue est continue en xp : on dit qu'on a prolongé f par
continuité en xp.

Exemple 3.5 (Prolongement par continuité)

x2—x—2
x—2
® OnaDf =R\{2} et Vx € Dy, f(x) = x+ 1. ® Le prolongement par continuité
ainsi construit s’écrit simplement :
f:R — R
x — x+1

si X # xo
si X = Xo

Soit f la fonction de la variable réelle définie par f(x) =

® Donc lim f(x) = 3 et I'on peut prolonger
X2

la fonction f par continuité en 2 en posant
f(2) =3.

3. Continuité d’'une fonction
Proposition 3.7 (Opérations)
© Opérations

Si f et g sont deux fonctions de R dans R continues en xo et si \ est un réel,
alors les fonctions f + g, \f et fg sont continues en xo.

. f .
Si de plus g(xo) # 0 alors = est continue en xo.
@ Composition
Si f est continue en xo et si g est continue en f(xo) alors (g o f) est continue
en xo.
© Inégalités
Si f est continue en xo alors f est bornée au voisinage de xo.
Si f est continue en xo et si f(xo) > 0 alors f(x) > 0 au voisinage de Xo.

Remarque 3.8 (Extension aux fonctions a valeurs complexes)

Soit f une fonction de R dans C, telle que f(x) = fi(x) +ifz(x) ou fi et > sont
deux fonctions de R dans R. Alors
la fonction f est continue en xo € R ssi les fonctions f et f, sont continues en xp.

3. Continuité d’une fonction

Définition 3.9 (Continuité sur un intervalle)

La fonction f est dite continue sur l'intervalle | lorsque f est continue en tout xo de I.

Théoréme 3.10 (Théoréme des valeurs intermédiaires)

. . ) fl@)
Soit f une fonction continue sur [a, b).
® Pour tout réel k compris entre f(a)
et f(b), il existe au moins un réel ¢
dans l'intervalle [a, b] tel que
f(c) = k.

En particulier, si f(a) et f(b) sont
de signes opposés, alors il existe au
moins un réel ¢ dans [a, b] tel que
f(c)=0.

a3




3. Continuité d’une fonction

de maniére équivalente f(a)f(b) < 0.)
f(x)

Za‘

Soit f est une fonction continue sur [a, b] telle
que f(a) et f(b) soient de signes opposés (ou

Exemple 3.11 (Algorithme de dichotomie (facultatif))

Posons ap = a et bp = b.

On a f(ao)f(bo) <O,

donc f admet un zéro dans [ao, bo].
Posons a1 = 2520 et by = by.

On a f(a1)f(b1) <O,

donc f admet un zéro dans [ay, b1].
Posons a; = ay et by = #.

On a f(a2)f(b2) <0,

donc f admet un zéro dans [az, b2].
Posons az = ap et b3 = #.

On a f(as)f(bs) <O,

donc f admet un zéro dans [as, bs].
Posons as = 3323 et by = bs.

On a f(as)f(ba) <O,

donc f admet un zéro dans [aa, ba].
Posons as = a‘;’b‘ et bs = bs.

On a f(as)f(bs) <O,

donc f admet un zéro dans [as, bs].

3. Continuité d'une fonction
Exemple 3.11 (Algorithme de dichotomie (facultatif))

On construit ainsi de proche en proche deux suites de points ap, a1, a2, ... et
bo, by, bz, ... dans [a, b] telles que pour chaque n € N, l'intervalle [ani1, bnt1] est
I'une des deux “moitiés” de [an, bn] et f(an)f(bn) < 0.

On a donc une suite d’intervalles fermés emboités [ao, bo] D [a1, b1] D [a2, b2] D ...
de longueurs lo = bp — a0, {1 = lo/2, b2 = (o /2°. ..
En conséquence, les deux suites (an)nen et (bn)nen vérifient :
® (an)nen est croissante et (by)nen est décroissante ;
e i by — =0.
A (Bn =t
On a donc affaire & deux suites adjacentes (cf. cours du 2" semestre).
Elles sont convergentes et admettent la méme limite c € [a, b] :
+oo
"_I:Tm ap = n_I:Tm b, =c (ou encore Q[a,., bn] = {c}).
n=

Par continuité, on en tire

i o) = lip_1(6n) =10

Enfin, la propriété f(a,)f(bn) < 0 entraine f(c)? < 0 soit f(c) = 0. L'algorithme de
dichotomie conduit donc a un zéro de la fonction f.

3. Continuité d’une fonction

Alors f est bornée sur [a, b] et atteint ses
bornes inférieure et supérieure m et M :

™= 8=,
et M= lef:'?b] f(x) = x?[?i] f(x).
Autrement dit : il existe deux réels x1 et x
dans [a, b] tels que f(x1) = m et f(x2) = M.
De plus,
f([a, B]) = [m, M].
L’image d'un intervalle fermé borné par

une fonction continue est encore un
intervalle fermé borné.

fl@)
M

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b].

=

Théoréme 3.15 (Image d’un fermé borné : théoréme des valeurs extrémes)

4.Fonctions trigonométriques réciproques

Proposition 4.1

La fonction sin réalise une bijection de g
T . ; -
[—5, 5] sur[—1,1] et I'on note arcsin x|y =orcsing |
sa fonction réciproque. On a donc : 2 'y =sing
1 E .
} T
arcsin @ [—-1,1] — [_5’ E] 7
x — arcsin(x) 2 -1
0 T 7 £
A 2
y = arcsin(x) x =sin(y)
t T =1
xe[-1,1] ve [-53] E
2

@ arcsin est continue, strictement
croissante et impaire sur [—1,1].

Vx€[-1,1],  sin(arcsin(x))=x ©
Vxe [_g, g] , arcsin(sin(x))=x

Proposition 4.2

Vxe[—1,1], cos(arcsin(x))=v1— x2
Vxe€] —1,1][, tan(arcsin(x))=

x
V1-—x2

3. Continuité d’une fonction

3. Continuité d'une fonction

Remarque 3.16 (Contre-exemples)

Le théoréme peut &tre mis en défaut si I'une des hypothéses n'est pas satisfaite.
fla) f(@)
M i
L= f discontinue i I non fermé
f(I) non fermé i f(!) non borné
# i
L
a EL a T %/
f(z)
M
I non borné
f(I) non fermé
i i
a T1 i

3. Continuité d’une fonction
Théoréme 3.17 (Théoréme de la bijection)

4.Fonctions trigonométriques réciproques

Proposition 4.3

La fonction cos réalise une bijection de v
[0, ] sur [~1,1] et I'on note arccos sa
fonction réciproque. On a donc :

arccos : [—1,1] — [0, 7]
X — arccos(x)

L1y = arccos(x) - Ix= cos(y)
x € [-1,1] y € [0,7]

y=

Y =cosx

Proposition 4.4
© arccos est continue, strictement Vxe[-1,1], sin(arccos(x))=+v/1 — x2
décroissante sur [—1,1]. =z
Vxe [1,1]\{0}, tan(arccos(x)) = Y2
{Vxe[—l,l], cos(arccos(x))=x X

Vx€[0,7], arccos(cos(x))=x0 Vxe[—-1,1], arcsin(x) + arccos(x)= T

2

4.Fonctions trigonométriques réciproques

Corollaire 3.12 (Image d’un intervalle)

L’image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

fl@)

Si la fonction présente au moins une discontinuité,
son image peut ne pas étre un intervalle.

a b

Exemple 3.14 (Fonction caractéristique de Q (facultatif))

1 sixeQ

0 sixeR\Q

La fonction f prend les deux seules valeurs 0 et 1. On a f(R) = {0,1} et plus
généralement, pour tous réels a, b tels que a < b, il existe un rationnel et un
irrationnel entre a et b (on dit que Q et R\Q sont denses dans R), donc f([a, b])={0, 1},

La fonction f n'est donc continue sur aucun intervalle (non réduit & un point) de R.

Soit f la fonction définie par f(x) = {

y -

Soit f une fonction continue et
. L — 1y
strictement monotone sur un intervalle |. ) y=f"'(z)
@ f(I) est un intervalle dont les bornes y=z
sont les limites de f aux bornes de .
@ f réalise une bijection de | sur f(1). f(b) y—f(2)
© f! est continue et strictement Zo
monotone sur f(l), de méme sens de
variation que f. %
Rappel : les courbes représentatives de f " :
et £~ dans un repére orthonormal du (@) :
plan sont symétriques I'une de I'autre par i !
rapport a la droite d'équation y = x. fla)® Yo o f(b) z

Exemple 3.18 (Logarithme/exponentielle)
Y
La fonction In :]0, +0o[— R est continue, strictement :

==
croissante de limites —co et 400 en 0" et +oo respectivement.

y=expr

Elle est donc bijective. Sa réciproque est appelée fonction
exponentielle et notée exp : R —]0, +-o0l.

Proposition 4.5
Y

La fonction tan réalise une bijection de
T , E ta
]—E,E[SUIR et ['on note arctan sa I
™
fonction réciproque. On a donc : 3

T T {"‘ o
arctan: R — |——, = Yy = arctan
272 ;
X —> arctan(x) = 0 T -
2 2

y = arctan(x) x = tan(y)
et = Tom
xeR yE€ _E’E[

Proposition 4.6
™

. 5 1 5 six>0
@ arctan est continue, strictement o arctan(x) + arctan (,) — 2 x
croissante et impaire sur R. 2 ) six<0
VxeR tan(arctan(x)) = x _ 1
o3, [ B Vx€R, cos(arctan(x)) = e
X € =550 arctan(tan(x)) = x ¢ .

VxR, sin(arctan(x)) = ——

V14 x2




4.Fonctions trigonométriques réciproques
Exemple 4.7 (Courbes en « dents de scie »)

arcsin(sin x)
5
N0 N E A 5 v ®
-
arccos(cos x)
e —2r = o .. pa w T
arctan(tan )
5
L S = ™ E o E3 ™ 3 o = g
=

Courbe paramétrée {

x(t) = 2arcsin(sin(7t))
y(t) = arcsin(sin(4t))

Yy

t € [0,2n]
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~ Graphes et quelques propriétés a connaitre
+ Maitrise de la réciprocité
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