INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES

LYON

INSA

Compléments sur les polynémes

Formule de Taylor

Aimé Lachal

Cours de mathématiques ﬁ
1¢r cycle, 17 année

1. Division euclidienne

Algorithme de division (sur un exemple)
Soit A=6X>+7X +9et B=2X+1.

6X2+7X+9 [ 2X +1
—(6X2 +3X) 3X +2
4X+9
—(4X +2)
7

On obtient ainsi la décomposition A= BQ + R avec Q =3X +2et R=17.

Remarque : On aurait pu déterminer le reste sans effectuer la division explicite.
® En effet, le théoréme 1.1 assure |'existence et |'unicité a priori de deux polynémes

Q et R, R étant de degré < 1, tels que A= BQ + R.
® R est en fait un polynéme constant : R = r avec r € K. On a donc

Vx € K, A(x) = B(x)Q(x) + r.
* En particulier pour x = —3, on a B(—3) = 0 donc r = A(—3) = 7. Ainsi R=7.
De maniére générale, si B = X — o avec o € K (B est donc de degré 1), alors A se
décompose selon A = BQ + r avec r = A(a) :

A=(X—-a)Q+ A().

2. Formule de Taylor pour un polynéme
Théoréme 2.5 (Formule de Taylor pour les polynémes)

Soit P € K[X] tel que deg(P) = n (n € N). On a la formule de Taylor :

W (k)
Va ek, P=ZPT@(x—a)k.
k=0 )

En particulier, pour deg(P) < 3, la formule de Taylor s’écrit :
© sideg(P)=1:P=P(a)+ P (a)(X —a);
/1
o sideg(P)=2: P = P(a) + P(a)(X — ) + PT@(X — )

© sideg(P)=3:P=P(a)+P(a)(X —a)+ @(x —a)® + %(x —a).

Remarque 2.6 (Formule de Taylor et formule du binome)

n! =%
n—kn®

Soit o € K. Pour tout entier k tel que 0 < k < n, on a (X")¥(a) =
et la formule de Taylor donne X" = z (n) a" KX — ).

k
k=0
On retrouve la formule du bindme de Newton (avec X = (X —a) + a).
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1. Division euclidienne

Définition 1.3 (Racine)
Soit o € K et P € K[X]. On dit que « est une racine de P lorsque P(a) = 0.

Proposition 1.4
Soit a € K et P € K[X].
« est une racine de P ssi P est divisible par le polynéme X — «.

Corollaire 1.5 (Racines et divisibilité)

® Soit aa, ..., ap des éléments de K distincts.
o, ..., sont des racines de P ssi P est divisible par (X — o) -+ (X — ap).
@ Tout polynéme (non nul) de degré n € N admet au plus n racines distinctes
dans K. Ainsi, le seul polynéme admettant strictement plus de racines que son
degré est le polynéme nul.

Exemple 1.6 (Racines et divisibilité)
Soit P = X3 —2X? — X +2.

® On remarque que P(1) =0, i.e. 1 est racine de P. Donc P est divisible par X — 1.

* La division euclidienne de P par X — 1 fournit P=(X — 1)Q avec @=X> — X —2
qui admet pour racines —1 et 2. Ainsi P admet au moins 3 racines.

© Etant de degré 3, il n’en admet pas d'autres. On a P = (X — 1)(X +1)(X —2).

2. Formule de Taylor pour un polynéme
Exemple 2.7

Soit P = X®+5X? + 10X + 10.
® Les dérivées successives en —1 valent :
P(-1)=4 P(-1)=3
® La formule de Taylor fournit alors
P=1(X+1)+2(X+1)>+3(X +1)+4.

P'(-1)=4 P"(-1) =6

Complément : un algorithme (facultatif)
Effectuons plusieurs divisions euclidiennes successives de P par X +1 :
X® +5X* 4+ 10X +10 [ X +1
4| X2 4+4X+6[X+1
3|X+3[X+1
2|1
Ce processus conduit a la décomposition de P suivante :
X3 4+5X> +10X +10 = (X* +4X +6)(X +1) +4
(X+3)(X+1)+3)(X+1)+4
(X +3)(X+1)*+3(X +1)+4
(A(x+1) +2)(x +1)? +3(X+1)+4
= (X +1P2+2(X +1)* +3(X +1) +4.
On obtient ainsi un développement arithmétique en base X + 1.

1. Division euclidienne

On rappelle que I'on note K[X] I'ensemble des fonctions polynémes a coefficients

dans K = R ou C (cf. chapitre 1). K[X]* désigne K[X] privé de la fonction nulle.

Dans la suite, on utilisera pour simplifier le terme polynéme pour désigner une

fonction polyndme, et la notation X* pour désigner la fonction x — x* (k € N) qui
n

permettra de noter toute fonction polynéme de degré n (n € N) selon P = Z G
k=0

Théoréme-définition 1.1 (D

n euclidienne)

Pour tout A € K[X] et tout B € K[X]*, il existe un unique couple (Q, R) € K[X]?
tel que A= BQ + R avec deg(R) < deg(B).

t appelés le q et le reste de la

Les polynémes Q et R sont respecti
division euclidienne de A par B.

Définition 1.2 (Divi

Soit A € K[X] et B € K[X]".

On dit que A est divisible par B (ou que B divise A) lorsque le reste de la division
euclidienne de A par B est le polynéme nul.

Autrement dit, A est divisible par B ssi il existe Q € K[X] tel que A= BQ.

2. Formule de Taylor pour un polynéme

Définition 2.1 (Dérivées successives)
Lorsque K = R, la dérivation des fonctions polynémes permet de définir le
n n

polynéme dérivé P’ d'un polynéme P = Z a X" par P’ = Z kap X !

k=0 k=1
et, par un procédé récurrent, ses dérivées successives PX) pour tout entier k > 2.
n n

Par exemple : P®=P" =" k(k—1)acX* "% PO =P =" k(k—1)(k—2)axX*">
k=2 k=3
On prolonge formellement cette définition au cas oo K = C.

Proposition 2.2 (Degré des dérivées successives)
Soit k € N. Si k<deg(P), alors deg(P(k)) =deg(P)—k. Si k>deg(P), alors P%) =0.

Proposition 2.3 (Formule de Maclaurin)

Soit P =" akX*. On a pour tout entier k tel que 0 < k < n, P®)(0) = klay.

k=0 u p(k)(g) o
P=3" —a X~

Corollaire 2.4
Une fonction polynéme est la fonction nulle ssi tous ses coefficients sont nuls.

Ainsi :

3. Racines multiples

Définition 3.1 (Racines et multiplicité)

Soit P € K[X] et a € K. On dit que o est une racine d’ordre de multiplicité p de P
lorsqu'il existe Q € K[X] tel que P = (X — a)"Q et Q(a) # 0.

Sip=1 (resp. p =2, p = 3),  est dite racine simple (resp. double, triple) de P.
Lorsque j1 > 2 c’est une racine multiple.

Proposition 3.2 (Racines et divisibilité)

@ Siai,...,ap sont des racines distinctes de P de multiplicités respectives
i1, ..., pip alors P est divisible par le produit (X — a1)"* -+ (X — ap)*e.

@ Tout polynéme de degré n admet au plus n racines dans K comptées avec leur
multiplicité.

La formule de Taylor permet de donner une caractérisation de multiplicité.

Proposition 3.3 (Un critére de multiplicité)

Soit P € K[X] et a € K. P(a) = P'(a)=---=P#V(a)=0
« est racine de P de multiplicité 1 ssi < et
P (a) #0




Théoréme 4.1 (Théoréme fondamental de I'algébre : théoréme de Corollaire 4.5 (Somme et produit des racines) Proposition 4.7 (Polynéme a coefficients réels et conjugaison)

d’Alembert-Gauss) Soit P — iakxk avec ao, ..., an € C et ay # 0. Notons au, ..., cn 5€s n racines Soit P € R[X]. Si { est une racine complexe non réelle de multiplicité v de P, alors
Tout polynéme de C[X] de degré > 1 admet au moins une racine dans C. k=0 ¢ est également une racine de multiplicité v de P. Dans ce cas, P est divisible par
compl. (éventuell répétées selon leur ordre de multiplicité). Alors la somme (X =¢)"(X =) = (X2 +aX +b)” ona=—2Re(¢) eR et b= (> €R.

Corollaire 4.2

Tout polynéme de C[X] de degré n admet exactement n racines dans C comptées

et le produit des racines de P s’expriment en fonction de ses coefficients selon
n

Sa=-2" et [[ax= (71)"?, Théoréme 4.8 (Factorisation sur R)

an

avec leur ordre de multiplicité. =y L=0 Soit P € R[X]. On note :
” ® ai,,...,qp ses racines réelles distinctes de multiplicités respectives
— Exemple 4.6 (Cas des degrés 2, 3 et 4 oo
Théoréme 4.3 (Factorisation sur C) c p ( P X2 X X Has f2s e Hp
. =2:P= =a(X — = = . = = . . )
Soit P € C[X], aa,z,...,qp ses racines complexes distinctes de multiplicités as deg(P) s FE=€l a)( c ) ® (i C'lv G2, C2, 0o0p Cq>Cq SES racines _c!,JmPIexes non réelles deux a deux
respectives fi1, ji2, . . ., fip €t A le coefficient de son monéme de plus haut degré. a1 +az = -3 et i = = conjuguées distinctes de multiplicités respectives vy, va, . .., Vq ;

Le polynéme P se factorise sur C selon - » ® A le coefficient de son monéme de plus haut degré.
® Casdeg(P)=3:P=aX®+bX*+cX+d=a(X—a1)(X—a)(X—as)

p
P=A(X—a)" (X —a2)?...(X—ap)” = AH(X — ag)'k. Le polynéme P se factorise sur R selon

b
1 ay +az+a3:—; et Q203 = ——. P=A(X — ar) (X — az)™ ... (X — ap)*
S Complément (facultatif) : c1az + caasz + azaz = <. X (X% 4 a1 X + b)) (X2 + a2 X + b2)"2 ... (X? 4 agX + bg)™*
Remarque 4.4 (Somme des multiplicités) e ? (,, t 1‘,) ( 2 2) ( 9 )
© Cas deg(P) =4: P =aX*+bX X% +dX =a(X— X— X— X— — 2
La somme des multiplicités des racines sur C d'un polynéme coincide avec son degré: as deg(P) XXX b o= eit=ca) eaz)( a3)(X=ae) = AH(X — o) H(X + KX + by)"*
Zp: deg(P) art+aztaztas=—— et aiaxazas = —. k=1 kel
e = deg(P). 2 2 N
= Complément (facultatif) : ajoo + a1a3z + caas + axaz + azas + azos = § ou ax = *25&5(@) et b = ‘Ck‘z-
. 10003 + 10204 + 10304 + 020308 = — < . o

5_Formule de Taylor Lagrange
Exemple 4.9 (Racines quatriéme de —4) Théoréme 4.10 (Théoréme de Rolle pour les polynémes) Théoréme 5.1 (Formule de Taylor-Lagrange)

Soit P = X* + 4 € R[X]. Soit P une fonction polynéme réelle admettant au moins deux racines réelles Soit n € N et f une fonction de classe C" sur un intervalle [a, b] et (n+ 1) fois
.y : / ; PR . P .
* On commence par traiter P comme un polynéme de degré 4 sur C. Il admet au dlstmc.tes « et (3. Alors la fonction polynéme P’ admet au moins une racine réelle deérivable sur |a, b[. Alors il existe un réel c €a, b tel que
) - q comprise entre c et 3. 0 (k) (n+1)
plus 4 racines dans C, et plus précisément exactement 4 racines dans C fY(a) K " (c) 1
comptées avec leur multiplicité. . . . f(b) = Z K (b-a) | + (n+1)! (b-a)
. L . 0 3 . e Corollaire 4.11 (Racines des dérivées) k=0

Le polyndme dérivé est donné par P’ = 4X>. Les racines ¢ de P vérifient P £ £lot1)

I'équation ¢* = —4, donc P’(¢) # 0, ce qui signifie qu'elles sont toutes simples. Si P est une fonction polynéme. réelle de degré/n admettant exactement n racifles = f(a)_'.f’(a)(b_a)_'.%(b_a)z+. oodt n‘(‘;) (b_a)"+(nf§)cl)(b_a)"“‘
* On résout I'équation ¢* = —4 en cherchant ¢ sous forme exponentielle : réelles dl_su_nctes, alors la fonctlorf polynéme P’ admet exactement (n — 1) racines : :

¢ =pe avec p e R** et 6 € [-m,7[. On a p* &“?) = 4¢&'™ d'oi I'on tire p* = 4 réelles distinctes séparant les racines de P. - On dit qu'on a écrit la formule de Taylor-Lagrange pour f sur [a, b] & I'ordre n.

Py : A k
et 40 =  [mod 2n], soit p= vZ et 0 € {E’ 3771'7 y 3Ty Plus généralement, pour tout’k S {1,'2,_. ..,n—1}, la fonct:or'l polynor?keill’) admet
4’47 4 4 exactement (n — k) racines réelles distinctes séparant les racines de P . R )
Les racines de P dans C sont donc emarque 9.
G=V2eT =14i = V2eE = 14 Exemple 4.12 (Courbe et degré) o Lih.ypothése p!!Js forte (et plu’s simple) « Soit _f une fonction (n + 1) fois
. _ 3n _ dérivable sur I'intervalle fermé [a, b] » est suffisante.
G=V2elt=1-i=§ G=V2e T =1-i=0 P e
@) @ Pour n =0, on retrouve le théoréme des accroissements finis.

Remarque : la somme et le produit des racines valent (1+C2+C(3+Ca =0 et (1¢2(3Ca=4. Que peut-on dire du degré des © Pour un polynéme P de degré n, on retrouve la formule de Taylor vue pour les

* D'ou la factorisation sur C : polynémes dont les courbes - polyndmes (théoréme 2.5). La formule de Taylor est exacte a |'ordre n pour
P=(X—-G)X—=G)(X—G)X— (). rtleprésent:tlves sont tracées tout polynéme P de degré n car le reste “7(::)1";: P+ (c) est alors nul.
ci-contre ? :

® Puis la factorisation sur R :

_ _ © Le théoréme reste valable si b < a, avec ¢ €]b, al.
P =(X—C)(X —C)(X — Q)X —G) = (X? —2X +2)(X* +2X +2). 4+t

5. Formule de Taylor-Lagrange 5. Formule de Taylor-Lagrange 5. Formule de Taylor-Lagrange
Proposition 5.3 (Autre formulation) Exemple 5.5 (Sur I'exponentielle...) Exemple 5.6 (Position relative courbe/tangente)

® Soit f.une. fonction de classe C" sur [a, b] et (n+ 1) fois dérivable sur ]a, b[. . Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle /, xo € I, Mo (x0, f(x0)). Sa
Alors il existe un réel t €]0,1[ tel que e Vx€eR,VnEN, & Z%’; < emax(x,0) (|X_|:+11)I ) courbe représentative Cr admet en Mo une tangente 7 d’équation y =f(xo)(x—x0)+f(x0).
f(b) = i f9(a) (b-a)) + Fr (a4 t(b—a))(b _ gt k=0 " n : g @ Sif est deux fois dérivable sur /et f">0 (resp. <0)
= K (n+1)! En particulier pour x =1 et n =7, partant de e < 3, on a % S < 10~ et alors sur /, alors f est convexe (resp. concave) sur /.
7 8! 8l La formule de Taylor-Lagrange donne " @, T
@ En particulier, si f est de classe C" et (n+ 1) fois dérivable entre 0 et x 1 _ 685 est une approximation de e 3 10~ prés. On trouve ainsi e & 2,7182... Vx € I, 3t €]0,1],
(x € R), alors il existe t €]0,1[ tel que kI 252 . a %
/ 1 2
foo = (321 ) 1) 0 o L N - T f(x)=F o)+ (o) (xx0)t5 f (Xo+t(xfx::))(xfx:f:) s
= . i & = _ X ol - T )
v K (n+ 1) naVx eR, "_!Tm ] 0 et alors e 2 A ol l'on a noté g "_Eng. et 'on en déduit

+o0 2% +oo 2k+1 Vx €1, f(x) > (resp. <)f(x0) + f'(x0)(x — x0)-
Proposition 5.4 (Inégalité de Taylor-Lagrange) © De maniére similaire, Vx € R, cosx = Z(—l)"ﬁ et sinx = Z(—l)“m. ’ ’ 5 » 3
£ ! !

— ' _ Cas " >0 Cas f" <0
Soit f une fonction de classe C" sur [a, b] et (n+ 1) fois dérivable sur ]a, b|. K=o aE:_je::;Le:) t:em’;fs, Cr est au-dessus (resp.
Si |f"*1)| admet un majorant M > 0 sur ]a, b], alors :

Formellement, en remplacant x par ix, on obtient pour tout x € R :

fa) f@)
D Foo k too 2k+1 P a n a
f¥(a) K (b—a)™? ix K X q PR En particulier, si f'(x0) = 0 (i.e. xo est un point ¢ T
) ——(b— e = -1) 1) .. o N st
f(b) ; k! G=ay|| < (n+1)! € kZ;( b (2k)! +I[(Z;( 1 (2k +1)! critique de f), alors f admet un minimum (resp. ;.- . - ! 3
-° B - maximum) global en xo.
et |'on retrouve la définition de I'exponentielle complexe : € = cos x + isin x... D ( " e

B
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Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle /, xo € I, Mo (xo4, f(xo)). Sa
courbe représentative Cr admet en Mo une tangente 7 d’'équation y = f’(xo)(x—xo)+f(x0)-

Si f est trois fois dérivable sur /, si f"'(x0) =0
et £ >0 (ou < 0) sur /, alors f” est monotone

et change de signe en xo.
flz) flz).

La formule de Taylor-Lagrange donne a
vx € 1, 3t €]0,1], i T

1 T
f(x)=f(x0)+f (x0)(x—x0 )+6 f”/(xo+t(><—><o))(x—xo)3 Cy

flen) Flzo)
et I'on en déduit, e.g. lorsque "' >0 :
Vxel, f(x) {f ;(X“) 1 )’:(X“)(X ) six i o
X X0)(x —x0) si x = x z z z
2 f(x) (o) n) dxS5 Cas f"' >0 Cas f'"' <0
Dans ce cas, la courbe Cr traverse sa tangente 7.
La fonction f change de concavité en xg et la courbe
Cr admet en My un point d’inflexion. fie). c fe)
f

En particulier, si f'(x) = 0 (i.e. xo est un point /i) = fao) |-
critique de f), dans ce cas f n'admet ni minimum
ni maximum en Xg.

Soit x1,x2, x3 des réels distincts et y1,y2, y3 des réels. Déterminons les polynémes P
de degré au plus 2 tels que P(x1) = y1, P(x2) = y2, P(x3) = ys.
Pour cela on introduit les polynémes « élémentaires »
X)X —x)  , _ (X=x)(X—x) . (X=x)(X =)
te (1 — x)(xa — x3)’ T (e —x1)0e —x1)’ T (s —x1)(xa—x)
Remarquons que L1, L, L3 sont de degré 2 et vérifient L1(x1)=1, L1(x2) = L1(x3s) =0,
L2(x2)=1, L2(x1) = L2(x3) =0 et L3(x2)=0, L3(x1)=L3s(x3)=1.
Posons alors P = y;1 P1 + y2P> + y3P3. On constate aisément que P vérifie les
conditions requises : deg(P) < 2 et P(x1) = y1, P(x2) = y2, P(x3) = y3.
P(x)

Remarque : en fait, P est le seul polynéme
vérifiant ces conditions. En effet, s'il existait
un autre tel polynéme Q, le polynéme Q — P
serait de degré < 2 et admettrait x1,x2,x3
comme racines, ce qui entraine nécessaire-
ment Q — P =0, soit Q = P. o=
Interprétation géométrique : par 3 points
distincts non alignés, il passe une unique
parabole d’axe vertical. On dit que l'on a
« interpolé » les trois points par une parabole.

Généralisation : étant donnés n réels distincts xi, ..., x, etn réels y1,...,yn,, on peut

construire selon le méme procédé un polynéme P tel que P(x1)=y1, ..., P(xn)=Yn.

Y
Application : interpolation d’une fonction 13
Déterminons la fonction polynéme de degré :
< 4 qui interpole la fonction sinus aux points a
™ ™ 2
x1=-T,x=—7,x3=0,X = -, Xs =T. 1

Les polyndmes de Lagrange élémentaires as- N E
sociés a ces points s'écrivent -2
L= Z(X+HXX-F)(X-n) 5
Ly =—2(X+m)X(X = Z)(X —) =
L3= %(X+7r)(X+%)(X7§ (X —m) y
Lo=—35% (X +7)(X + F)X(X —) 5
Ls= Ze(X+m)(X+F)X(X-73) :
et le polynéme d’interpolation s’obtient selon 2
5 :

P= Z £ () L ST s 3
’ k=1 2
soit . g &
P=——X>+_—X. +
373 w 3 B ©

Remargque : |'interpolation ne fournit pas nécessairement une bonne approximation
globale...

Exemple : pour la fonction sinus avec des points équirépartis sur [—m, 7], il y a un
« effet de bord » (phénoméne de Runge)...

n = 60 points n = 80 points

Au voisinage de 7

| | o Soees™

[ Aimé Lachal |

http ://math.univ-lyon1.fr/ ~alachal /diaporamas/
diaporama _sinus_ eulerien.pdf
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Division euclidienne
Racines (multiplicité, caractérisation, factorisation sur C et sur R)
Formule de Taylor-Lagrange (énoncé et applications)

Cas des polynémes

Inégalité de Taylor-Lagrange et calcul numérique

Détermination de la position courbe/tangente

Etude de la convexité, détermination de points d'inflexion
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