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1. Formule de Taylor-Young a) Rappels

Rappels

Soit xo € R, n € N* et f une fonction définie sur un voisinage de xp.

© Le fait d'étre dérivable en xp pour f entraine la continuité de f en xp.

® Le fait d’étre n fois dérivable en xo pour f entraine I'existence de "~ sur un
voisinage de xp et a fortiori la continuité de f sur un voisinage de xo.
Plus précisément, on a méme

f est n fois dérivable en x
— f est de classe C("~? sur un voisinage de xp et de classe ") en xo.

© L'écriture f(x) = g(x)+ o(h(x)) signifie qu'il existe une fonction ¢ telle que,
X—Xo

au voisinage de xo, on ait f(x) = g(x) + e(x)h(x) avec lime = 0.
X0

En particulier, I'écriture f(x) = g(x) + o((x — x0)") signifie qu'il existe une
X—rXQ
fonction ¢ telle que, au voisinage de xo, on ait (x) = g(x) + (x)(x — x0)"
avec lime = 0.
X0




1. Formule de Taylor-Young
Théoréme 1.1 (Formule de Taylor-Young a I'ordre n)

Soit xg € R et f une fonction définie sur un voisinage de xo.
Si f est n fois dérivable en xo, alors

"(xo0 2 () (xo . )
£, o) 1/ Ga) (50 + 5 (x5
") (x ) i !
Xfxozf ( )(X x0) 4+ o((x — x0)").

Autre formulation : en posant h = x — xo,

’ f' " (x0) n
flxo+h) = (xO)+f(xO)h+ (X°)h2 --+%h +o(h")

h—0 pre k(|X0) h + (h )

o’

Exemple 1.2 (Formule de Taylor-Young aux ordres 1 et 2)

® Ordre 1 : si f est dérivable en xo, alors
f(x) :X f(xo0) + f’(Xo)(X — x0) + o(x — o).

® Ordre 2 : si f est deux fois dérivable en xg, alors

f(x) xfxo f(xo0) + f’(xo)(x — x0) + %(x — xo)2 + o((x - xo)z).




1. Formule de Taylor-Young c) Taylor-Lagrange versus Taylor-Young

Comparons les deux énoncés des formules de Taylor-Lagrange et Taylor-Young :

Taylor-Lagrange : si f est de classe C" sur [xo, x] et (n+ 1) fois dérivable sur
]x0, x[ (ou plus simplement si f est (n+ 1) fois dérivable sur [xo, x]), alors

~ (%) i, F" P (0 + t(x = x0)) nt1
3t €]0, 1], f(x):Z ;i (x —x0)" + (n 1)l (x —x0)""".

k=0

Taylor-Young : si f est n fois dérivable en xp, alors il existe une fonction ¢ telle
que, au voisinage de xo,

n (k) X0 " ) .
f(x) = Z f k(! )(X —x0)" +e(x)(x —x0)" avec lelons =0.

k=0

Les hypothéses portant sur f sont plus fortes avec la formule de Taylor-Lagrange
(f (n+ 1) fois dérivable sur un intervalle fermé) qu’avec celle de Taylor-Young
(f n fois dérivable en un point). Mais la nature du résultat n’est pas la méme :
la formule de Taylor-Lagrange a un caractére global (les réels x et xo peuvent
étre «trés» éloignés);
la formule de Taylor-Young donne un résultat local (elle n'a de sens qu'au
voisinage d'un point).




1. Formule de Taylor-Young d) Cas des fonctions usuelles

Voici une liste d'exemples qu’il faut connaitre.

Exemple 1.4 (Fonctions usuelles au voisinage de 0)

2 X3 4

X X X x" n
.exf 1+x+ — +7+7+,,,+7+0(X)

2! 3. 41
+O( 2n+1)

2 2

X3 X5 X2n+1 -

.Sh(X): +§+5 +"'+m+0(x )
° X2 n X2n 2n+1
cos(x)xiol—a—k——-” (-1) 2n)] + o0 (x*")

° sin(x)xiox——_1-*._..._1_(_1)"”7

® Pour tout o € R, ( 1)
(1+x)* = 1+ax+%x2
X—

1_::_)(Xio1—x+x2—---—|—(—1)"x"+o(x")
o 1 _ 1+ x4+ X+ +x"+0(x")
1— x x—0 2 3
_ _Xi L_ n—1X
oIn(l—i—x)X:OX 2:—33 + (- 1,,) n—i—o( )
°In(l—x) = x XX ——}—o(x")
x—0 2 3 n
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2. Développements limités a) DL en un point

Définition 2.1 (Développement limité en xp)

Soit f une fonction définie au voisinage de xo (pas nécessairement en xo).
On dit que f admet un développement limité d’ordre n en xo (noté DL,(xo))
lorsqu'il existe des coefficients ao, . .., a, tels que

f(x) X_:MO ao + a1(x — x0) + az2(x — Xo)2 + -+ an(x — x0)" + o((x - Xo)").

Le polynéme ag + a1.X + axX? + - - - + a,X" est appelé partie réguliére du DL,(xo).
Autre formulation : en posant h = x — xo,

f(xo + h) o +arh+ash® 4+ -+ a,h" + o(h").

On peut également définir des développements limités a droite et a gauche en xo.

La formule de Taylor-Young fournit pour toute fonction f n fois dérivable en x un
f(k)(XO)
k!

Mais en pratique, pour établir des développements limités en xo, on utilisera
rarement cette formule qui nécessite le calcul des dérivées successives de la fonction.

DL,(x0) de coefficients ax = ,0< k< n.

On s'appuiera sur les développements limités obtenus en 0 par cette formule pour les
fonctions usuelles et on utilisera le changement de variable h = x — xo ainsi que les
propriétés des DL qui seront énoncées ultérieurement.




2. Développements limités b) DL en l'infini

Etant donnée une fonction f définie au voisinage de +0c0, le changement de variable

X = 1/x permet d'obtenir un développement limité de f en l'infini a partir d'un

DL,(0) de f(1/x), c'est-a-dire une écriture valable au voisinage de I'infini de la forme
ar | a2 an 1

flx) = ao+;+;+-~+;+o(—>.

x—Foo xn

4

Exemple 2.4 (Développement asymptotique et asymptote)

Si une fonction g définie au voisinage de l'infini est telle que g(x)/x admette un

1 .
DL2(£0o0) de la forme ap + S a% aF o(—z), on peut écrire
X X X

as 1
g(x) = ax+a+—+ol-).
x—+oo X X
Cette écriture est appelée développement limité généralisé ou développement
asymptotique et met en évidence une asymptote pour g d'équation y = apgx + as.
De plus le signe du coefficient a» indique la position locale au voisinage de oo de
la courbe représentative de g par rapport a cette asymptote.

Par exemple, au voisinage de +00, si a2 > 0 (resp. a2 < 0), alors la courbe est
au-dessus (resp. au-dessous) de son asymptote.




2. Développements limités c) Cas particulier des DL, et DL,
Proposition 2.5 (DL, et DL;)

Soit f une fonction définie au voisinage de xo.

® f admet un DLo(x0) ssi f admet une limite finie en xo. Plus précisément :

f(x) e +o(1) — Jim f(x) = ao.
X#Xo
f est alors prolongeable par continuité en xo. On posera f(xo) = ao.

® f admet un DL1(xo) ssi f est dérivable en xo (aprés prolongement par
continuité en xo). Plus précisément :

f(x) e +a1(x — x0) + o(x — x0) <= lim f(x) = ao et f'(x0) = a1.

X—>X0

Si n > 2, pour une fonction f définie sur un voisinage | de xo, le fait d’étre n fois
dérivable en xo est une condition suffisante pour admettre un DL,(xo) (donné par la
formule de Taylor-Young) mais non nécessaire. Autrement dit, I'existence d'un
DL,(x0) avec n > 2 ne garantit pas |'existence de la dérivée n® de f en xo.

Exemple : la fonction x — x*sin (1) admet un DL>(0) mais n’est pas 2 fois
dérivable en 0.




2. Développements limités d) Quelques propriétés

Proposition 2.7 (Diverses propriétés)

® Sif admet un DL,(xo) alors f admet un DL,(xo) pour tout p < n obtenu par
« troncature » au degré p du DL,(xo).

® Si une fonction admet un DL,(xo) alors celui-ci est unique (i.e. les coefficients
ax sont uniques).
Conséquences :
® Sif admet un DL,(xo) et est n fois dérivable en xo, alors la formule de
Taylor-Young fournit le DL,(xo) de f :
K
Vk € {0,...,n}, ak= fl L(lxo).

® Sif est paire et admet un DL,(0) alors sa partie réguliére est paire (i.e.
uniquement avec des exposants pairs).

® Sif est impaire et admet un DL,(0) alors sa partie réguliére est impaire
(i.e. uniquement avec des exposants impairs).

| A\

Exemple 2.8

© Les fonctions cos et ch sont paires et admettent des DL de partie réguliére paire.

® Les fonctions sin et sh sont impaires et admettent des DL de partie réguliére impaire.
i




2. Développements limités e) Opérations

Proposition 2.9 (Addition, multiplication, division)

Soit f et g deux fonctions admettant des DL,(xo) de la forme
f(x) = P(x—x)+o((x—x)") et g(x) = Q(x—xo0)+o((x—x)")
X—+X0 X—rXo
ou P et Q sont des polynémes de degré au plus n. Alors :
® 7+ g admet pour DL,(xo) :
(F+8)(x) = (P+Q)(x—x)+o((x—x)");:
X—X0
@ f x g admet pour DL,(xo) :
(Fxg)(x) = (Px Qulx—x)+o((x—x)")

ot (P x Q)(n) est le polynéme déduit de P x Q en ne conservant que les termes
de degré au plus n;

® si de plus g(x0) # 0, g admet pour DL,(xo0) :

(£>(X) =, Rlx=x0) +o((x = x)")

ou R est le quotient de la division suivant les puissances croissantes de P par Q
a l'ordre n.

4




2. Développements limités e) Opérations
Exemple 2.10 (Autour des fonctions cos et ch)
Calculons les DL7(0) des fonctions x> cos x+chx, x — (cos x)(chx), x — (cos x—1)(chx—1)

On part des DL7(0) de cos x et chx :
VS U TP _ o la 4 1o g
cosx S 1 X X 7 FOX) et chx = 1S o X g X Ho(x).

® Somme : cosx +chx = 2+ ix4 + o(x").
x—0 12
. 1
® Produit : (cos x)(ch x) ~ 1—=x* 4+ o(x").
—

x 6
Remarque : si on développe complétement le produit des parties réguliéres, on trouve
1o, 1 4 1 5 1o 1 4, 1 5 14 1 8 L 12
— X4+ —x"— X NI+ =x"+—x"+—x")=1— X"+ —x" — X c.
( 2 + 24 720 + 2 + 24 + 720 6 2880 518400

1 1 . . . 1 . . N
Les termes mxs et —mxlz sont inutiles puisque I'on doit tronquer ce produit a
I'ordre 7. De plus, ces termes ne sont pas significatifs. Si I'on pousse les DL de cos et ch
5 T _ 1.4, 1 .8 1 12 12
a l'ordre 12, on trouve en effet (cos x)(ch X)Xzolfgx o O T A @)

. 1
® Autre produit : (cosx — 1)(chx — 1) = —2x* + o(x").
X—>

4
Remarque : ici, il est suffisant de prendre des DL de cos et ch d'ordre 5 :
_ 1o 1 4 5 _ 1o 1 4 5
cos x 1X:>0 5% —I—ﬂx +o(x®) et chx IX:>0 5% +ﬁx + o(x°).




2. Développements limités e) Opérations
Exemple 2.11 (Tangente/cotangente)

Calculons le DL3(0) de la fonction tan. On part des DL3(0) de cos x et sinx :

1 . 1
cosx = 1—=x*+0o(x®) et sinx = x— x>+ o(x%).
x—0 2 x—0 6
® Division de sin x par cos x.

Puisque cos(0) # 0, tan admet un DL3(0) obtenu par division suivant les

puissances croissantes de x — 2x> par 1 — 2x* a l'ordre 3 :

1,3 |7 _ 1,2

X—g EX
—(X—% 3) X—|—%X3 .
133 soit tanx = x+ =x> 4 o(x°).
13 x—0 3
— 1
0

® Division de cos x par sin x.
En revanche, sin(0) = 0. Pour obtenir un développement de cot, on ne peut pas
utiliser directement la régle, mais on peut toutefois effectuer formellement une
division suivant les puissances croissantes de 1 — 2x” -+ o(x?) par x — x> + o(x?) :
1- 3+ 0(x?) | x = 2x3 4+ o(x?)

—(1-32x+0o(x*)| £ - ix+o(x)

x . 1 1
) soit cotx = = — §X+ o(x).
1.2 2
—3x"+o(x7) Il s'agit d'un DL généralisé...

o(x?)




2. Développements limités e) Opérations

Exemple 2.12 (Asymptote oblique)

= : 2 14
Etude en o0 de la fonction f définie par f(x) = %
= . . X .
® Equivalent asymptotique : on a f(x) e D donc XEEOO f(x) = foo.

La courbe représentative Cr admet une branche infinie en 00 que I'on va étudier.
. 1 ,
® Changement de variable : h = — que |'on reporte dans f(x) :
X

_1-6h+140" 1 _ o(h)

FCO="3n—am =& " 4(h)
e Division de @(h) par 1(h).
Puisque ¢(0) # 0, i(:; admet un DL2(0) obtenu par division suivant les

puissances croissantes de 1 — 6h + 14h? par 2 — 4h a I'ordre 2 :

avec p(h)=1—6h+ 14h° et ¢(h)=2 — 4h.

2
1=6h+14h™ 12— 4h ce qui fournit 20— L _op L a2 4 o(2)
—(1—2h) L — Bl G4 w(f) h—02
—4h + 14h? puis f(x) o oh —2+43h+ o(h)
—
—(—4h + 8h?) . _x 3 1
T N A e

Il s'agit d'un DL généralisé...




2. Développements limités
Exemple 2.13 (Asymptote oblique)

Etude en o0 de la fonction f définie par f(x) = %
® Interprétation géométrique :
Le DLG f(x)x_):ioo%—Z—!—%—!—o % fournit |'équivalent f(x)—(%—2) x—)A:;:oo%.
Ainsi lim [f(x) - (% - 2)] =0~ et lim_ [f(x) - (% - 2)] — ot

Donc la courbe Cr admet une asymptote D d'équation y = 5 — 2 en fo0.
De plus Cr se situe au-dessous deyD au voisinage de —oo et au-dessus de D au
voisinage de +oo0.

5 B 7 % 5 % 3 2 -1 o] 1 S —% & & 7 & $ 1 11 12 i3 5T




2. Développements limités
Proposition 2.14 (Composition)

Soit f une fonction définie sur un voisinage de xo admettant un DL,(xo) de la forme
f(x) = P(x—x0)+o((x—x)")

X—Xo

et g une fonction définie sur un voisinage de yo = f(x0) admettant un DL,(yo) de la

forme n
gly) =, Q=) +o(ly —x)")
ol P et Q sont des polynémes de degré au plus n. Alors g o f admet pour DL,(xo) :

(8o f)(x) e (Qo P1)m(x —x0) + o((x — x0)")

otl Py = P — yo est le polynéme P privé de son terme constant et (Q o P1)(,) est le
polynéme déduit de Q o Py en ne conservant que les termes de degré au plus n.

Formulation simplifiée : si f et g sont des fonctions définies sur un voisinage de 0
telles que f(0) = 0 admettant des DL,(0) de la forme

f(x) 5, PO +o(x") et g(y) = Q) +o(y")
alors g o f admet pour DL,(0) :
(gof)(x) = (Qo P)(m(x) + o(x").

14



2. Développements limités e) Opérations

Exemple 2.15 (Composée d’exponentielle et de racine carrée)
Déterminons le DL3(0) de la fonction ¢ : x — +/e* + 1. On part des DL3(0) :

|
N

e = 14+u+t u 4+ 2 u —|—o( ) et V1+v = 1+%v—%v2+%v3+o(v3).
v—0

u—0

Onae™+1 = 244x+8x>+ %x3 + o(x3) = 2(1 +2x 4+ 4x% + 1—36x3 + o(x3))
x—0 x—0
que I'on reporte dans ¢(x) (prendre garde au facteur 2 du DL ci-dessus) :

= 16
@(x)/ﬁ)(: \/1—1— 2x + 4x2 + x3—|—o(x3)]
1+1 [2X—|—4X +16X3+O( )]—%[2X+4X2+%X3+0(X3)]2
i [2x+4x +16x3+ ( )} +o[2x+4x2+%x3+o(x3]3

1+ x+2x% + 8x 1 o(x ) — %[(2)()(1 =D - gxz —|—o(x2))]2
+— [(2X)(1 + 2x + §x2 + o(x2))}3 + o(X3)
= 1+ x+2x°+8x*+0(x*) — 1x*[14+4x+o(x)] + 2x°[1+0(1)] + o(x?)

X—r

= 1+X+%X2+%X3+O(X )

x—0
Remarque : en pratique, on pourra omettre dans les calculs tous les «o» excepté le dernier o(x3)

La fonction ¢ admet ainsi le DL3(0) :
p(x) = \f+\/§x+3‘2[x2+7‘[x +0o(x%).




2. Développements limités e) Opérations

Exemple 2.16 (Composée d’exponentielle et de racine carrée)

|
N

Déterminons un développement de la fonction v : x — v/e**—1.On part des DLen 0:

2 3 4 4 2 3 3
e :01+u+%u —|—%u +2—14u +o(u)et \/1+vviol+%v—%v +1i6v +o(v?).

u—
On a &* —1 = 4x—|—8x + gX3—|— 32x4—|—o( ) = 4x(1—|—2x—|— §X2+ %x3—|—o(x3))
x—0

que l'on reporte dans ¢(x) (prendre garde au facteur 4x du DL ci-dessus) :
P(x) /(2f) \/1 2x + §x2 + §x3 + o(x3)]

= 1 + [2x—|— 5 4 8x3 + o( )] — %[2x+ gx2 + %X?’ + o(x3)}2

x—0
T [2x + §x2 + §><3 + o(x )] + o[2x + gxz + gx?’ + o(x3)}3

= 1+x+3x°+ 23+ 0(x%) — 2[(2x)(1+ 2x + %xz—i—o(xz))}2

X—>0+

+3=[(2x) (1 + 3x + 3x ® 4+ o(x ))}3+O(X3)
= 14+ x+2x+3x3+0o(x®) = 3x°[14 Ex+o(x)]+ 2 x°[1+0(1)]+0o(x?)

x—>0Jr
= 1+x+2x*+ 33+ o(x )
X—>0+
La fonction 1 admet ainsi le DL généralisé (ou développement asymptotique) :

w(X) :0 2\/*+2X3/2+ 5 5/2+X7/2+O(X7/2).
x—




2. Développements limités e) Opérations

Exemple 2.17 (Composée d’exponentielle et de cosinus/sinus)

Considérons les trois fonctions

11X ecos(2)<) +el+sin(x)7 21X — ecos(x) +el+% sin(2x)7 P3:X ecos(x) +e1+sin(x).

Déterminons leur DL4(0). Partant des DL4(0) usuels
_ 1,2, 1,4 4 R 1,3 4
cosuuzol—gu + 5 u’ +o(u*), sinu = u—gu +o(u*),
v

e 301+v+%v2+%v3+2—14v4+o(v4),

on trouve (prendre garde au terme constant 1 dans les DL ci-dessus et dans ¢1, 2, ¢3) :

cos(x) e 2 e 4 4
e = e— X"+ =x +o(x
.65t ()
2 2 4 4
e — o ey —|—%x —|—o(x)
x—0
1+si 2 4 4
e = epex+ £x* — x* +o(x*)
—0

1+1 sin(2x) e 3

2 5e 4 4
= etex+ 5x° — 5x° — =x" 4+ o(x
) 2 2 8 (x*)

que I'on reporte dans p1(x), p2(x), p3(x) :

p1(x) = 2e +ex — x4+ Sex® +o(x*),

@

2
v2(x) e 2e + ex — §x3 — %x‘l + o(x4),

p3(x) = 2e +ex + ix“ + o(x4).

X




2. Développements limités e) Opérations

Exemple 2.17 (Composée d’exponentielle et de cosinu us)

Considérons les trois fonctions

cos(2x) 1-+sin(x)

P1iX > € te A ecos(x) + el+% sin(2><)7 P3:X eccvs()() + e1+sin(x).

Application géométrique :
Les DL tronqués " 5
_ 3
p1(x) = 2etex—Fx'+ o(x?),

P

, - - e 3 3
v2(x) T, 2etex—ox +o(x%),
o e 4 4
w3(x) =, 2e +ex+ =x* +o(x*).
nous informent que les courbes représentatives

C1, Ca, C2 de ¢1, 2, p3 admettent en 0 la
méme tangente 7 d’'équation y = ex + 2e.

De plus, au voisinage de 0 : ’
°© QD](X) - (eX ar 26) ~ 7%)(2 00010
x—0 o

donc C; est au-dessous de T ; ¥ = ox(a) — (ex -+ 20)

o 3 0.0006
® r(x) — (ex + 2e) o T 2X

donc (> traverse T ;
® p3(x) — (ex +2e) ~ =x*

x—0 24 o3 0z o1 0 01 oz o3 o% T T
donc Cs est au-dessus de 7 (cf. zoom).

000041

0.0002{

-0.00021




2. Développements limités
Exemple 2.18 (Composée de sinus et sinus hyperbolique)

sh(sin x) — sin(sh x)
x5 — sin®x
Posons ¢(x) = sh(sin x) — sin(sh x) et ¥(x) = x® — sin®x.

Considérons la fonction f : x

. Calculons la limite lim f(x).
x—0

® Numérateur de f : on part des DL7(0)

i — 13,1 .5 1 .7 7 — Loy 1oy 1 7 7
sSinX = X—gX +120X 5040 % +o(x ) etshv = v—|—6v —|—120v +5040v —l—o(v )
x—0 v—0
: _ 1.3, 1.5 1 .7 ir, 13, 1.5 1 713
sh(smx)X:O[x ¢ + 135" — soaoX’ ] T 5 [x = 5% + X" — s0a%']
1 1.3 1.5 1 715 1 1.3 1.5 1 77
+526[X— 5%+ 135X — g X | - zem|X— 6% + 16X — maapX | Hol)

[x = 85 + 305" — siox] + 5 [x (1= 35 + 5px*)]

3 [ (1= 5]+ spag b +o (")

=0 X8+ 25X° — s X"] + 67 [1+3(= X" + px") +3(36x"))
+120%° [ = §x7 1+ 55X +0(x7)

= X— 1x5+ 1x7+o(x7).
0

X—r E %
De méme :
sin(shx) = x— £x° — &x" 4+ o(x").
: e . _ 1.7 N L L7
La fonction ¢ admet ainsi le DL7(0) : ¢(x) = 35x" + o(x") X 1.




2. Développements limités e) Opérations
Exemple 2.18 (Composée de sinus et sinus hyperbolique)
Considérons la fonction f : x — i) = SlE)

5 . Calculons la limite lim f(x).
x5 — sin®x x—0
Posons ¢(x) = sh(sin x) — sin(sh x) et ¥(x) = x® — sin®x.

@® Dénominateur de f : on part du DL3(0) sin x =, X~ 23+ o(x%).
X—

sin‘r'xxf>0 [X — %x3 + o(x3)]5 o [X(l — %xz + o(xz))]s
= x° [1 — %xz + o(xz)] = x°

X:O x—0
La fonction 1) admet ainsi le DL7(0) : ¢(x) = 2x" 4+ o(x") ~ 2x".
x—0 x—0
Y

= %x7 + o(x7).

— courbe de ¢
— courbe de v
— courbe de x —+ x”




2. Développements limités e) Opérations

Exemple 2.18 (Composée de sinus et sinus hyperbolique)

sh(sin x) — sin(sh x)

Considérons la fonction f : x —

5 . Calculons la limite lim f(x).
x5 — sin®x x—0
Posons ¢(x) = sh(sin x) — sin(sh x) et ¥(x) = x® — sin®x.

© Limite de f : On obtient finalement

Fix) = £ asx’

2 soit lim f(x) = 2
P(x) x=0 2xT 75 x—0 75

f(z)

0.05

i 08 08 -04 02 0 02 04 05 08 i YWY/ V




2. Développements limités e) Opérations

Proposition 2.19 (Dérivation/intégration)

Soit f une fonction définie continue en xp et dérivable au voisinage de xo.
Si f' admet un DL,(xo) alors f est de classe C* en xo et admet un DL,11(x0).
Plus précisément, si le DL,(xo) de f' est de la forme

f'(x) = a0+ a1(x — x0) + a2(x — x0)* + - -+ + an(x — x0)" + o((x — x0)")
X—X0
alors le DL,11(x0) de f est donné par

(x) f(xo)—l—ao(x xo)—l——(x xo) N (x— xo)+ —l—o((x xo)"+1)

.

n+1

Exemple 2.20 (Arctangente)

Appliquons la régle précédente a la fonction f = arctan en 0.

La fonction f est dérivable sur R et f'(x) = 1_& 5 De plus f" admet le DL,(0)
1 - 2 4 n_2n 2n
mx:ol_x +x" =4+ (=1)"x7" + o(x"").
Donc f admet le DL,11(0) obtenu par intégration (avec f(0) = 0) :
— _ 1 3 1 5 _1\" 2n+1 2n+1
arctan(x) T X T 3X + 5X +(-1) CTIEs + o(x"""7).

Soit f(x) = x>sin (1). f admet un DL>(0) alors que f’ n'admet pas de DLy (0).




Enrésume..  pa
Notions a retenir

¢ Formule de Taylor-Young (énoncé)
e Développements limités
* Connaitre les DL usuels
Calculs de DL par opérations diverses
Utilisation pour les calculs de limites
Détermination de la position locale courbe/tangente
Etude de I'allure locale d’une courbe
Détermination de branches infinies, d’asymptotes

*

b S
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