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@ Deux techniques d'intégration
o Intégration par parties
o Changement de variable

@ Intégration des fonctions rationnelles réelles
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o Exemples préliminaires
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o Intégration des éléments simples
o Synthése de la méthode d'intégration

o Exemples de synthése

On a vu dans le chapitre «Intégrale de Riemann» que toute fonction continue sur un
intervalle / admet des primitives et que celles-ci différent toutes 2 & 2d’une constante.

On notera x — [ f(x)dx une primitive de f sur / définie donc a une
constante additive prés. On dit que [ f(x)dx est une intégrale indéfinie par
b
opposition a / f(x)dx qui est appelée intégrale définie.
a
Exemple : /xdx = %Xz + Cste ou Cste désigne une constante réelle.

On rappelle la notation [F(x)}: = F(b) — F(a).

Soit u et v deux applications de classe C* définies sur un intervalle | a valeurs
réelles ou complexes.

Y(a, b) € I?, / u(x)v'(x)dx = [u(x)v(x)}: = / u' (x)v(x)dx.
/u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) — / o' (x)v(x) dx.

Formulation mnémotechnique : / udv = uv — / vdu.

Soit P € R[X] un polynéme de degré n.

En choisissant u(x) = In(x) et v/(x) = P(x), alors u(x) = % et v(x) = Q(x) ou @
est un polyndme primitive de P (de degré n+ 1) que I'on choisira sans terme
constant (de fagon a avoir Q(0) = 0), I'IPP donne

[P0 e = 00 o)~ [ 9 e

Notons que x — Qix) est une fonction polynéme de degré n (puisque Q(0) = 0), elle

admet donc pour primitive une fonction polynéme R de degré n+ 1, et I'on trouve :

/P(x) In(x) dx = Q(x) In(x) — R(x) + Cste.

Exemples :
pour P(x) = 1, on choisit Q(x) = x qui donne R(x) = x et |'on obtient une
primitive de In(x) :
/ In(x) dx = x In(x) — x + Cste.

n+1 1

pour P(x) = x", on choisit Q(x) = %7 qui donne R(x) = % et I'on
obtient : N x"1 XL
/x In(x)dx = = In(x) — iy + Cste.

Soit a € R* et P € R[X] un polynéme de degré n.
En choisissant u(x)=P(x) et v/(x)=e™, alors u’(x)=P'(x) et v(x)=1e> et I'IPP

donne /P(x) ™ dx — éP(X)eaX _ %/p’(x) ™ dx.

Notons que P’ est un polyndme de degré n — 1. Ainsi, I'IPP permet d’« abaisser » le
degré du polyndme présent dans I'intégrande initiale.

En réitérant ce procédé, on abaisse progressivement le degré de P pour arriver in
fine & une primitive d'intégrande e :

/ P(x)e™ dx = Q(x)e™ + Cste
ol Q est le polynéme de degré n s'exprimant selon

1 P S SSOYRNIL < VPV QT
QE)=ZP()= P ()+ 3P (x)= - +(-1)" 5P (x)—;(fl) PP,
—0
Application : supposons le réel a négatif. Alors, pour tout k€N, lim P(k)(x)eaX:O.
x—+00

+o0 A
Ainsi, en notant / = lim / , on trouve
0

A-rtoo [

/W P e dx = 3 (-1 1P o).

© k=0

Soit a, b deux réels non simultanément nuls. Supposons e.g. a # 0 (sinon b # 0).
En choisissant u(x)=cos(bx) et v/(x)=e™, alors u’(x)=—bsin(bx) et v(x)=1e™

et I'lPP donne
nn /cos(bx)eax dx = %cos(bx)eax + g /sin(bx) e™ dx.

En choisissant u(x)=sin(bx) et v/(x)=e®, alors u'(x)=bcos(bx) et v(x)=1e>,
une nouvelle IPP donne

/sin(bx) e™dx = ésin(bx) e — g/cos(bx) e™ dx
que |'on reporte dans la premiére formule :
' ax 1 b o B ax
/ cos(bx) e™ dx = (5 cos(bx) + 7 sm(bx)) == / cos(bx) e™ dx

acos(bx) + bsin(bx) o

21 b2 + Cste.

d’ou I'on extrait/cos(bx) e™dx =
La méme méthode conduirait a
—bcos(bx) + 35i"(b><)eax

/sin(bx) e™dx = 210

Application : soit ¢ € C*. En posant ¢ = a+ ib avec a, b réels non simultanément
nuls, et en rappelant que e = e (cos(bx) + isin(bx)), on obtient une primitive de

X e™ 1
/e“x dx = Eecx + Cste.

+ Cste.

Un calcul préliminaire
Soit a, b deux réels et f une application définie sur [a, b] (ou [b, a]) de classe C2.
En choisissant u(x)=(b — x) et v/(x)=f"(x), alors u'(x)=—1 et v(x)=f'(x) et
I'lPP donne

b b
/ (b—x)f"(x)dx = [(b —x)f’(x)]: + / f'(x)dx = f(b) — f(a) — f'(a)(b— a)

ot F(b) = F(a) + £ (a)(b—a) + /b(b — X)F"(x) dx.

Généralisation
Soit a, b deux réels et f une application définie sur [a, b] (ou [b, a]) de classe
c™. Alors : ”

() (3 k b =x)" (41
fey =S @) +/ (=2 0201 g

k!
k=0
Remarque : la fonction (") étant continue, on peut appliquer la formule de la
moyenne :
b (h—x)" b (h—x)" (b—a)™?
(n+1) _ g(n+1) _ (n+1)
Jce[a b, / B o g (c)‘/a L = o o)

On retrouve la formule de Taylor-Lagrange avec des hypothéses plus fortes.
(La formule de Taylor-Lagrange requiére que f soit de classe C" sur [a, b] et
(n+ 1) fois dérivable sur ]a, b[.)

Soit ¢ une application de classe C* sur [a, b] a valeurs réelles et f une
application continue sur l'intervalle ©([a, b]) a valeurs réelles ou complexes.

Alors : " "
/ f(',o(t))',o'(t)dt:/ F(x) dx.

Je(a)

Si, de plus, ¢ est bijective de [a, b] sur [c, 8] = ¢([a, b]),

8 o~ 1(8)
/ f(x)dx:/ F((0) ' (2) dt.

« o1(a)

Formellement, on pose x = ¢(t) et I'on écrit dx = ¢'(t)dt.

Soit | et J deux intervalles, f une application continue sur | a valeurs réelles ou
complexes et ¢ une bijection de classe C* de J dans |.

Si G est une primitive de (fop)x ¢’ sur J, alors Goyp ™" est une primitive de f sur I.

Autrement dit, en posant x = ¢(t) (ou encore t = p~*(x)) :

/ f(x)dx = / f(o(t))¢ () dt = G(t) + Cste = G(p *(x)) + Cste

Soit f une fonction continue sur R. On propose une méthode de calcul de primitives
des fonctions x - f (VX2 + 1), x = f (V1 —x2) et x —~ f(V/x2—1).

Le changement de variable x = sh t fournit dx = chtdt et v/x2 + 1 =ch t, puis
/f(\/x2 T 1) dx = / f(cht)chtdt.
Si I'on dispose d'une primitive F de la fonction t — f(ch t)ch t, alors

/l f(\/x2 + 1) dx = F(argsh x) + Cste.

(Onrappelle que argsh est la fonction réciproque de sh et que argsh x =In (X+\/X2+1) )

Exemple : pour f = idg,

/mdx:/ch%dt:/é(ch(zr)ﬂ)d:
1

= %sh(2t) 4k %f+ Cste = E(Ch tsht+t) + Cste

%(xm + argsh x) + Cste.

Application :

1
/ Vx2+1dx =
0

%[xx/x2+1+argshx}: = %(ﬂ+ln (1+\/§)>




Soit f une fonction continue sur R. On propose une méthode de calcul de primitives

des fonctions x — f(\/X2+1), X f(\/lfxz) et x — f( xzfl).

Soit f une fonction continue sur R. On propose une méthode de calcul de primitives

des fonctions x — f(\/X2+1), X 1‘(\/17)(2 et x — f( xzfl).

Soit f une fonction continue sur R. On propose une méthode de calcul de primitives

des fonctions x — f(\/xz + 1), X f(\/l — x2) et x > f( x2 — 1).

Le changement de variable x =sint (x € [-1,1], t € [-F, 5]) fournit
dx = costdt, /1 —x2 =cost, et sur [-1,1] :

/f(\/ 1-— x2) dx = /f(sin t) sin tdt = F(arcsin x) + Cste
F étant une primitive de la fonction t — f(sin t) sin t.

Application :
L’aire sous |'arc de cercle entre cos 6 et 1 est donnée par ¥

1 0 0
. 1
/msg\/l—xzdx:/o smztdt:/o 5(1—cos(21)) dt =

0 1 . 0 1 .
75715|n(26) =5=5 cos(0) sin(0) sin 61

L'aire du triangle de base cosf vaut %cos(é))sin((-?).

0 9 . . 0
L’aire du triangle circulaire vaut alors —.

2 0 i

Le changement de variable x =ch t (x >

Vx2 —1=sht, et, e.g. sur [1,+o0] :
/f(\/x2 - 1) dx = /f(sh t)sh tdt = F(argch x) + Cste

F étant une primitive de la fonction t — f(sht)sht.
Sur ]-o00,—1], on pourra procéder au changement de variable x=—ch t (x<—1,t >0).

1, t > 0) fournit dx = sh tdt,

Application :
L'aire sous la branche d'hyperbole entre 1 et chf est
donnée par

cho 0 0
/ VxZ 1dx :/ shztdt:/ 5(ch@t) ~ 1) de
1 Jo Jo
O
2
L'aire du triangle de base ch ¢ vaut %ch(&)sh(@).

Yy

sh@s---

1 1 0
:Zsh(29) - == Ech(G)sh(G) 5

L'aire du triangle hyperbolique vaut alors g

Généralisation : intégrales abéliennes (facultatif)

Ces trois exemples permettent en fait de calculer des primitives de fonctions de la forme
f(v/ax2+ bx+c) lorsque a, b, ¢ sont trois réels tels que a>0 ou (<0 et b>—4ac>0).
En effet, il suffit de décomposer le trindme ax? + bx + ¢ sous sa forme canonique et
de procéder a un changement de variable intermédiaire affine (x = au + 3) afin
d’exprimer ax? + bx + ¢ en fonction de v + 1, > —1ou 1 — u?...

Une fonction ou fraction rationnelle F sur R est le quotient de deux fonctions
polynémes P et Q de R[X], Q étant non identiquement nulle. On a donc

P(x) P

F(x) = ——=% pour tout x € R tel que Q(x 0. On pose F = —.

() ) P que Q(x) # P )

On note R(X) I'ensemble des fonctions rationnelles sur R.
On dit que la fraction F est réductible lorsque les polynémes P et Q admettent

Soit F = g € R(X) une fonction rationnelle réelle.

L'objectif de ce paragraphe est de calculer une primitive de F sur R.
On commence par présenter quelques exemples avant de décrire une méthode générale

Exemples étudiés :

2x—5
(x—1)(x—2)"
La fonction rationnelle F admet deux péles simples réels 1 et 2.
L'idée est de « séparer » les facteurs du dénominateur (x — 1) et (x — 2).
a

Soit F(x) =

Pour cela on cherche des réels a et b (s'ils existent) tels que F(x)=

o b
L. Tx—1 x—2
Meéthode « provisoire » :

A A , . +b)x—(2a+b)
un facteur commun de degré>1, i.e. lorsqu'il existe un polynéme R de degré>1 2% 5 on réduit au méme dénominateur : F(x) = (a(xll)(izj;r) i
P P =20 identifi ’ gt ; = =5
et des polynomes P, et Q, tels que P=P,R et Q=Q,R. On a alors F=©= = & | F(x) G-1(-2) on identifie avec I'expression initiale de F : a+b=2et 2a+ b 35, "
} ; . ) QR Q o — 5 on résout le systéme et I'on trouve a=3 et b=—1, soit F(x)= =1 =2
Dans le cas contraire, on dit que F est irréductible. F(x)= >——= Méthode « générale » :
. L . _ b
on isole a en multipliant par (x — 1) : (x = 1)F(x) =a+ (x — 1)=5
F(x) = et |'on fait tendre x vers 1 : a = Iiml(x —1)F(x) = Iim1 25 =3;
x— x—
. P . . on isole b en multipliant par (x —2) : (x —2)F(x) = (x —2)-%; + b
Soit F = — € R(X fract éductible. = X1
of Q SR CUlceelactionlizeductible at) et |'on fait tendre x vers 2 : b= Iim2 (x —2)F(x) = Iim2 25— .
P PN . A . B x— x—
On appelle partie entiére de F la fonction polynéme quotient de la division Les fractions élémentaires —2; et — 1 s'appellent « éléments simples », ce sont
euclidienne de P par Q. )= les « parties polaires » de F relatives aux poles 1 et 2.
On appelle péle de F toute racine du dénominateur Q dans R ou C. On appelle 1l devient facile de calculer une primitive de F :
alors multiplicité d'un péle de F, sa multiplicité en tant que racine de Q. 8 1
/F(x)dx:/idx—/ dx =3In|x — 1|—In|x — 2| + Cste.
11 12 =1l xX—2 s
. 2x —5 . 2:=05 . 3
Soit F(x) = 1) Soit F(x) = 1) Soit F(x) = a1
La fonction rationnelle F admet deux péles réels : un péle simple 1 et un pdle double 0. Résultat Recffercht-r‘ des poles ‘/’e la fraction 9 5
L'idée est de « séparer » les facteurs du dénominateur x? et (x — 1). On a ainsi obtenu . . Le ?enorﬁlnatelfr se I(Z:ecomzose sslon x> - 1 A:| (x - la(x +x+1).
] axt b c Fry=2+3 La onctl?n rationnelle F admet donc trois pels simp esl. s s
Pour cela on cherche des nombres réels a, b et c tels que F(x)= 2 = x x-1 un péle réel 1 et deux péles complexes conjugués j = =42 et 7= —151V3,
Méthod isoil : . .3 5 ” . idé i 3
cthode « provisoire » 2,05 5 Les fractions élémentaires —, — et — s appellent « éléments simples », L'idée CO",S'Ste z:)lors a g .
on réduit au méme dénominateur : F(x) = % . 3 g . s =1 % travailler d'abord sur C : x° —1 = (x — 1)(x — 7)(x — 7);
on identifie avec |'expression initialede F : a+¢c =0, b—a=2et —b= —5; 2 F X et x-1 sont les « parties polaires » de F relatives aux péles 0 et 1. SE:Z j: :(ef,ee':?:egr]);{les facteurs du dénominateur (x —1), (x — ) et (x = J);
. 3x+5 8 5 3 8 , g ’
on trouve a=3, b=5 et c=—3, soit F(x)= 2 x—1 2@ x x—1 Calcul d’une primitive Remarque : les poles de F sur C sont les racines complexes de I'équation z*=1.

Méthode « générale » :
on isole ¢ en multipliant par (x — 1) : (x — 1)F(x) = ¢ + (x — 1) 24*

et I'on fait tendre x vers 1 : ¢ = lim (x — 1)F(x) = lim 2% = -3;
x—1 x—1 X

on isole b en multipliant par x? : x?F(x) = b+ x(a+:25)

et I'on fait tendre x vers 0 : b= lim x*F(x) = lim 2X:f =B;
x—0 x—=0 X

cx.
x—1

on multiplie par x : xF(x)= 22+

et I'on fait tendre x vers 0o : a+c= lim xF(x)= lim 2=
x—00 x—»0cX(X—

n. i)zo;d’ou a=—c=3,

Il devient facile de calculer une primitive de F :

1 1 1
/F(x)dx:S/?dx+3/—dx—3/ dx = 3ln x| = 3In|x — 1| — 24 Cste.
¢ J x X x—1 %

Calcul d’une intégrale définie
En notant que Iir‘n (BIn|x|=3In|x=1]) = Iirp 3In
x—-+o00 x—>+o0

X .
=0, on obtient
x—1

5

+o00 X
/2 F(X)dX:XLITmA F(X)dx:§73|n2.

On peut résoudre directement cette équation en recherchant z sous la forme
z = pe' avec p €]0, +oo] et 6 € [0, 2] selon

) =1<=p=1et30 € {0,2m 4} < p=let0c {0, %, 4"

P =1 paei(39

On obtient ainsi trois racines :
e —1-iV3

2z —1+iV3 _
=1 ZZZez:f:] zz3=¢€ = 5 =]

Les nombres 1, 7,7 sont les racines cubiques complexes de 1.

On observe que > =1, 2 =7 j7j=1et1+7+7=0.




. 8 5 3 . 3
Soit F(x) = a1 Soit F(x) = o1 Soit F(x) = o1
Décomposition sur C 3 b c Décomposition sur R . : Calcul d’une primitive sur R
On cherche des nombres complexes a, b et ¢ tels que F(x)= E+7/+ On rassemble les parties polaire conjuguées : 2 + = E];—]))% = @:7;31 /F(x) dx — / 1 dx 7/ 2x +2 dx
On isole a en multipliant par (x —1) : (x —1)F(x) = a+ (x — 1)(X—77 == D'oir la décomposition sur R : F(x) = 1 2X+2 i X = x24+x+1 i
et I'on fait tendre x vers 1 : a = lim (x — 1)F(x) = lim =3~ =1. 1 -1 x*4x+l In\x71|7— 2x+1 dxfé 1 e
x—1 paN s Les fractions élémentaires e et m s'appellent respectivement X2 x+1 2) (x+1p+(B)p
On isole b en multipliant par (x — ) : (x — 7)F(x) = b+ (x — ])(Xfl Xf;) « éléments simples de premiére espéce » et « de deuxiéme espéce ». , 2§( +1 2
et I'on fait tendre x vers j: b= Iiﬁmj(x —))F(x) = “L", m =J- Au vu du résultat précédent, on aurait pu directement rechercher des nombres =lIn|x—1| - 2 |”<X +x+1) = \/§arctan<7) + Cste
X=7 X=33 / ’
Rappelons que la fonction F est réelle, en conséquence : réels a, b’ et ¢’ tels que F(x) = 2 7 + i’Xi*Cl Calcul d’une intégrale définie
-1 X +x+

b 4 ¢ _ 3

a
Vx €R, &5 x—3 T x=7 = x-1 7 x=; / x— J
En admettant |'unicité d'une telle décomposition, on peut identifier les
coefficients deux a deux : 3= a et ¢ = b. Le nombre a est donc réel (on a
trouvé a = 1) et les nombres complexes b et ¢ sont conjugués, donc ¢ = 7.
A titre de vérification, on multiplie par x : xF(x) = %
x—1
et I'on fait tendre x vers 0o : a+b+c = lim xF(x)= lim -3
x—00 x—>00

- —0; d'ot a+b+c=0.

. ) by+c =lim (x®+x+1)F(x) = lim 2 = 2 = _3&iv3
D’ot la décomposition sur C: F(x) —= a4 I+ XH}( +x+1)F(x) AT T 2 5 md.r
1 x YV | 1 V3 . (Cste=0)
Les fractions élémentaires — 1, == & —J. s'appellent « elements simples de On déduit le systéme /\[ v 2 duquel on tire b’ =—1 et ¢’ =—2. =3 In7 — v/3arctan 5 i
premiére espéce », ce sont les « parties polaires » de F relatives aux péles 1, 5, 7. |,7 b =— 1 -

On isole a comme précédemment en multipliant par (x — 1) et en faisant
tendre x vers 1 : a = XIin1 (x—1)F(x)=1.
On isole b et ¢’ en multipliant par (x* 4+ x + 1) :

(6 +x+1)F(x) = b'x+ '+ (¢ +x + 1) (2
et I'on fait tendre x vers j :

1)

) 1 2 — fim 1 (=12 _
En notant que ||m ‘(In x=1=3In(x*+x+1)) = xllTx 3 |n(X2+XA1) =0,

241 _ ¢
I|m arctan( if ) =73

.
.
T _ 5 _ V3 <
et 5 — arctan \/5 = arctan °¢*, ;
on trouve i

/ZAOQ F(x)dx = Xin_'lm/: F(x)dx

y=F(z)

0 PR 3 3
\; T
-2

Soit F = Q € R(X) une fraction rationnelle réelle irréductible. On note :

1,2, ..., ap ses pdles réels distincts de multiplicités respectives
K1, 12,y Mp s
€1,C1,62, G2, - -+, Cqy G Ses poles complexes non réels deux a deux conjugués
distincts de multiplicités respectives vy, 12, ..., vq;
Le dénominateur Q se factorise donc sur R (en le choisissant de coefficient
dominant égal a 1) selon

p

q
Q(x) = [ [(x = ai)" TG + Bix + )"
i=1 =
oil B = —2Re((j) et v; = [¢j|* sont des réels tels que 37 — 4v; < 0.

La fraction rationnelle F se décompose de maniére unique sous la forme suivante :
P q

=E()+ > G(x)+ > Hi(x)
= j=1

E est la partie entiére de F ;
Hi
ai . . . e 3
Gi(x) = E ﬁ est la partie polaire relative au péle réel o; ;
X — @
k=1

ou

Z 03 _(_/);+ z, y est la partie polaire relative aux péles complexes
X X+

conjugues (, et (,4
Dans les quantités précédentes :
les coefficients ajx, bji, ¢ji sont des nombres réels ;
aik
(x — i)k
bjix + cji
(2 + Bx + )’

les fractions élémentaires

les fractions élémentaires s'appellent éléments simples de
2¢ espéce.

Autrement dit, toute fraction rationnelle réelle se décompose en somme d'un
polynéme et d'éléments simples de 17 et de 2¢ espéce.

s'appellent éléments simples de 17 espéce;

21

Soit F = g € R(X) une fraction rationnelle réelle irréductible.

Il est possible de déterminer tous les coefficients ay,az,. . .
une division suivant les puissances croissantes de P(y + a) par Qi(y + a) a l'ordre
©— 1, puis en divisant le quotient obtenu par y*, puis en remplacant y par x — a...

On propose une méthode pratique de calcul de certains éléments simples.

Soit o € R un péle réel de F d'ordre de multiplicité p € N*.
Le dénominateur Q se factorise donc selon Q(x) = (x — a)" Q1(x) avec
Q1 € R[X] tel que Qi(a) # 0.

u
. . . a
La partie polaire de F relative a « est de la forme E ﬁ ou les ax sont
—

()
Qi
Si o est un péle simple (i.e. ;1 = 1), la partie polaire de F relative 3 « est
Pla)  P(a)

Qi(e)  Q(a)

v

des réels. En particulier, a, = lim (x — a)" F(x)=
X

donnée par 2 oua= lim (x —a)F(x) =
X — xX—ra

,a, simultanément en effectuant;

On propose une méthode pratique de calcul de certains éléments simples.

Soit F = g € R(X) une fraction rationnelle réelle irréductible.

Soit (¢, )e C? des poles compl non réels c de F de multiplicité v € N*
Le dénominateur Q se factorise donc selon Q(x) = (x* 4 x + 7)" Qu(x) avec

Q1 € R[X] tel que Qu(¢) #0, B = —2Re(() ety = |C[*.

ou les by

PQ)

©1(9)

Si ¢ est un péle simple (i.e. v =1), la partie polaire de F relative 4 (¢,() est
bx+c P(¢)

—————oub, p ==,
X2+ Bx + v WELarE Q1(¢)

3 g B s P - bix+c¢
La partie polaire de F relative 3 (¢, () est de la forme ——
(V) ;(x2+19x+7)’

et ¢ sont des réels. En particulier, b, + ¢, = Iimg(x2 + Bx + ) F(x)=
x>

donnée par

Il est possible de déterminer tous les coefficients by, ci, . .., by, ¢, en effectuant une
décomposition en éléments simples (de 1 espéce) d'abord sur C, puis en rassemblant

les parties polaires 2 a 2 conjuguées pour obtenir des éléments simples de 2¢ espéce...

Pour tout entier n > 1, et tout réel «, la fonction x — admet des primitives

(X U
sur tout intervalle ne contenant pas o données par :
"1
pourn=1, / dx = In(|x — a]) + Cste;
J x—a
1 1 1
0 1, | ————dx=——"—-x ———— + Cste.
pourn > /(xfry)" x n—1 (xfa)"*lJr

Pour tous réels a, b, c,d tels que c> — 4d < 0, un changement de variable de la
forme u = Ax + B permet de trouver des réels o et 3 tels que

" ax+b "au+ / u / 1
dx = du = dut g [ =1 —d
/x2+cx+d X /u2+1 u=a w41 e u?+1 Y

%In(u2 +1) + Barctan(u) + Cste

= % In(x* + cx + d) + Barctan(Ax + B) + Cste.

Il est utile de connaitre la primitive suivante : pour tous réels a, b tels que b # 0,

1 1 x+a
/mdxfzarctan( b )+Cste.
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Soit F une fonction rationnelle définie sur un intervalle /.

de la forme
changement de variable x=Au+ B a des éléments simples de 2¢ espéce de la forme

Pour déterminer une primitive de F sur / on procéde de la maniére suivante :

on détermine la partie entiére de F a I'aide d'une division euclidienne
(si le degré du numérateur est strictement inférieur a celui du dénominateur, la
partie entiére est nulle) ;

on détermine tous les péles de F, ou on factorise le dénominateur au maximum;

on écrit la décomposition en éléments simples de F en faisant apparaitre les
éléments simples de 1" et de 2¢ espéce.

on intégre chaque terme de la décomposition.

Il est possible de calculer des primitives pour tous les éléments simples de 2¢ espéce
(xzixci:id)” avec n € N*. On se raméne tout d'abord a I'aide d'un
u t 1 B
@+ € @z PUS
/' u _ 1 1
(2 +1)" 2(n—1) (u? + 1)1
on peut calculer

+ Cste pour n > 1;

m du par récurrence ou a I'aide du changement de
variable u=tan t conduisant a un calcul de primitive d'un polynéme trigonométrique.. |2

&




6 6 B
. X . X
Soit F(x) = [T Soit F(x) = [T Soit F(x) = o
Factorisation du dénominateur et péles de la fraction Calcul des coefficients Recherche des péles de la fraction
Le dénominateur de F se factorise selon (x* —1)? = (x — 1)*(x + 1), On trouve a; en multipliant F(x) par (x — 1)? et en faisant tendre x vers 1 : Les poles de F sur C sont les racines complexes de I'équation z* = —1.
La fonction rationnelle F admet donc deux poles réels doubles 1 et —1. a = Iim (x —1)*F(x) = i On peut résoudre directement cette équation en recherchant z sous la forme
— il
Calcul de la partie entiére Pufls EveE @ = & O (HEve &n = ; z=pe' avec p €]0,+oo[ et 6 € [0, 2n[ selon
La d.ivisior_'l\euclidienne de x° par (x2 _ 1)2 = x* —2x%2 1+ 1 donne pour quotient la Pour calculer by (et by), on utlllse une valeur particuliére de x, e.g. x = 0 : 24:714:)p4ei(4 )771<:>p let4fe {n,3m,5m 7} <= p = letGE{ TWTWTW
partie entiere de F : x| x* —2x2+1 ) d'une part on a directement F(0)=0, d'autre part en utilisant la forme . . .
) 22 soit  E(x) = x> +2. F—E Gyt G, on obtient On obtient ainsi quatre racines :
3x° =2 | x*+ - B =5 = Ll 2, = &% = =id g
Forme de la décomposition F(0)=2+a1— b1 +a+ b =2+2a — 2By ! \/51 . . 1\/,5 )
Oy (Brmrms €Ftom (B2 . . L T L= B
La fonction rationnelle F admet une décomposition de la forme d'ou I'on tire I'équation by = a1 + 1 soit by = %4 Z=ed =—"5 z=e? 7
- 5
F=E+Gi+G> avec Gi(x)= %+L et Gy(x)= Lﬁ‘ b2 Enfin avec bz = —by on R by = —3. Les nombres z1, 22, 73, z4 sont les racines quatriémes compl _
o (x=1) x-1 (x+1)2 x+1 Décomposition en éléments simples de —1. Elles sont deux a deux conjuguées : zs = 71 et z3 = 2.
les coefficients a1, by, a2, b, étant réels. 2 1 5 1 5 f . . I d d 51 imol
Les fractions élémentaires Gi,Gz sont les parties polaires relatives aux péles 1,—1. Fi)=x"+2+ 4(x—1)? + 4(x—1) + 4(x + 1) - 4(x+1) La olnctlon ratl?nlnede F‘ad M CEWE q'uatre PUCSESINpIes
Notant que F (et donc E) est une fonction paire, I'identité F(x)=F(—x) conduit a Calcul d’une primitive sur R (LT QLD (5 G &) G i,
a1 o b1 o a2 o by a1 B b1 o az B b P dx — 13 1 5 1 c Factorisation du dénominateur
=P =0 GerP T mrll - mlP md  Gr=0f m=1' Fi)dx =3+ 2= gy g nb == 3551y ~ '" x + 1| + Cste On &crit la factorisation de x* + 1 sur € : x*+ 1= (x—z1)(x— 22)(x— z3)(x — za)
: ) B T 7 - =
Par unicité de la décomposition, on peut identifier les éléments simples deux a _1ls tox— X 4 IjE=2 + Cste de laquelle on déduit celle sur R : x* + 1 = [(x — z1)(x — 21)] [(x — 22)(x — 2)]
deux, d'ou les relations entre coefficients : a> = a; et b, = —b;. 26 8 2(x2—1) 4 |x+1 - =(x* —V2x +1)(x* + V2 x + 1).
8 8 8
. X . X . X
Soit F(x) = T Soit F(x) = e Soit F(x) = e
Calcul de la partie entiére Calcul des éléments simples Calcul d’une primitive sur R
. - s 4 . . " ]
La division euclidienne de x® par x*+1 donne pour quotient la partie entiére de F : Pour calculer ay et by, on multiplie F par x2—+/2 x+1 et on fait tendre x vers z : On a/ V2x 42 / 2x + /2 dx +/ ; 1 S
x| x* 41 it EG) = -1 . . x2+\/§x+l f X2 +V2x+1 (x+ 5P+ (H)?
soi x)=x"—1.
1[x* -1 a1z1+ by = lim (x* = V2x + 1)F(x) = X = =2 =—=In(x* +V2x +1) + vV2arctan(v2x + 1) + Cste
Forme de la décomposition e X4 VIxtlle, 2t +V2a+l D | \/§
1Ll e maniére analogue :
La fonction rationnelle F admet une décomposition de la forme Rappelant que z=—1et z2 2z +1= 0 on Erouve z8=1et / —3x +2 . 1 In(x2 = VEx +1) + vBarctan(yBx 1) + Cse
b b. 2 1=2y2z d b =< =5 - -
F=E+H +H> avec Hl(x):% et HZ(X):%;Z1 22 +V2z+1=2v2z dot iz + by = ;5 = 1 X —ax+1 V2
—V2x+ x2+2x+ 2y p =1 . . .
- ) ) On en déduit le systéme 4 V2 1=12 duquel on tire a;=—¥Z et by =1, En intégrant enfin la partie entiére, on trouve :
les coefficients a1, by, a2, b, étant réels. a1 :,% 4 2 1 V2 P4 VIx+1
Les fractions élémentaires H; et H> sont des éléments simples de 2¢ espéce. va 1 —ax42 /F(x)dx = g><5+ X+ 5 In m
" os 19212 q . x2 — X
Notant que F est une fonction paire, I'identité F(x) = F(—x) conduit a D'ou I'élément simple correspondant : Hy(x) = Ix2—ax+1 V2 (Vax+1) (Vax—1) G
= (arctan x + 1) + arctan X — ) + Cste
4 aix + b1 axx + b 4 —aix+ by —axx + by e b [P . . 1 V2x+2 4
x 4+ 1+ + =x" +1+ d La parité de F fournit |'autre élément simple : Ha(x) = ~———————. 'inté &finie
2 Voxil @t axil P varxtl @ vaxil p p 2(x) 42 1 2x+1 Un calculdml*t-;-g6ralt-;-\t;efm:e2 5
Par unicité de la décomposition, on peut identifier les éléments simples deux a Décomposition en él pl / F(x)dx = 2 + ?l 22 P == (arctan( 1) + arctan( \ﬁ = 1))
deux, d'ou les relations entre coefficients : ao = —a; et by = by. 1 —V2x+2 1 V2x+2 - 1 6 V2 \[
N ; s - A fe F)=x"+1+ 42 _ 2.2 soit aprés quelques simplifications... / F(x)dx=—+ -——m+~—=In(1+ \f)
otons également que la parité de F entraine celle de sa partie entiére E. 20 V2x+1 xX2+v2x+1 s g 5 8 4
‘ -
Techniques de calculs de primitives
Intégration par parties
Changement de variable
Calcul des primitives des fractions rationnelles (décomposition en
éléements simples)
L Afd Lach | Connaitre la forme théorique de la DEL
P //ma;':l:ﬂ:,vé);onlﬁ/ g raporame/, Savoir calculer la partie entiére
Savoir calculer les éléments simples de premiére et deuxiéme espéces
\ relatifs a des péles simples
Savoir utiliser des propriétés de symétrie pour déterminer des
éléments simples relatifs a des péles multiples
Connaitre les primitives des éléments simples de premiére espéce, et
celles des éléments simples de deuxiéme espéce relatives a des péles
simples
| imé Lachal |
http ://math.univ-lyon1.fr/ ~alachal /diaporamas/
diapérama_ fractions_r: fractions_r
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