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1. Structure d’espace vectoriel

Les éléments de E sont appelés des vecteurs et ceux de K sont appelés des
scalaires. Lorsqu’il n'y a pas de confusion possible, on peut écrire les vecteurs de E
sans les surmonter d’une fléche.

Quand les lois + et - sont évidentes, on ne les précise pas.

On écrit, par exemple, « le K-e.v. K[X] » au lieu de (K[X],+,-)

on 1.2 (Propriétés immédiates)

Soit (E,+,-) un K-e.v.

OVA,...,\mEK Vi€ E,i)\,‘-ﬁ: <Xn:)\;)-ﬁ

i=!

i=1
En particulier :Nne N, Vi€ E, i+ ...+ d=nid
———

n fois

OV, .., 0 €EYAEK D AGi=\-> 0

i=1 i=1
OVieE 0-i=0etVAeK A-0=0
oOVIEE, (-1)-d=—0
OVIEE VAEK A-T=0<=A=00uid=0

2. Sous-espaces vectoriels
Exemple 2.4

® Soit (a1, ...,an) € K". Dans le K-e.v. K", I'ensemble
{(x1,...,xn) € K" : a1x1 + - -+ + anxn = 0} est un s.e.v.
@ L'ensemble des solutions d'un systéme linéaire de p équations & n inconnues de

la forme
anxy + -+ ayxit o+ anx =0

anxa + -+ agxj+ oo+ ainxa =0

ap1x1 + -+ apiXjt o+ apnXn =0
est un s.e.v. de K".
© Dans le R-e.v. des fonctions de R dans R, les sous-ensembles des fonctions
paires, impaires, continues, dérivables, de classe C” sont des s.e.v.
© Soit a€K. Dans le K-e.v. K[X], I'ensemble {P € K[X] : P(a)=0} est un s.e.v.
© Soit a,b € C et [ un intervalle de R. Dans le C-e.v. des applications dérivables
de | dans C, les ensembles des solutions des équations différentielles
u'(t) + au(t) =0 et u”'(t) + au'(t) + bu(t) =0, t € I, sont des s.e.v.
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1. Structure d’espace vectoriel
Exemple 1.3 (Exemples fondamentaux)

© Définissons sur I’ensemble K" les deux opérations + et - par
¥ ((xts -5 %), (Vas- -, ) EK" x K", VA €K,

vy Xn) + (Vas e ¥n) = (a v, Xo + Vi)

(x1,
A (X1, %n) = (Axa, - .o, Axn)

Alors (K", +,-) est un K-e.v.

@ L'ensemble K[X] des polyndmes a coefficients dans K muni des opérations +
et - est un K-e.v.

© Définissons sur 'ensemble A(E, K) des applications définies sur un ensemble E
a valeurs dans K les opérations + et - par
Y(f,g) € A(E,K)?, VX €K,

(F+8)() = () + 80
ek {(A- L) = M)

Alors (A(E,K),+,-) est un K-e.v.

2. Sous-espaces vectoriels

Définition 2.5 (S.e.v. engendré par une partie)

Soit (E,+,-) un e.v. et A une partie non vide de E.

On appelle sous-espace vectoriel engendré par A, noté Vect(A), le plus petit s.e.v.
de E contenant A.

Par convention, on pose Vect(f)) = {0}.

Proposition 2.6 (Ensemble de combinaisons linéaires)

Soit A une partie non vide d'un e.v E.

Vect(A) est le s.e.v. de E constitué de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs
de A.

En particulier, si A est une famille finie de vecteurs (Vi, ..., V,), alors :

Vect(vh, ..., Vo) = {Avi 4 -4 Apih, (A1, Az, -5 Ap) € K}

1. Structure d’espace vectoriel

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

Définition 1.1 (Axiomes)

Un ensemble E est un K-espace vectoriel (ou un espace vectoriel sur K, e.v. en
abrégé) lorsqu’il est muni d'une loi interne + et d'une loi externe - telles que :

o Vi, v,weE, (i+V)+w=0+(V+w) (loi+ associative)
OVIVEE, i+V=v+d

©30cE VicE, i+0=0+d=ad
loi + appelé vecteur nul)

(loi + commutative)

(existence d'un élément neutre pour la

OVIi€E IVEE, i+ v=v+i=0 (existence d’'un symétrique, noté —,

pour tout élément i de E)
OVIieE lg-d=10
OVANpeER VIEE, X (u-0)=(Ap)- &
OVNPUEK VIEE, AN4p)-d=X-T+pu-
OVAEK, VT, 7EE, A (i+7)=A- G+ A

S

<i

2. Sous-espaces vectoriels

Définition 2.1 (Sous-espace vectoriel)

Soit (E,+,-) un K-e.v. et F une partie de E.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E (s.e.v. en abrégé) si (F,+,-) est un
K-e.v.

En général, on démontre qu’un ensemble est un K-e.v. en établissant que c'est un
s.e.v. d'un K-e.v. connu :

Proposition 2.2 (Stabilité par combinaison linéaire)

Soit (E,+,-) un K-e.v. et F une partie de E.
F #0 (un s.e.v contient toujours le vecteur 0)
et
F est un s.e.v de E < v (A, 1) EKz, v (d,V) € ,1:2Y NeG+p-VeF
(F est stable par combinaison linéaire)

Par la suite, on notera la combinaison linéaire \- 7'+ p- v plus simplement g+ pv.

Proposition 2.3 (Intersection de deux s.e.v)

L’intersection de deux s.e.v est encore un s.e.v. C'est faux pour la réunion.

2. Sous-espaces vectoriels
Proposition 2.7

Soit (Vi, - -+, Vp) une famille finie de vecteurs d'un K-e.v. E.
© Le s.e.v Vect(Va, ..., V) est inchangé si on change I'ordre des vecteurs.
@ Vect(v,. .., v, 0) = Vect(, . .., V)
© VX eK", Vect(va,...,\V,..
0 V(A\)ig<p € KP avec A #0,

P
Vect(7, -, 3 AjVy- -5 Vp) = Vect(Vi, .., Gy ., %)
=1

Exemple 2.8 (Droites et plans vectoriels)

@ Soit & un vecteur non nul d'un K-e.v. E.
Le s.e.v. Vect(d) = {Ad, A € K}, noté aussi Kd, est une droite vectorielle.

., Vp) = Vect(Vi, ..., Vi,..., Vp)

@ Soit V et w deux vecteurs non colinéaires d'un K-e.v. E (i.e. W ne coincide avec
aucun AV et V ne coincide avec aucun pw).
Le s.e.v. Vect(V, w) = {A\V+ uw, (X, 1) € K?} est un plan vectoriel.

© L'ensemble des réels R est une droite vectorielle dans le R-e.v. des complexes C.




2. Sous-espaces vectoriels c) Somme de sous-espaces vectoriels |l 2. Sous-espaces vectoriels d) Sous-espaces supplémentaires 3. Dimension d’un espace vectoriel a) Famiilles libres, génér es, bases

Définition 2.9 (Somme de deux s.e.v.) Définition 2.11 (S.e.v. supplémentaires) BEwTionR N ietegentavellineaie )

i ' Soit F et G deux s.e.vd'un e.v. E. Soit E un K-e.v.
t F et G de evd .v. E. .

5 ‘ ey e et FNnG={0} © On dit qu'une famille de p vecteurs (1, ..., V,) de E est libre lorsque :
et

@ On appelle somme de F et G, I'ensemble noté F + G défini par On dit que F et G sont supplémentaires dans E lorsque : V(A1,.. .5 Ap) € KP,
F+G=E
F+G={weE:JueF,3ve G, w=0d+Vv}={d+V, (4,V)€F x G}. 72 7 =0 — — )\ =
¥ {we HEF 2T E 6 O= 0T =040 (@) @ F < & On note alors E = F @ G et on dit que E est la somme directe de F et de G. M+t X =0= M = =2 =0.
© On dit que la somme F + G est directe et on la note F & G lorsque la On dit aussi que les vecteurs v, ...V, sont linéairement indépendants.

i R R A G
unique. Théoréme 2.12 (Caracterisation) @ On dit que la famille (Vi, ..., V,) est liée lorsqu'elle n'est pas libre, c'est-a-dire

Soit F et G deux s.e.vdune.v. E. On a

Proposition 2.10 (Somme et réunion) E=F®G<=VWeEN(GV)eFXG w=0+V.
p . Ainsi, F et G sont supplémentaires dans E ssi tout vecteur de E peut s'écrire de

Soit F et G deuxs.e.vd'un ev. E. maniére unique comme la somme d'un vecteur de F et d’un vecteur de G.

©® La somme F + G est un s.e.v. de E contenant F et G et c'est le plus petit s.e.v SO 7
de E contenant F U G, autrement dit : F + G = Vect(F U G). Exemple 3.2 (Vecteurs colinéaires, coplanaires)

@ La somme F + G est directe ssi FN G = {6} @ Deux vecteurs formant une famille liée sont dits colinéaires.

I A1y, Ap) # (0,...,0) tel que \iva + - - - + Ap¥, = 0.

On dit aussi que les vecteurs Vi, ..., V, sont linéairement dépendants.

Exemple 2.13 (Fonctions paires/impaires)

Les s.e.v. des fonctions paires et impaires sont supplémentaires dans F(K, K).

@ Trois vecteurs formant une famille liée sont dits coplanaires.

3. Dimension d'un espace vectoriel i 3. Dimension d'un espace vectoriel a) Familles libres, génératrices, bases || 3. Dimension d’un espace vectoriel b) Dimension finie

Définition 3.5 (Familles génératrices, bases)

Proposition 3.3 (Propriétés immédiates) Définition 3.8 (E.v. de dimension finie)

@ Une famille de vecteurs (Vi,...,V,) d'un e.v. E est dite génératrice si tout
© Une famille de vecteurs est liée ssi I'un des vecteurs est combinaison linéaire vecteur de E s'écrit comme combinaison linéaire de i, . .., V. On dit qu'un e.v. E est de dimension finie s'il existe une famille finie de vecteurs
des autres. génératrice de E. Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie et ['on

@ Une famille libre et génératrice de E est appelée une base de E. e ———— ;- o,

@ Toute famille de vecteurs contenant le vecteur nul est liée.

e e e
Proposition 3.6 (Coordonnées) Théoréme 3.9 (dit de la base incompléte)

© Toute famille contenant une famille liée est liée.

La famille B = (4, ..., V,) est une base d'un K-e.v. E ssi tout vecteur de E s’écrit i . . L T .
de m:". Sre Im,.é:::’ cor;;r:le) comZ?naison linlél:ire de; vecteurs‘:?i v ;r i Soit E un e.v. de dimension finie. Si L est une famille libre de E et G une famille
yeees Vne . .
o q 5 o . . ) génératrice de E, alors on peut former une base de E en complétant L par des

Proposition 3.4 (Extension d’une famille libre) Pour tout vecteur 7 € E, il existe donc un unique n-uplet (x1, ..., x,) € K" tel que VEEETS i et 6 G

Soit (4, . .., V,) une famille libre de vecteurs d’un e.v. E. V=avit -t xoVn.

Soit V € E. Alors : Les scalaires x, ..., xn de cette décomposition sont appelés les coordonnées de v Corollaire 3.10

. dans la base .
Vi, ..., Vp, V) est libre < V & Vect(vi, ..., V,). Dans un e.v. de dimension finie :
p (3

@ toute famille libre peut étre complétée en une base ;

Autrement dit, on peut augmenter la taille d’une famille libre de vecteurs en lui Exemple 3.7 (Base canonique)

ajoutant un vecteur qui n'est pas combinaison linéaire de ces vecteurs. @ de toute famille génératrice, on peut extraire une base.

Dans le R-e.v. R, la famille de vecteurs (é1,...,é,) ou & = (0,...,0,1,0,...,0)
(le 1 étant a la i-éme position), est une base de R” appelée base canonique de R".

3. Dimension d’un espace vectoriel b) Propriétés en dimension finie . Dimension d’un espace vectoriel b) Propriétés en dimension

Corollaire 3.11 (Existence de bases) Exemple 3.14

Tout e.v. de dimension finie admet une base (finie).

© Un e.v. de dimension 1 (resp. 2) est appelé droite vectorielle (resp. plan vectoriel).

® Le K-e.v. K" est de dimension n. C'est le K-e.v. canonique de dimension n. Définition 3.15 (Vecteurs éche|°""és)

Théoréme-définition 3.12 (Dimension)

© L'ensemble K,[X] des polynémes de K[X] de degré au plus n est un K-e.v. de

Soit E un e.v. de dimension finie. di . 1. La famile d lynd Xk " b E Soit E un e.v. de dimension finie et soit B une base de E.
meEtem @ L Lo emillls de pelyimes 4 s @ e o bess appelis Une famille de vecteurs (vi,...,v,) de E est dite échelonnée relativement & la base
© Toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments n appelé la dimension base canonique. B lorsque, pour tout k € {1,...,p — 1}, I'écriture des coordonnées de vi11 dans la
de E. Ce nombre est noté dim E. © Le K-e.v. K[X] est de dimension infinie puisque la famille de polynomes base B commence par un nombre de zéros strictement plus grand que celui de v,
@ Toute famille libre de E contient au plus n éléments. (X*)osksn y est libre pour n arbitrairement grand. sauf si vk = vkp1 = 0.
© Toute famille génératrice de E contient au moins n éléments. © L'ensemble F(R,R) des fonctions de R dans R est un R-e.v. de dimension infinie
@ Tt il i ¢ i Alimes ¢ B e o fe, puis%ue la famille des fonctions (x — €)1<k<, y est libre pour n arbitrairement Proposition 3.16
© Toute famille génératrice de n éléments de E est une base. o g:: a-, b € C et I un intervalle de R. Dans le C-e.v. des applications dérivables de Toute f.?mille de'vecteurs non nuls échelonnée relativement 3 une base est
Par convention, on pose dim {0} = 0. I dans C, nécessairement libre.

© I'ensemble des solutions de I'équation différentielle u’(t) + au(t) =0, t € I,
est une droite vectorielle;

© I'ensemble des solutions de I'équation différentielle u”(t)+au’(t)+ bu(t)=0,

Si un e.v. posséde des familles libres de cardinal arbitrairement grand, alors il est de t € I, est un plan vectoriel.

dimension infinie.

Corollaire 3.13 (Dimension infinie)




3. Dimension d’un espace vectoriel

Théoréme

Soit E un e.v. de dimension finie.
© Soit F uns.e.v. de E.
Alors F est de dimension finie et dim F < dim E.
Si de plus dim F = dim E alors F = E.
@ Soit F et G deux s.e.v. de E.
¢ dim(F + G) =dimF +dim G —dim (F N G) (formule de Grassmann).
© SiFCGetdimF =dimG alors F = G.

Corollaire 3.18

Soit E un e.v. de dimension finie, F et G deux s.e.v. de E tels que
dim F + dim G > dim E. Alors F N G # {0}.

3. Dimension d’un espace vectoriel

Proposition 3.20 (Supplémentarité et dimension)

Soit F et G deux s.e.v. d'un e.v. E de dimension finie.

E=F® G+ FNnG={0}
<~ E=F+G

Proposition 3.21

Deux s.e.v. F et G d’un e.v. E de dimension finie sont supplémentaires ssi on peut
former une base Bg de E en accolant une base Br de F et une base Bg de G :
Be = BF U Bg et alors dim E = dim F + dim G.

Une telle base de E obtenue en accolant une base de F et une base de G est dite

et dimF +dim G =dimE
et dimF +dim G =dimE

Exemple 3.19

® Uns.ev. de dim. n—1 d’un e.v. de dim. n est appelé hyperplan vectoriel.
@ Soit (a1,...,an) € K"\{(0,...,0)}. L'ensemble

{(x1,..., %) €K": a1x1 + - - - + anx» = 0} est un hyperplan vectoriel de K".
© Soit a € K. L'ensemble {P € K,[X] : P(«) = 0} est un hyperplan de K,[X].

S

3. Dimension d’un espace vectoriel

Remarque 3.26 (Rang d'un systéme linéaire)

Si (S) est un systéme linéaire de n équations a p inconnues de la forme :

anxi + -+ ayxi+ -+ apxp = by
ainxy + -+ agxit -+ apXp = bi
amXxi + -+ apiXj+ -+ anpXp = bn

Alors le rang du systéme (S) est égal au rang de la famille de vecteurs (4, ..., V) ou
-¢ n a ) n
Vj est le vecteur de K" de coordonnées (ayj, ..., an) dans la base canonique de K".

N
S

3. Dimension d’un espace vectoriel
Exemple 3.27 (Méthode des zéros échelonnés)

Dans le K-espace vectoriel E = K* rapporté a sa base canonique (&1, &, &, &), on
considére la famille de vecteurs S = (a1, iz, U3, s, Us) o

h =(1,1,0,5), i = (2,—-1,2,—4), i3 = (4,1,2,6), da = (1,0,1,0), 45 = (4,0,3,1).
On remarque que card(S) =5 > 4 = dim(E), le systéme S est donc lié.

Pour déterminer le rang de S, on dispose ses vecteurs sous forme d'un tableau :

oy O U3 Oy s

1 2 4 1 4\ &
1 -1 1 0 0] &
0 2 2 1 3| &
5 -4 6 0 1)/ &

daptée a la supplémentarité de F et G.

Théoréme 3.22 (Existence de s.e.v. supplémentaires)

Soit E un e.v. de dimension finie.
Tout s.e.v. de E posséde au moins un supplémentaire dans E.

Exemple 3.27 (Méthode des zéros échelonnés)

Dans le K-espace vectoriel E = K* rapporté a sa base canonique (&1, &, &, &), on
considére la famille de vecteurs S = (i, bz, U3, Ua, Us) O
i1 =(1,1,0,5), &2 = (2,-1,2,-4), &3 = (4,1,2,6), da = (1,0,1,0), s = (4,0,3,1).
On remarque que card(S) =5 > 4 = dim(E), le systéme S est donc lié.

Pour déterminer le rang de S, on dispose ses vecteurs sous forme d'un tableau :

oy U U3 Us Us

1 2 4 1 4\ &
1 -11 0 0] &
0 2 2 1 3| &
5 —4 6 0 1) &

Définition 3.23 (Rang d’une famille de vecteurs)

Soit (i, ..., Vp) une famille de vecteurs d’un e.v.
On appelle rang de la famille (i, ..., V,), et on note rg(va, ..., V,), la dimension du
s.e.v. Vect(vi, ..., V).

Proposition 3.24

Soit (Vi, ..., Vp) une famille de vecteurs d’un e.v. E.
o rg(v,...,V,) < p avec égalité ssi la famille est libre.

@ Si E est de dimension finie,
° rg(,.
° rg(v,..

.., Vp) < dim E avec égalité ssi la famille est génératrice ;
., V,) =p=dimE ssi (v1,...,V,) est une base de E.

Proposition 3.25
On ne modifie pas le rang d'une famille de vecteurs lorsque :
® on change I'ordre des vecteurs de la famille ;

® on multiplie un vecteur par un scalaire non nul ;

® on ajoute d un vecteur une combinaison linéaire des autres.

3. Dimension d’un espace vectoriel
Exemple 3.27 (Méthode des zéros échelonnés)

Dans le K-espace vectoriel E = K* rapporté a sa base canonique (&1, &, &, &), on
considére la famille de vecteurs S = (i, iz, U3, Us, Us) O

i =(1,1,0,5), i> = (2,-1,2,—4), i3 = (4,1,2,6), da = (1,0,1,0), ds = (4,0,3,1).
On remarque que card(S) =5 > 4 = dim(E), le systéme S est donc lié.

Pour déterminer le rang de S, on dispose ses vecteurs sous forme d'un tableau :

0 b @ G i

1 2 4 1 4\ &
1 -1 1 0 0] &
0 02 2 1 3| &
5 —4 6 0 1) &

© Faisons apparaitre des zéros sur la premiére ligne a partir de la deuxiéme colonne :

a u uz s i
1 0 0 0 0 =1
1 3 3 -1 -4 &
0 2 2 1 3 &
5 —-14 -14 -5 -19 A
avec ify = i, Uy = o — 200y, Uy = U3 — 4l, y = s — Oy, U5 = s — 400y.

@ Faisons apparaitre des zéros sur la deuxiéme ligne a partir de |a troisiéme colonne :

[T/ 7 S S
1 0 &
1 30 0 0| &
o 2 o0 1 1| &
5 —14 0 -1 -1) &
avec 0y = 0y, & = Uy, 03 = U3 — Oy, Uy = 30, — Uy, U5 = 305 — 405

3. Dimension d’un espace vectoriel
Exemple 3.27 (Méthode des zéros échelonnés)

Dans le K-espace vectoriel E = K* rapporté a sa base canonique (&1, &, &, &), on
considére la famille de vecteurs S = (i, iz, 73, Ua, Us) ol

h =(1,1,0,5), i = (2,—-1,2,—4), i3 = (4,1,2,6), ds = (1,0,1,0), ds = (4,0,3,1).
On remarque que card(S) =5 > 4 = dim(E), le systéme S est donc lié.

Pour déterminer le rang de S, on dispose ses vecteurs sous forme d'un tableau :

171 E‘z LT_! EA LTS

1 2 4 1 4\ &
1 -1 1 0 0] &
0 2 2 1 3| &
5 -4 6 0 1) &

3. Dimension d’un espace vectoriel
Exemple 3.27 (Méthode des zéros échelonnés)

Dans le K-espace vectoriel E = K* rapporté a sa base canonique (&1, &, &, &), on
considére la famille de vecteurs S = (i, bz, 73, s, s) o

i =(1,1,0,5), i = (2,-1,2,—4), 45 = (4,1,2,6), ds = (1,0,1,0), ds = (4,0,3,1).
On remarque que card(S) =5 > 4 = dim(E), le systéme S est donc lié.

Pour déterminer le rang de S, on dispose ses vecteurs sous forme d'un tableau :

171 EZ L73 EA 175

1 2 4 1 4\ &
1 -1 1 0 0] &
0 2 2 1 3| &
5 -4 6 0 1) &

colonne

© Le terme apparaissant a |'intersection des troisiéme ligne et troisié
étant nul, on permute par exemple les vecteurs i3 et it :

a @ a @ a

1 0 o0 0\ &
1 -3 0 0 0| &
0 2 1 1 0] &
5 —14 -1 -1 0) &

© Faisons apparaitre des zéros sur la troisiéme ligne a partir de la quatriéme colonne :

7 11

L

o

iy uz ' a dy

1 0 0 0 0 =

1 =3 0 0 0 &

0 2 1 0 0 &

5 -—-14 -1 0 0 &
avec B = @, @ =&, B =, d = — & =

O Ainsi,
Vect(S) = Vect(dy’, @', d5") = Vect(dr, G — 21,305 — 4z — 4di1).

La famille ((1,1,0,5), (0,—3,2,—14),(0,0,1,—1)) est une base de Vect(S) et

alors
rang(S) = 3.
De plus les égalités &, =" =0 conduisent progressivement & i — 5 = 5 =0,
puis @y + b, — by = i3 — d5 = 0 et enfin
U3 =201 + U2 et U5 = 0y + U2 + Ua.
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