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Géométrie vectorielle de

Vecteurs et points

Un vecteur du plan ou de I'espace est géométriquement représenté par un bipoint
(A, B) surmonté d'une fléche indiquant le sens : i = A

Il est ainsi représenté par un segment de droite orienté. Deux segments de droites
orientés paralléles, de méme longueur et de méme sens représentent le méme vecteur
(régle du parallélogramme).

]

<= AB est un parallélogramme

i=AB=
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1. Géométrie vectorielle de I'espace

Coordonnées/repéres

Un repére de I'espace est la donnée d'un point O et d'une base (&, &, €,), on I'écrit
(0; &, ey, &,). Il permet de repérer n'importe quel point de I'espace a I aide de ses
coordonnées.

Repérage sur une droite

Dans un repére (O; &
abscisse xa : O,

), un point quelconque A de la droite est repéré par son
= Xa&,.

<90
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Repérage dans un plan
Dans un repére (O; &, €,), un point quelconque A du plan est repéré par son

abscisse x4 et son ordonnée y, : OA = xa8, + yAey.

A
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Géométrie vectorielle de I'e

Vecteurs et points

Si (xA,yA, zA) et (xs, yB, zg) sont les coordonnées de A et B dans le repére
(0;&,&,,¢ ) on écrit A(xa, ya, za) et B(xs,yg,zB) Ona
OA = xa& + ya€, +24€, et OB = xg€, + yB€, + z8E,

—
Alors le vecteur ﬁ = O_B> — OA a pour composantes dans la base (€,,€,,€,) :

XB — XA XB — XA
¥8 — YA | . On écrit usuellement en colonne : ﬁ yB — YA
ZB — ZA ZB — ZA

Remarque : on note parfois les composantes en ligne : /ﬁ (x8 — xa,¥B — YA, 2B — Z4).

On écrit aussi parfois A_é B — A en cohérence avec la relation entre coordonnées
de A et B et composantes de /ﬁ décrite ci-dessus.

2. Produit scalaire

Attention : il existe plusieurs produits scalaires (cf. cours de Mathématiques de 2¢
année). On parle ici du produit scalaire « usuel » (euclidien...)

Défi

@ Soit U et V deux vecteurs de I'espace. Leur produit scalaire est le réel

ion 2.1 (Produit scalaire/norme)

- = @] x |7 x cos(d, v

ol (U/\V) est I'angle entre U et V.

Remarque : I'angle n'est pas nécessairement orienté.

@ La norme se déduit inversement du carré scalaire : ||id|| = Vi - 4.

Un vecteur est dit normé ou unitaire lorsque sa norme vaut 1.

Un vecteur du plan ou de I'espace est caractérisé par sa direction, son sens et sa
longueur (ou norme).

Une base du plan est la donnée de deux vecteurs non colinéaires.

Une base de I'espace est la donnée de trois vecteurs non coplanaires.

Elle permet de repérer n'importe quel vecteur du plan ou de I'espace a I'aide de ses
composantes (on dit aussi parfois coordonnées).

Composantes/bases dans |'espace : diverses notations
X

° i y

z

< notation simple en dimension 2 ou 3.

dans la base (i7,], k) signifie : i = Xi +yj+zk

X1

o il x
X3

< notation généralisable en dimension supérieure (cf. cours de Mathématiques).

dans la base (&, &, &) signifie : 1 = x1€1 + x2& + X363

Uy
o il u,
uz

< notation utile pour les changements de systéemes de coordonnées
(cartésiennes, polaires, cylindriques, sphériques... Cf. cours d'OMNI).

dans la base (&,,&,,¢,) signifie : U = uxé, + u,&, + u.€E,

1. Géométrie vectorielle de I'espace

Repérage dans I'espace

Dans un repére (O; €, €,), un point quelconque A de |'espace est repéré par son

) eya
abscisse x4, son ordonnée y, et sa cote zs : OA = x4€, +yAé‘y + Z4E,.
On note usuellement les coordonnées d’'un point en ligne, les composantes d'un

1 0 0 XA
vecteur en colonne : 0(0,0,0), A(xa, ya,2a) et €| 0 | ,€(1],&[0], CTA) YA
0 0 1 Za

Remarque : on parle parfois de coordonnées d'un vecteur, et on les écrit parfois en
ligne : OA(xa, ya, za)-

2. Produit scalaire

Propriété 2.

A I'aide du théoréme de Thalés et de la trigonométrie dans un triangle rectangle,
en notant 0 = (u, V) I'angle géométrique entre U et V (attention, I'angle 6 peut étre
aigu ou obtus, donc cos(0) peut changer de signe), on peut visualiser le produit

scalaire de U et V selon la figure ci-dessous.
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@ Le produit scalaire est symétrique : G-V = V- 0.
® Le produit scalaire est bilinéaire : l_{ (Vj— )=t A_V t vow
G-(A\V) =Xi-v)

(o0 X est un réel).
© Le produit scalaire est défini positif : i- i = ||d||> > 0 pour i # 0.

Propriété 2.4 (Expression analytique)

Soit une base orthonormée de |'espace et soit U et V deux vecteurs de composantes

Uy Vx
respectives u| u, | et V| v, | dans cette base.
Uz Vz

Le produit scalaire et la norme s'expriment alors en réel selon :

ldl| = \/u2 + v + u2
Remarque 2.5 (Vecteur un

Pour tout vecteur u # 0, le vecteur ﬁﬁ est un vecteur unitaire de mémes sens et
direction que 0.

U+ V= uxvx + uyvy + uzv;

2. Produit scalaire
Propriété 2.6 (Projection orthogonale d’un vecteur sur un autre)

Le projeté orthogonal V; d’un vecteur . sur un vecteur non nul i s'exprime selon

oA’

= =
Vg u

Rt

'

Si I'on note v;; la mesure algébrique de V; sur |'axe orienté par i, alors on a :
-

Ml

Cas particulier : lorsque U est un vecteur unitaire, la formule se simplifie selon

V= . En conséquence, vy et ii- © ont méme signe.

2. Produit scalaire
Démonstration de I'addition (cf. propriété
i-

i-w

Partant des projetés de v et w : 1z = ”‘_jHZU et wg = R u
on obtient ;4 wy; = u H;—H:’ . WD‘.
D’autre part, le projeté de v + v est donné par (v + w)z = 4 ?|‘:7”2 ") g
On a I'égalité des projections : (V -+ W)z = g+ Wy
d’ol par identification : G- (v -+ w) =d- v+ G- w.
u

(V+wW)z
lllustration pour trois vecteurs coplanaires

2. Produit scalaire
Applications géométriques

© Tester |'orthogonalité de deux vecteurs :

i et V sont orthogonaux <<= i-V=0
® Tester la colinéarité de deux vecteurs :
U et Vsont colinéaires <  u- vV = =£|dl.||V|

Les vecteurs sont alors de méme sens ssi le produit scalaire est positif.

Exemple 2.8 (Plan orthogonal a un vecteur)
On se place dans une base orthonormée de I'espace.
a
Soit a, b, ¢ trois réels non nuls et G| b
c

un vecteur fixé.

X
Alors I'ensemble des vecteurs V| y
z
ax + by + cz = 0. Il s’agit d'une équation cartésienne du plan vectoriel orthogonal

av.

orthogonaux a & sont caractérisés par la relation

2. Produit scalaire
Démonstration de la projection (cf. propriété - ‘)

Par trigonométrie dans un triangle rectangle, vz = ||V||X cos 6 ot 0 = (4, V) est
I'angle géométrique entre i et V.
i-v

_uv
< [1vl

i-v
llall”

Par ailleurs, on a cos = , donc vy =
1o
—=—U

On obtient alors le vecteur v; le long de la droite dirigée par le vecteur unitaire [
- = u

selon v; = vy i

= T”

(H

Exemple 2.7 (Projections sur une base orthonormée)

Ux
Uy
uz
I'espace, c'est-a-dire i = ux€, + uy€, + UE,.

aux produits scalaires (projections sur les

Soit & un vecteur de composantes dans la base orthonormée (&,,¢€,,€,) de

On peut obtenir ses composantes grace

vecteurs de la base) selon U =10-8
uy =1-8
u;=1-é€,

2. Produit scalaire

Applications physiques

* En mécanique, le travail de la force constante ? qui déplace en ligne droite son
point d'application de A a B est le produit scalaire F-A

Travail de ?5 :
négatif minimal

Travail de ?A :
positif maximal

Travail de ?c : nul

Applications physiques

¢ Dans divers domaines de la physique (mécanique des fluides, électromagnétisme,
thermodynamique, acoustique, etc.) le flux d'un champ de vecteurs ? a travers
une surface orientée ¥ est donné par l'intégrale de surface d’un produit scalaire

b
// F - dS ou 3 représente un vecteur normal « élémentaire » a la surface X.
b=

panneau
solaire

Flux maximal Flux nul

2. Produit scalaire
Applications physiques

écoulement hydrodynamigue )
=4 -
—_F S
>
) >
>
>
Flux maximal -

écoulement hydrodynamique

=3 = =
—— \ >
N ) >
~.J <
>
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>

Flux nul

3. Orientation

Orientation d’une droite

Pour orienter une droite, on choisit une origine O et un sens de parcours sur la droite
(2 orientations possibles).

Le vecteur unitaire choisi € donne I'orientation choisie. On définit ainsi un repére

normé orienté (O; €,). sens direct
—_

o
0

EX

Orientation d’un plan

On choisit un axe de repére normé (O; &,) puis un deuxiéme axe passant par O de
repére normé (O; €,), perpendiculaire au premier. On choisit un sens de rotation pour
passer des vecteurs unitaires & a €, c'est le sens direct ou trigonométrique.

On obtient ainsi un repére orthonormé direct (O; €, €, ).

sens direct

oL

1




3. Orientation
rientation de I’espace

Une fois un plan de I'espace muni d'un repére orthonormé (O; €, €,), il y a deux

choix possibles (opposés) du dernier vecteur unitaire €, orthogonal aux deux

premiers, pour orienter |'espace.

En physique, le sens direct du repére (O; &, €,, &) correspond a la régle des trois

doigts de la main droite :
pouce : &

Les trois doi
de la main dmne

index : &, majeur : &,

=
€y

(&,,€,,€:) base directe

On obtient un repére (O; €,, €, €,), dans lequel les trois vecteurs &, €, et & sont
unitaires et orthogonaux deux a deux, orienté selon la régle précédente.

On dit que c’est un repére orthonormé direct.

3. Orientation

ntation et permutations

0

@

eX7

+
+ ( (\ + (
é‘)(
K
,€,) directe ( (
Une permutation circulaire conserve |'orientation

+
€,, €. ) directe

elie)m

) directe

NfDl
.

L

eZ

N
EX/_) )

) indirecte

</

(EMe (&, ,¢&) indirecte

Une permutation de deux vecteurs inverse |'orientation

,€,) indirecte

4. Produit vectoriel
Défi n 4.1 (Produit vectoriel)

Soit U et V deux vecteurs de |'espace orienté. Leur produit vectoriel est le vecteur
i AV défini par :
® si U et V sont colinéaires ou que I'un des deux est nul, G AV = 5;
® si i et V ne sont ni nuls ni colinéaires, alors i A\ V est I'unique vecteur dont les
caractéristiques sont :
« direction : i \ V est orthogonal 3 i et V;
« sens : la base (U, V, U A V) est directe;
lld A )| = 1@ 71| x| sin(@, 7).

=

: le produit vectoriel de deux vecteurs n’existe qu'en dimension 3!

+ longueur :

Attention

20

@ Le produit vectoriel est antisymétrique : i AV = —V A 4.
® Le produit vectoriel est bilinéaire, c'est-a-dire linéaire par rapport a chaque
variable :
(T+V)AW =TAW+ VAW ot GA(V+W) =0AV+TAW
(Ad) AV = XNd A V) in (M) = X{TA V)

© Dans une base orthonormée directe de /espace (&, €, é,,€,), soit U et V deux

vecteurs de composantes respectives U uy et v<

Le produit vectoriel 4 AV a pour composantes

Uy vz — UzVy
GA V| —(uxvz — uzvx)
U vy — Uy Vy

En particulier, si G et V sont deux vecteurs du plan de base (&, €,) donc de

Uy Wi
composantes respectives | uy | et V| v, |, alors i AV = (uxvy — Uy V)€, .
0 0

'entation
ientation d’une base quelconque de I'espace

Considérons une base (4, v, w) de |'espace non orthogonale.
® On introduit les vecteurs

b

— Wi

et =w- v

oll Vy est le projeté orthogonal de V sur 4,
et 1y et 1y sont respectivement les
projetés orthogonaux de w sur v et V.
On construit ainsi une base orthogonale

(d@, V', ") de I'espace.
® On norme ensuite les vecteurs i, v/, /' en
posant :
g g 1 o
llall (4l 71

On construit ainsi une base orthonormée
( ,w") de I'espace.

On définit alors |'orientation de la base quelconque (4, V.
base orthonormée (', v, w').

—r =1

a,v

, W

) comme étant celle de la

W
4. Produit vectoriel
Composantes : procédé mnémotechnique

Retenir les expressions des composantes d'un produit vectoriel étant difficile, il est
pratique de procéder comme suit :

@ on écrit les composantes des vecteurs sous forme de matrices-colonnes ;

® on recopie les deux premiéres composantes de chaque colonne en dessous ;

© on note I'emplacement des « produits en croix » et I'on effectue les différences
des produits en croix :

Ux Vx
uy |A| vy
O — [uyv; — Uzvy
Uz /) \Vz
a0, (5 " —> | uzve — uyvy
O — \UxVy — UyV,
uy O vy IxVy ly Vx

On peut aussi calculer les composantes d'un produit vectoriel a I'aide d'un déterminant.

En posant ’b d’ = ad — bc (déterminant d’ordre 2) et en « développant » par
rapport a la 3¢ colonne :
Ux Vx &
- - - u; V, u, Vx| =
AV = = & — | Kle 4| Tl
- uz vz uz Vz
u; vy €

(uyvz — uzvy )&, — (uxvz — uzvx)&, + (uxvy — Uy vi)E,

4. Produit vectoriel
Remarque 4.3

Dans toute base orthonormée directe de I'espace (€, €,,€,), on a
& NE =—8 NE =§,
€ N€E, =—€ NE =¢€
ENE =—-8 NE =8,

+ V&)
A (&, +
+ v2&,) par linéarité par rapport a la 1" variable

+ uz&) A (e, +
+ v2&,) +

GAV = (08, +
= (&) A (& +
+ u:& A (v, +
= (€ ) A (&) + (u& ) A (
+ (/&) A (w&) + (/&) A(
+(U:8,) A (wE) + (u:8,) A (

+v:€,)

)+ (1E) A (v:E)
)+ (1) A (vE)
)+ (u:8) A (vE)

=§,, ¢, N = —§,, etc.

On simplifie tout ceci en utilisant & A & =0, & A

On obtient d AV = (uy vz — uzvy)€ + (Uzvx — UxVz)€, + (Uxvy — Uy )€, .

23

4. Produit vectol

Applications géométriques

® Calcul d’aire : I'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs i et V est
donnée par |G A V.

X | sin(9)|

aire = base (||@]|)x hauteur (| /| x|sin(6)]) =
Remarque : dans le plan orienté,
« ||| % ||7]| x | sin(6) | représente I'aire géométrique (positive) du
parallélogramme;
+ ||d]| x || V|| x sin(0) représente I'aire algébrique (avec un éventuel signe) du
parallélogramme.

® Calcul d’aire : I'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs i et V est

donnée par || A V||
> >
uav ‘

\




4.2 4.2
Soit i et ' deux vecteurs du plan de base (&, &,) de composantes respectives Lorsq@ Iés ,vecteurs i, v, w sont coplanaires il est aisé de vérifier géométriquement Tester la colinéarité de deux vecteurs :
Uy la bilinéarité : . . o
af uy | et Alors GA V= (ucv, — uy v )E,. a( ) = BAV+ GAW i et V sont colinéaires <<= GAV=0
En effet, en notant 7 le vecteur unitaire orthogonal au plan engendré par les vecteurs
U, et w et tel que (, /, A) et (&, w, i) soient des bases directes : Tester |'orthogonalité de deux vecteurs :
Gnv = |lanvlla Gaw = |laAwlld GA( ) = llin( )i G et v sont orthogonaux < ||G A V|| = ||@||.]|7]|
Le schéma ci-dessous indique que Tester la coplanarité de trois vecteurs :
NEAVI + lGAw|| = [lGA( ) L : o A
d'obt le résultat i,V et w sont coplanaires <= i-(VAW)=0
7 7 — vV-(wAd)=0
A 7 — w-(GAV)=0
4 W /i /4
1uy ,’ & Remarque : |a quantité G- (V A w) s'appelle produit mixte des trois vecteurs
1 / Hl_i/\( )H / @i, V, W, ce produit est noté ((ii, v, w)) (cf. paragraphe 5.1).
I -~ . - = — = — — — — — W
Il se trouve que les trois nombres i+ (VA W), V- (W A &), w- (4 A V) coincident...
X [laA | Calcul d'un vecteur orthogonal 3 deux vecteurs i, vV non colinéaires : 4 A V.
= aire du grand rectangle ‘- 5 )
— aire des 2 triangles sur 7 — i i Calcul d'un vecteur normal a un plan défini par trois points A, B, C : /@/\R
— aire des deux petits rectangles construit sur £ et
+ aire du parallélogramme construit sur i et w
(u+ v )(uy +v) =2 X uewy /2 —2 X —2uyv, = 2 = construit sur - -
D
Le moment d'une force F appliquée 3 un . Soit @i, V et w trois vecteurs de |'espace orienté. Le produit mixte de ces trois De V'interprétation du produit vectoriel en tant que volume d'un paralléiépipéde,
point M par rapport a un autre point O est M vecteurs est le réel (i, V, w)) = (i A V)- W. Il est également noté [ii, v, w]. on dEd”‘f /mvananc[:e_ ou anti-invariance par permutations de (7, V, w)).
défini par De maniére plus précise :
= = — o Le produit mixte est antisymétrique : si on échange 2 vecteurs (céte a
My(F)=0OMAn F A a i
o céte), le résultat est multiplié par —1.
Clest une grandeur physique vectorielle (0] omposante Le volume du parallélépipéde construit sur les vecteurs &, V et w est donné par
traduisant I'aptitude de cette force a fa;ire v . } (@, v, w)) ‘ (@, v, w)) = —((v, 4, w)) = —((4, W, V)) = —((W, ¥, &)
tourner un systéme mécanique autour de ce F . 3 3 3 3 3
point, souvent appelé pivot. s GAV Le produit mixte est invariant par permutations circulaires :
Il s’exprime en N - m (Newton métre). vl 4 (@, 7, @ 5 = A -
! (@,5,®) = (7, D)) = (%3, 7))
'
La rellatllon de Lolrentz exprime .Ia force _ : Par exemple, la premiére égalité s'écrit (GA V) -w =1+ (VA W).
magnétique exercée sur une particule de F '
7 . . . N . ' . - . .z s
charge électrique, animée d'une vitesse dans ' Le produit mixte de trois vecteurs dont deux sont colinéaires est nul.
un champ magnétique : x| cos(8)] | . o o .
N ' v Le produit mixte est trilinéaire, c'est-a-dire linéaire par rapport a chaque
2 7 A I} e p P pp q
=GV ariable :
. . ’\ e ||u A V|| / vari
La force de Lorentz a toujours une puissance e o = e n e oL o = =y
nulle car elle est constamment perpendiculaire qv i (@ v,w+w)) = (@7, w) + ((a7,7))
au vecteur vitesse de la particule : / ((@, v, xw)) = X((d, v, w))

P=F.-v=0

et de méme avec les deux autres variables.

On se place dans une base orthonormée directe (&, ,€,,€,) de I'espace.

Uy Vi Wy
Le produit mixte des vecteurs G| u, |, V| v, | et w| wy | vaut :
u; Vz w;

((G,V, W) = uxvyws + Uy Vaws + Uz VieWy — U2V Wy — Uy Ve Wz — Ux V2 Wy

Le produit mixte de trois vecteurs est en fait un déterminant de matrice (cf. cours
de Mathématiques de 2¢ année). On le note alors de la maniére suivante, et I'on
dispose d’'une méthode mnémotechnique pour le calculer (régle de Sarrus) :

Uz Vy Wy
U v Wk Uy Vo Wy
AN

Ux  Vx o Wi uy. Vy. wy Uy Vx Wz

(@7,@) =|u, v w R |

Uz ve wy : 3
ux\ VX\WXE\A Ux Vy Wy

NN\

u vy wy Uy VW
\ Uz Ve Wy

On peut
tester la coplanarité de 3 vecteurs :
i, vV, w sont coplanaires <= ((J, v, vT/)) =0
tester |'orientation de 3 vecteurs :
i, v, w forment une base directe <« ((i, v, w)) >0

Sens direct (=) : supposons i, V, w coplanaires.
Alors I'un des vecteurs est combinaison linéaire des deux autres, par exemple
W = aii + bV pour des réels a et b.
Dans ce cas, par trilinéarité (cf. propriété 5.2) :
(8,7, w)) = (3,7, ad + bv)) = a((d, 7, &
Or, toujours d'apres 5.2, ((#, v, 7)) = ((&@, v, ¥)) = 0. D'o ((d, v, w)) =0.
Sens réciproque (<) : supposons ((1,
Si 4 et V sont colinéaires, alors i, v,
Supposons i et V non colinéaires.
D’aprés la définition 5.1 du produit mixte, 4 A V est orthogonal a w.
Or, I'ensemble des vecteurs orthogonaux a i A V est le plan engendré par 4 et v,
c'est-a-dire I'ensemble des combinaisons linéaires aii + bv, a,b € R.
Donc w est une combinaison linéaire de i et v. D'ou 4, V, w sont coplanaires.

v,
w coplanaires.

Cas particulier : soit a, b, ¢ trois réels non nuls et A(a,0,0), B(0, b,0) et C(0,0, c).
Déterminons |'équation du plan (P) défini par les trois points A, B, C.

Soit M(x, y, z) un point générique de I'espace. On a :
M e P <= les 4 points A, B, C, M sont coplanaires
— = —
<> les 3 vecteurs AB, AC, AM sont coplanaires

— — —
> ((AM,AB,AC)) =0
—a
AB[ b
0
X —a —a —a

y b 0
z 0 c

X —a
—
Premier calcul : partant de AM| y
z

—a
JAC( o
c

((m’ﬁ’?)) =

= bc(x — a) + acy + abz
x—a bc

—
Deuxieéme calcul : partant de AM| y et »ﬁ A R ac
z ab

— — — — = =
((AM, AB, AC)) = AM - (AB A AC) = bc(x — a) + acy + abz
En égalant alors ((m,ﬁ,ﬁ)) a 0, on tire I'équation g + % + % =il




Application physique : moment d’une force par rapport a un axe

* Le moment d'une force ? appliquéeden un point M par rapport a un axe A
orienté de vecteur directeur unitaire k passant par un point O est défini par

e N — =
Ma(F) =M (F)-k=((OM, F k)
C'est une grandeur physique scalaire traduisant |'aptitude de cette force a faire

tourner un systéme mécanique autour de cet axe.
Elle s’exprime en N - m (Newton métre).

Remarque : cette quantité ne dépend pas du point O sur I'axe A.

Propriété 6.3 (Position relative du barycentre)

Soit G le barycentre des points pondérés (A1, my), (A2, mz) de I'espace. Alors :
® G appartient a la droite (A1Az),
® G appartient au segment [A1A;] si et seulement si mym; > 0

® G est le plus prés du point A; dont la pondération m; est la plus grande en valeur
absolue : |m;| = max(|mi|, |m2]),

® simy = my alors G est le milieu de [A1Az]. On I'appelle isobarycentre de A; et A,.

Exemple 6.4 (Position relative du barycentre)

Soit A, B deux points. Sur la figure ci-dessous, on a placé les barycentres
G de (A,2),(B,2) : Gz de (A,1),(B,—2) :
© Gi de (A,2),(8,2) © G de (A1) )

OGI=%OA+%O 0G3 = —0A+20
= ,ﬁ:%ﬁ o E:Z/ﬁ

® o de (A, J,(B, ): © Code (A, 1),(B,2):
04):_9A 0B 0C.=0A+ 0
= AG =-AB — AC = A

A G G B G;

Définition 6.1 (Barycentre de deux points)

Soit (A1, my) et (A2, my) deux points pondérés de I'espace tels que Ay # A, et I'un
des réels my,m» soit non nul.
Un barycentre de (A1, m1), (A2, m2) est un point G de I'espace vérifiant

— —
my GA; + maGA, = 0.

Supposons qu’un tel G existe. Soit M un point quelconque de |'espace.
Avec la relation de Chasles :

— — — — —
mGA; + mGA; =0 <= my(GM + MA1) + my(GM + MA;) =0

— e et
<— (m + m)MG = mMA; + maMA;

Disjonction de cas :
® si my + my # 0, alors, en prenant pour M I'origine O d’un repére, on obtient
— — —
0G=—T"_0ar+ ™ op
mi + my my + ma
Donc G existe et est défini de maniére unique;
— - —
® si my + my = 0, on obtient m1(OA; — OAz) = 0 donc A1 Az = 0 puisque my # 0.
Cela donne A; = Ay, qui est absurde : G n'existe pas.

Définition 6.5 (Barycentre de n points)

Soit Ay, Az, ..., An n points distincts de I'espace et soit my, ma, ..., m, n réels non
tous nuls.

Un barycentre des points pondérés (Ai, m;), i € {1,...,n} est un point G de

I'espace vérifiant N
—
> miGA; =0.

i=1

Lorsque tous les m; sont égaux, on parle d'isobarycentre.

On peut facilement généraliser les propriétés du barycentre de 2 points :

Propriété 6.6 (Formule du barycentre)

Le barycentre des n points pondérés (Ai,m;), i € {1,...,n} existe et est unique
n
si et seulement si M = Z m; # 0.

i=1
Dans ce cas, en notant G le barycentre, on a pour tout point M de |'espace :

— n —
MG =S " ma;

i=1

M est la masse totale du systéme de points pondérés.

Propriété 6.8 (Coordonnées d’un barycentre)

Dans I'espace muni d'un repére (O; &, €,,€,), si G est barycentre de n points

i =
OA; permet de

— n
pondérés (Ai, m;),i € {1,...,n}, la relation vectorielle OG = Z %

i=1
donner les coordonnées de G en fonction de celles des A; :

1 ¢ 1 ¢ 1 ¢
(x6,¥6,26) = (M ;m,x/a,, o ;m,yAﬁ i I;m,ZA.)

Dans le cas d’un isobarycentre (c'est-a-dire lorsque tous les m; sont identiques) :

1 1 1
(errez) = (2w 25w 23 )
i=1 i=1 i=1

Dans le plan les relations ci-dessus sont analogues, il suffit de supprimer la 3¢
coordonnée en z.

Exemple 6.9 (Coordonnées d’un barycentre)

Les coordonnées du barycentre de 2 points ((A, a), (B, b)) avec a+ b # 0 dans le
axa + bxg aya+ bya)

plan muni d'un repére (O; &, &,) sont (xc, y6) = atb ' ath

Théoréme 6.10 (Associativité des barycentres, cas de 3 points)

Dans I'espace, si G est le barycentre de (A, a), (B, b),(C,c) aveca+ b+ c #0, et si
H est le barycentre de (A, a), (B, b) avec a+ b # 0, alors G est le barycentre de
(H,a+ b) et (C,c). H est appelé barycentre partiel.

(A a) (B, b) (C,o)

(H,a+b)

En d'autres termes :
Barycentre((A, a), (B, b), (C, c))
= Barycentre((Barycentre((A, a),(B,b)),a+ b) ,(C, c))

6. Barycentres

Ce qui démontre la propriété suivante :

Propriété 6.2 (Formule du barycentre)

® Les points pondérés (A1, m1) et (Az, m2) de l'espace admettent un barycentre
si et seulement si my + my # 0.

® Le barycentre, lorsqu'il existe, est unique.

® Lorsque my + my # 0, si G est le barycentre de (A1, m) et (A2, m2), pour tout
point M de I'espace :
m my

—
MA; + ————MA;.
my + my

—
MG =
my + my
En particulier, si O est I'origine d’un repére de I'espace alors :
— — —
06=—"1_0A +—"_0p;.

my + ma my + m2

Si de plus my = mo, alors

— 1= 1=
oG = EOA1+§OA2.

Dans ce cas, G est le milieu du segment [A1, Az).

Remarque 6.7 (Proportionnalité des poids)

QA a B A 0y 5 mi
Ce qui détermine un barycentre n'est pas le poids m; en lui-méme mais le rapport M

En effet, le barycentre d'un systéme de points pondérés ne change pas si on multiplie
tous les poids par un méme nombre.

En d’autres termes, pour tout o # 0, les systémes de points pondérés
(A, mi), i €{1,...,n}et (A, am), i €{1,...,n}
ont méme barycentre.

Lorsque tous les poids m; coincident, I'isobarycentre G des n points est donné par

— 1~
MG_;;MA,-

Démonstration de I'associ

ité (cf. théoreme

Soit G le barycentre de (A, a), (B, b),(C,c) et H le barycentre de (A, a), (B, b).
lls existent car a+ b# O et a+ b+ c #0.

On a pour tout point M de I'espace :

— = = — — s —
(a+ b+ c)MG = aMA+ bMB + cMC et (a+ b)MH = aMA + bMB.
En remplagant, on obtient (a+ b+ c)m =(a+ b)M_)H aF cm donc

at+b — @ —
H MC
a+b+c i

—
MG =
at+b+c

ce qui prouve que G est le barycentre du (H, a+ b), (C,c).




6. Barycentres

Théoréme 6.11 (Associativité du barycentre, cas de n points)

Dans I'espace, si :
® Ga est le barycentre de p points pondérés (Ai, mi),i € {1,...,p},
® Gg est le barycentre de q points pondérés (B;, n;),j € {1,...,q},

® G est le barycentre des p + q points pondérés (A;, m;),i € {1,...,p} et
(Bj,n;),j€{L,....q},

= =
P a

pondérés <GA, Z m,-) et <GB, Z n,-).
= j=1

) q
alors, sous réserve que Z m; + z nj # 0, G est aussi le barycentre des deux points

a4

6. Barycentres

Annexes

e Autres regles d’orientation

e Applications des produits
scalaire, vectoriel et mixte

e Applications des barycentres

A. Autres régles d’orientation

Orientation de I'espace

En physique, on retrouve naturellement la notion de sens direct spatial dans
diverses situations de la vie courante.

* Régle du robinet

Un bouton de robinet pris dans la main droite
que l'on tourne dans le sens qui améne le pouce vers l'index
ferme la canalisation.

En tournant le robinet
dans le sens DIRECT
on FERME la canalisation

En tournant le robinet
dans le sens INDIRECT
on OUVRE la canalisation

B. Applications du produit scalaire

Barycentre et centre ertie

® Le centre d’inertie de n masses ponctuelles est le barycentre des points affectés
de leur masse.

® Le centre d’inertie d'une plaque homogene ayant un centre de symétrie est
précisément ce centre de symétrie.

G G

® Le centre d’inertie d'une tige homogéne est son milieu.
® Le centre d'inertie d'une plaque
triangulaire homogéne ABC est
I'isobarycentre des points A, B, C.
C'est le point de concours des mé- Cc
dianes du triangle ABC.

ntation de I'espace

En physique, on retrouve naturellement la notion de sens direct spatial dans
diverses situations de la vie courante.

¢ Régle du bonhomme d’ampére * Régle de la rotation de la Terre

La Terre tourne
autour de son axe polaire
orienté du Sud au Nord

de I'Ouest vers I'Est.

bras droit : &,
bras gauche : €,
de bas en haut : é,

z

Hy
Bonhomme d'AmE‘ TE

(&.,E,,&.) base directe

otions a retenir

® Produit scalaire
+ Maitrise du calcul analytique et géométrique
+ Calcul de projections
« Utilisation en physique
® Produit vectoriel
+ Visualisation de I'orientation
+ Maitrise du calcul analytique et géométrique
+ Utilisation en physique
© Barycentres
+ Maitrise du calcul
+ Utilisation en physique

En physique, on retrouve naturellement la notion de sens direct spatial dans
diverses situations de la vie courante.

* Régle du tire-bouchon * Régle du tourne-vis

Un tire-bouchon
tenu dans la main droite
que I'on tourne dans le sens
qui améne le pouce vers l'index
visse dans le bouchon.

2

' progression
+

Un tourne-vis
tenu dans la main droite
que l'on tourne dans le sens
qui améne le pouce vers |'index
visse dans le support.

+
E;( = r0tation E>y

(visse)

Application trigonométrique : loi des cosinus (théoréme d’Al-Kashi)

On considere un triangle quelconque A C de cotés AZ =c, "C=a, CA=)et
d'angles (non orientés) a = A, ' =1, v = C.

La loi des cosinus permet d'exprimer chacun des angles «, ', en fonction des cotés
a, b, ¢ du triangle.

<y

Notons i :ﬁ et v = a
On a alors =v—4a |dl=a ||V|=b li—V|=cetid-v=abcos(y).
D’autre part, par bilinéarité du produit scalaire, on a

V=l = (v —a)- (v —a) =

—Ved—g-v4d-d=|alP+ ) - 2a-

d'ou I'on tire

|c: Vat+4 2 —2a cos('y)l

P P—@
2a

ou encore COS("/) =

a7

B. Applications du produit scalaire

Exercice B.1 (Projection plane)

L'espace est rapporté au repére orthonormé (O; &, &,,€,). On se donne :

® (P) le plan d'équation ax + by + cz = d (a, b, ¢, d non nuls) ;
® A(xa, ya, za) un point de (P);
® M(xm, ym, zm) un point quelconque de I'espace;

A%
°* Vi
Vz

un vecteur quelconque de |'espace.

@ Donner un vecteur 7 unitaire normal a (P). On note (D) la droite passant A
orthogonale a P. Elle est alors déterminée par A et .

@ Aspect vectoriel
-
© Déterminer le projeté de V sur (D). Donner son expression en fonction de 7
puis donner ses composantes.

©® En déduire le projeté de V sur le plan (P) en fonction de vecteurs déja
déterminés. Puis donner ses composantes.

© Aspect ponctuel
Déterminer les projetés de M sur (D) et sur (P) en fonction de vecteurs
déterminés précédemment. Expliquer comment obtenir leurs coordonnées.




Le plan (P) est caractérisé par les trois points A(<,0,0), B(0,
d

-4 =

soit encore par le point A et les vecteurs ﬁ % et AC| 0
0 d
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Un vecteur r| 3
5
G-i=0etv-a=0.

est normal a (P) ssi il est orthogonal a @ et V, ce qui donne

D’ou les équations b —af =0et ca —ay=0.0na g = fa ety=<a.

a
En choisissant par exemple a = a, on obtient le vecteur normal 7| b

(Remarque : il suffit de supposer a, b, ¢ non tous nuls.)

Autre méthode.
Comme A € (P), on a axa + bya + cza = d.

a

—

Soit M(x,y, z) un point quelconque de I'espace et N| b

c
Le point M appartient a (P) ssi ax + by + cz = d
ou encore ssi ax + by + cz = axa + bya + cza
qui s'écrit aussi a(x — xa) + b(y — ya) + c(z — za) = 0.
Or I’exprission a(x — xa) + b(y — ya) + c(z — za) n'est autre que le produit
scalaire N - AM.

—

Ainsi, M € (P) ssi les vecteurs AM et N sont orthogonaux.

|

—
Le vecteur AM étant un vecteur générique de la direction du plan (P), on a
—
trouvé un vecteur N orthogonal a (P).

V.5

— — <f.  av+bvy +cv,
OnaVo=Vi=GE =t prc
Composantes :

1 v + abvy, + acv,

m abvy, + b> vy + bev,

acvy + bevy, + v,

L'autre projection s'obtient en remil;quant que
V =Vp+ Vpdonc Vp =V — Vp.

Composantes :
1 (b® + c?)vx — abv, — acv,
sl —abvy + (2% + c?)v, — bev,

—acvx — bev, + (a° + b?)v;

En choisissaﬂ} \7 = m on trguve AWL: = \7—0 et AT\/I; = \779, donc

Mp =A+ Vpet Mp =A+ Vp.

On peut ainsi obtenir les coordonnées de Mp et Mp a I'aide des composantes de
Vp et Vp en changeant les composantes vy, vy, v; en X — Xa, ¥ — YA, Z — Za.

On considére un triangle quelconque A~ C de cotés A- =c, “C=a, CA= "l et
d’angles (non orientés) a = A, =, v = C.

La loi des sinus permet d'exprimer une relation entre les rapports des sinus de chacun
des angles «, ', par leur c6té opposé relatif a, /, ¢ du triangle.

En calculant I'aire du triangle a I'aide du produit vectoriel de plusieurs fagons :

1, —

1,— — 1,= —
1A% a &) = LFAA R = 2icAA R

on tire
csin(a) = acsin( ) = absin(y)

soit, aprés division par alc :

sin(a) _ sin()

_ _ sin(7)
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sin

-,

Formule trigonométrique : | cos(p — ) = cosf cos ¢ + sinOsinp |

Dans un repére orthonormé (O;7,J)

du plan, soit les points
A(cos 8, sin 0) et B(cos ©,sin ).

i B

— o =
" OA=cos@i+sinfj
aé = cos;/?+ sin ‘;f

7

Produit scalaire
1. Calcul analytique :
—
OA - OB =
cos 6 cos ¢ + sin@sin ¢

sin 6

- 2. Calcul géométrique :
Oh - OB =

[| OA|| x || OB x cos(0A, 0B)

cos 6 =

Formule trigonométrique : |sin(;p — 0) = cosfsinp —sin (?cos<p|

Dans un repére orthonormé direct

—

(O; 7] E) de I'espace, soit les points
A(cos8,sin0,0) et B(cos ¢, sin p, 0).

A == = . %
OB = cospi+singj

— - =
{OA:cos()i+sin()j

Produit vectoriel
1. Calcul analytique :

OANOE =
(cos @sin g — sin 0 cos ) k

sin 6
D L E e

7 2. Ca/cuig)'éométrique :
OANOB =
— — e
||OA|| x OB\xsin(OA,OB)k
cos 6 = k

Distance d’un point a un plan : soit (P) un plan et /\/ un point de I'espace.
On cherche a calculer la distance du point /\/ au plan (P).

Approche géométrique

(P) est défini par le point A et le vecteur 7i normal a (P).
Notons H la projection orthogonale du point

sur le plan (P).

au plan (P) coincide

et H:

La distance du point
avec la distance entre les points
d(M,P) = MH.

(E)St aussi le projeté orthogonal du vecteur
Al sur le vecteur 7i qui est donnée par la
propriété 2.6. Ainsi :

| am- |
[

d(11,P) =

55

Distance d’un point a un plan : soit (P) un plan et \/ un point de I'espace.
On cherche a calculer la distance du point /\/ au plan (P).

Approche analytique

L'espace est rapporté au repére orthonormé direct (O; &,
(P) est défini par I'équation ax + by +cz+d =0

(a, b, c non tous nuls) et .

N
. "
Un vecteur normal a (P) est donné par ﬁ(b) :
(cf. exercice B.1). @
D’aprés I'approche précédente :

[ax + by + cz + d]

N T Y

Distance d’un point a un plan :
Soit le point M(6,3,4) et (P) le plan défini par les points A(1,1,0), B(0,0,1)
et C(0,1,1). On cherche la distance de M a (P).

Cest le plan passant par A de vecteur normal i = ﬁ A ﬂ} avec les vecteurs

exemple numérique

-1 0 1
Z_C) 0 et?l .Onail0
1 0 1

Un point P(x,y, z) quelconque de I'espace appartient a (P) ssi »ﬁ est
orthogonal 3 A, i.e. AP- 7 =0, d’ol I'équation x + z = 1.
Autre méthode : on recherche une équation de (P) de la forme
ax+by+cz+d=0.
En traduisant A, B, C € (P), on trouve le systéme
a+b+d=0,c+d=0,b+c+d=0doulontirea=c=—-detb=0.
Ainsi (P) est caractérisé par I'équation x +z —1 = 0.
Enfin, la distance du point M au plan (P) est donnée par
_1x64+0x3+1x4-1 9

12402 +12

d(M,P)

S




Rotation dans I'espace
Soit (D) une droite orientée de vecteur unitaire
dans |'espace orienté et A un point de (D).

Introduisons () le plan orthogonal a (D) passant
par A.

Pour tout point de I'espace M, notons et M,
ses_projections orthogonales sur (D) et (P). On a
AM = AMp, +

On diﬂ?se alori:l'un repére orthogonal direct
(A; AMp, inNAMp, ) de I'espace.

Soit 6 un angle. Considérons dans le plan (P) la
rotation r de centre A et d’angle 6.

En se plagant dans le repére orthogonal direct

— ——
(A; AMp, iANAMp) du plan (P), on voit que
I'image r(M) de M par r est caractérisée par

Ar(Mp) = (cos 0)AMp + (sin0) (iAAMp ).

Rotation dans I'espace

On définit ensuite dans I'espace /7 la rotation

de centre A, d'axe (D) et d'angle 0 selon
_

= Ar(Mp) +
Or = (m ) , donc
—— — —
AMp = AM — =AM — (AM- )
—— — —
Puis inAMp = A (AM — ) = AAM
puisque et sont colinéaires.

En conséquence, on trouve

= (cosO)[AM — (AM- ) ]
+(sin0)( AAM) + (m. )

c’est-a-dire :

= (cos)AM + (SIL?)( A AM)
+ (1 —cosf)(AM- )
rotation d’angle droit (0 = 7)
—
= AAM+ (AM- )

Cas particulier :

Cas général : soit A(xa, ya, za) un point et uf uy |, v v,

Déterminons I'équation du plan (P) d
Soit M(x, y,z) un point générique de

Uy Vx

Uz Vz
éfini par le points A et les vecteurs @, V.

I'espace. On a :

—
M € P <= les 3 vecteurs AM, i, V sont coplanaires

—
— ((AM,id,v)) =0
Notons a, b, ¢ les composantes du vecteur 4 A V :
uy vy Uy v [T
= =uyv;—u,vy, b=— =U;Ve—UxV;, C= = Uy Vy— Uy Vy
u; vz u; vz Uy, vy
Premier calcul :
— —
((AM, @, V)) = AM - (G A V) = a(x — xa) + b(y — ya) + c(z — za)

Deuxieme calcul :

X — XA Ux
y—ya Uy
zZ—2Zp U

(AM, 3, 7)) =

Notons enfin d = axa + bya + cza.
En égalant alors ((AM, i, V)) 4 0, on

Vx
vy | = a(x — xa) + b(y — ya) + c(z — za)
Vz

tire I'équation ax + by + cz = d.

deux vecteurs non colinéaires.

s

V3

Le travail de ? pendant un déplacement 7 de la tige le long des rails se calcule, en

— - = +
F=I1¢(AB

N
le vecteur ¢ étant dirigé le long de la tige -
dans le sens du courant. N

notant S = d A £ et ® le flux coupé a travers la surface balayée par la tige, selon

— - = = - = =
-d:I(Z/\B)-d:I((€ B, d))
- 5 2 — - =
(,B)=1(drT)-B=1B-S =10

on
W=F

J,
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@
== Z Nj est la moyenne (arithmétique) du groupe a la j* épreuve
n
i=1

m m
" a4 a o .
M; = g a;N;/ E «; est la moyenne (pondérée) de toutes les épreuves de I'éléve n°

j=1 j=1

Le théoréeme de composition des barycentres permet de calculer la moyenne générale de
toutes les é epreuves du grou pe et se traduit par I’ |dent|te entre Ies «moyen nes des moyennes » :

M=S S Sy, 3

i=1 j=1

ZC\/ /Z(y/ nZMN

i=1 j=1 j=1 i=1

Bilan des forces :
poids du solide de masse my : ?1
poids du solide de masse
= -
F3 = F3€,,

Les objets étant immobiles, d'apres la

réaction du support :

= —mgé&,, appliqué en A; ;
= —11.g¢&,, appliqué en /- ;
appliquée en G.

relation fondamentale de la statique, la somme

des forces et la somme des moments (en n'importe quel point) sont nulles :

— = o
Fi+F+F=0 et

e = T
Mc(F) + Me(

)+ Mi(F) =

L'espace est rapporté au repére orthonormé (O; &, €,, €,). Soit (D1) et deux droites de |'espace non paralléles non sécantes. Soit (D1) et deux droites de |'espace non paralléles non sécantes.
2 4 X La droite (D1) est définie par un point A; et un vecteur z, et la droite est La droite (D1) est définie par un point A; et un vecteur z, et la droite est
On donne v1| 0 | ,vaf y | et v3| 13 définie par un point /> et un vecteur définie par un point /- et un vecteur
3 2 2 On cherche a calculer la distance entre (D;) et On cherche a calculer la distance entre (D;) et
Déterminer y et z pour que Vi et V» soient colinéaires. B =
sy Notons 7i = iy A 1/-. i est un vecteur La distance entre (D;) et coincide
Réponse : on a v A V2| 30 — 3z normal aux droites (D;) et avec la distance entre H; et H- :
3y | i H. H,
i ntroduisons --__ M oD o W ‘H\H ~-._ M2
D DV et v t colinéail iVi ANvo=0ssiy =0 etz=10. N = = s = = = == -

'onc : vi et v sont colineaires ssi vy V2 ssly etz (731) |e plan orthogonal 3 7 contenant \— R (Al) ( 1, ) 112 H 1 ZH Hn” \— R (Al)
Déterminer x pour que Vi et V3 soient orthogonaux. la droite (D1); th , L — th
Réponse : on a v - V3 = 2x + 6 la droite projection orthogonale En décomposant _en_s}mte HyH, selon
Donc : vy et v3 sont orthogonaux ssi vy - v3 = 0 ssi x = —3. de sur (P1); #T HiA1r + A1/ + /. H> et en remarquant T

! n — AN U
Avec la valeur de x obtenue en question 2, quelle condition doivent vérifier y et z Hi le point d'intersection de (D1) que Ay H, est colinéaire a iy et que /. H>
pour que les vecteurs vy, ih, V3 soient coplanaires ? et est colinéaire 3 1/, donc que A;H; et
Qu'observe-t-on lorsque y et z prennent les valeurs obtenues en question 17 On introduit de méme les objets H> sont orthogonaux a 7, on voit que
2 4 -3 L Apri PR — — —
éométriques similaires , (A1), H2 . . -
Réponse : (4, >, 7)) = [0y 13 | =13y — 267+ 156 = 13(y — 2z + 12). geometrq ; (A1) A S (Dy) HiHa - i = A1As - i = ((AdAs, i, 112)) Hia o (D1)
relatifs a la droite 1 i L 1 i
2 = (P) Ainsi : (P1)
Donc : i1, v, V3 sont coplanaires ssi ((V1, Vs, V3)) =0 ssi y — 2z +12 = 0. La droite (H:H-) est la perpendiculaire (A, )
On observe que cette condition est satisfaite en particulier pour y = 0 et z = 6, ce qui commune 3 (D1) et d(DL ) = — i
était prévisible puisque dans ce cas, les vecteurs Vv, et V> sont colinéaires. 59 60 [l A | 60
Le dispositif des rails de Laplace consiste en . On considére un groupe de n éléves passant m épreuves. Considérons la balance ci-dessous permettant
d ils métalli lleles situés d Pour 1<i<net 1<j< tons N | te obt: alajeé I'éle P i
eux rails métalliques paralléles situés dans N our 1<i<n et 1<j<m, notons Nj la note obtenue a la j* épreuve par I'éleve n° i. de comparer deux solides de masses m; et
I'entrefer d'un aimant en U engendrant un [ N épreuve ne 1 ne 2 n° m moyenne —
champ magnétique B. 7= éleve coef. ay coef. as coef. am éleve g F;
2
2 . /1 m
On y dépose une tige de longueur ¢ n° 1 Ni1 Niz Nim My 1 I ~
- p €
susceptible de se déplacer sans frottement. DDA ne 2 Noy Noo Nom M/Q' Io) x G
Si on relie les deux rails & un générateur, un - Al ?
courant continu d'intensité / circule dans le <L 1
circuit, et provoque une force F dite force de "
i % n°n Niny Nia Nom M, On néglige la masse de la barre horizontale A;
Laplace sur la tige la mettant en mouvement. A
M On cherche sur cette barre un point G pour que
La force F s'exprime selon la relation ce systéme soit 3 I'équilibre.




Considérons la balance ci-dessous permettant
de comparer deux solides de masses m; et

g E
i,
o & G
A1 "
& /\
—
ﬂ(ﬁ):@/\ﬁ:rmga;/\é}
Or /ﬁ( )= GA A Fo = mog GAS N &
Mo(F)=GCAR =0

—
L'équation des moments donne g(m GA; +
=

—
Comme g #0 et mGA, + -G

— —
mGA; + m: G

— =
G/YNE =0.

est colinéaire a &, on en déduit I'équation :

=0

Ainsi, le point d’équilibre G n’est autre que le barycentre de A;(rm) et

—
oG =

my

my +

Par exemple, en choisissant O = A; : Alzs =

oA o
L i m

m:

—

-

—A
1+ !
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On examine une plaque carrée homogene de coté 3 unités amputée d'un carré de coté
1 unité situé au milieu d'un bord de la plaque. Déterminons son centre d’inertie.

On examine une plaque carrée homogene de coté 3 unités amputée d'un carré de coté
1 unité situé au milieu d'un bord de la plaque. Déterminons son centre d’inertie.

Premiére méthode

On subdivise la plaque en 8
carrés de c6té 1u.

N - — - - 1 _ _ _ _ _

On examine une plaque carrée homogéne de c6té 3 unités amputée d’'un carré de c6té
1 unité situé au milieu d’'un bord de la plaque. Déterminons son centre d’inertie.

Premiére méthode
On subdivise la plaque en 8
carrés de coté 1lu.

Le centre d'inertie de la
plaque est I'isobarycentre des
centres d’inertie des 8 carrés :

8
— 1 -
oc_ggoc;k
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On examine une plaque carrée homogene de c6té 3 unités amputée d’'un carré de coté
1 unité situé au milieu d'un bord de la plaque. Déterminons son centre d’inertie.

Premiére méthode

On subdivise la plaque en 8
carrés de coté lu.

Le centre d’inertie de la
plaque est I'isobarycentre des
centres d’inertie des 8 carrés :

— 1 —
oc_ggoc;k

Il coincide avec le centre
d’inertie des barycentres

de 3 bandes de base 1u

et de hauteurs 2u et 3u
pondérés par les aires relatives :
— 1, = = ==
06 = g( 00'+20G;+306})

Gi(3)

G3(3)

G2(2)

0,5

25

On examine une plaque carrée homogene de c6té 3 unités amputée d’un carré de coté
1 unité situé au milieu d'un bord de la plaque. Déterminons son centre d’inertie.

Premiére méthode

On subdivise la plaque en 8
carrés de coté 1u.

Le centre d’inertie de la
plaque est |'isobarycentre des
centres d’inertie des 8 carrés :

8
= 1 5
oG = = E oG

8 k=1 ‘

Il coincide avec le centre
d’inertie des barycentres

de 3 bandes de base 1u

et de hauteurs 2u et 3u
pondérés par les aires relatives :
— 1y — —
06 = g( 0 +2oc;+3oc;)
En choisissant O = G :

- 2(a + &d)

I
(=7

-

G;(3) : : G3(3)
I . |
| |
L Gy2)
i i
| |

On examine une plaque carrée homogene de cété 3 unités amputée d'un carré de coté
1 unité situé au milieu d'un bord de la plaque. Déterminons son centre d’inertie.

Deuxiéme méthode

On subdivise la plaque en 8
carrés de coté 1u.

N — — — — ' — —
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On examine une plaque carrée homogene de cété 3 unités amputée d'un carré de coté
1 unité situé au milieu d'un bord de la plaque. Déterminons son centre d’inertie.

Deuxiéme méthode
On subdivise la plaque en 8
carrés de coté 1u.

Le centre d’inertie de la 25
plaque est |'isobarycentre des
centres d’inertie des 8 carrés :

8
— —
06 = % > o6
k=1

G; G,
() @
Gy
G3® ° oG;
@ @ @
Gg Gy Gg
0,5 15 2,5

On examine une plaque carrée homogeéne de cété 3 unités amputée d'un carré de coté
1 unité situé au milieu d'un bord de la plaque. Déterminons son centre d’inertie.

Deuxiéme méthode

On subdivise la plaque en 8
carrés de coté 1u.

Le centre d’inertie de la
plaque est |'isobarycentre des
centres d’inertie des 8 carrés :

— 1 =
06=23 06
k=1

Il coincide aussi avec le centre
d’inertie des barycentres de
deux carrés de c6té 1u et d'un
rectangle de c6tés 2u et 3u,
pondérés par les aires relatives :

07;:%( T+eﬁ)

2,5

1

G1(2)

G3(6)




On examine une plaque carrée homogene de coté 3 unités amputée d'un carré de c6té
1 unité situé au milieu d'un bord de la plaque. Déterminons son centre d’inertie.

Deuxiéme méthode

On subdivise la plaque en 8
carrés de c6té lu. G:'I_'(Z)
Le centre d’inertie de la 25
plaque est |'isobarycentre des
centres d’inertie des 8 carrés :

8
— 1 —
ocfggo@

Il coincide aussi avec le centre 11 G
d’inertie des barycentres de 8

deux carrés de c6té lu et d'un
rectangle de c6tés 2u et 3u,

On examine une plaque carrée homogene de coté 3 unités amputée d'un carré de coté
1 unité situé au milieu d'un bord de la plaque. Déterminons son centre d’inertie.

Troisieme méthode

Le centre d'inertie de la

plaque peut aussi s'obtenir

a I'aide des centres d’inertie

de la plaque carrée compléte

de coté 3u et du carré retiré

de c6té 1u au milieu d'un bord. 2

On examine une plaque carrée homogene de coté 3 unités amputée d'un carré de coté
1 unité situé au milieu d'un bord de la plaque. Déterminons son centre d’inertie.

Troisieme méthode

Le centre d’inertie de la

plaque peut aussi s'obtenir

a 'aide des centres d’inertie 35
de la plaque carrée compléte

de coté 3u et du carré retiré

de c6té 1u au milieu d'un bord.

Partant de la plaque compléte
de centre d'inertie G}’ 15
(de masse 9 fois celle d'un carré G

de coté 1u) :
— Vi, ok
oc!" = 5 (06! +806)

n
pondérés par les aires relatives : GZ(G)
— 1/ = —
06 = g( o +6OGE>
En choisissant O = G/’ :
GTG> _ lr 15 1 2 15
4 64 64

On examine une plaque carrée homogéne de c6té 3 unités amputée d’'un carré de c6té
1 unité situé au milieu d’'un bord de la plaque. Déterminons son centre d’inertie.

Troisieme méthode

Le centre d’inertie de la

plaque peut aussi s'obtenir

a l'aide des centres d'inertie 35
de la plaque carrée compléte

de coté 3u et du carré retiré

de c6té 1u au milieu d'un bord.

Partant de la plaque compléte

de centre d’inertie G}’ 15
(de masse 9 fois celle d'un carré G
de cété 1u) :

06 = %(oc‘ +806)
d’otr I'on tire

06 = g(gw OT>)
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On examine une plaque carrée homogene de c6té 3 unités amputée d’'un carré de coté
1 unité situé au milieu d'un bord de la plaque. Déterminons son centre d’inertie.

Troisieme méthode

Le centre d’inertie de la

plaque peut aussi s'obtenir

a I'aide des centres d'inertie 35
de la plaque carrée compléte

de c6té 3u et du carré retiré

de c6té 1u au milieu d'un bord.

Partant de la plaque compléte
de centre d’inertie G5’
(de masse 9 fois celle d'un carré
de cbté 1u) :
0 Li==0 =2
o/ = =(0c!” +806)
9
d’our I'on tire
06 = %(9W oc)
En choisissant O = G;” :
——
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