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1. Motivations I —

Prologue

De nombreux phénomenes physiques, mécaniques, chimiques, biologiques,
économiques, etc. sont régis par des équations différentielles ou des systemes

différentiels.
On va décrire trois problémes conduisant a de telles équations :

@ un probléeme de cinématique : trajectoire balistique;

® un probléeme de rhéologie : systéme visco-élastique;

® un probleme d'électrocinétique : circuit RLC.




1. Motivations a) Un probleme de cinématique

Trajectoire d’un projectile
Mise en équation du mouvement d'un projectile de masse m, celui-ci étant propulsé dans
I"air a une vitesse initiale ¥y sous un angle de tir .

Le bilan des forces s'exercant sur le projectile donne F=P+ fé ou :

o Pestle poids du projectile d'intensité mg : P= mg,
avec m : masse du projectile, g : accélération de la pesanteur terrestre (g=9,81 m/s?);

® R la résistance de I'air proportionnelle a la vitesse : R = —kv,
k étant le coefficient de frottement de I'air, v le vecteur-vitesse du projectile (V=xi + y;j ).

Le principe fondamental de la dynamique F = m3 fournit le systeme ci-dessous
(3 étant le vecteur-accélération : 3=Xi+jj), en posant k = k/m :

X(t) = —kx(t 0)=y(0)=0

(1) =~ x(2) wec [@=y(0)=0. |

y(t)=—ry(t)— g x(0) = wcosa, y(0) = vosina.
Il s'agit d'un systéme d’'équations différentielles linéaire du 2" ordre avec conditions initiales2




b) Un probléme de rhéologie

Systéme visco-élastique
Mise en équation du mouvement d'un solide de masse m accroché a un ressort de raideur k
couplé avec un piston de coefficient ¢ montés en paralléle, sollicité par une force externe.

k

s
2%_ m & ® F, : force de rappel exercée par le ressort
2 ® Fo * F,. : force de friction du piston
E I_| o F, : force externe
2 - ® x : déplacement rectiligne du mobile

c 3 par rapport a sa position d'équilibre O

Les lois de Hooke et de Reynolds s'écrivent
® Fi(t) = —kx(t), Fc(t) = —cx(t).

Le bilan des forces s'exercant sur le solide donne F=Fc+Fc.+ I_-_'M et le principe
fondamental de la dynamique F = m3 (avec 3 = %) fournit I'équation différentielle
linéaire du 2" ordre

mx(t) + cx(t) + kx(t) = F_.(t)

avec conditions initiales x(0) = X(0) = 0 pour un mobile initialement au repos.




1

. Motivations c) Un probléeme d’électrocinétique

Circuit RLC série

On dispose d'un résistor de résistance R, d'une bobine d'inductance L et d'un condensa-

teur de capacité C montés en série et alimentés par un générateur délivrant une tension w.
U

® u, : tension aux bornes du résistor

® 4, : tension aux bornes de la bobine
® u. : tension aux bornes du condensateur
® 4 : tension délivrée par le générateur

® j : courant traversant le circuit
g : quantité d’électricité correspondante

(G (1) = i(t))

R ]
Les lois d'Ohm, de Faraday et de Kirchhoff s'écrivent

L c

® u(t) = up(t) + uc(t) + u, (1)
® ug(t) =Ri(t), u(t)=LG(t), q(t)= Cuc(t).
Elles conduisent a I'équation différentielle linéaire du 2" ordre

. . 1 1
Liic(t) + Ric + C uc(t) = c u(t)

avec conditions initiales u.(0) = i1.(0) = 0 pour un condensateur initialement déchargé.
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2. Equations différentielles du 1° ordre

Dans tout le chapitre, K désigne indifféremment les ensembles R ou C.

Définition 2.1 (Equation différentielle du 1° ordre)

Une équation différentielle linéaire (EDL) du premier ordre a coefficients
constants est une équation de la forme :

i u'(t) + au(t) = p(t) (E)

® 3 est une constante fixée (un élément de K),

® o : | — K est une application fixée continue sur un intervalle I,
appelée second membre de I'équation,

®  est une fonction inconnue dérivable sur .

On rencontre aussi (notamment en physique) les notations u'(t) = E(t) = a(t).
(Notations de Lagrange/Leibniz/Newton.)

Définition 2.2

Résoudre I'équation (E), c'est trouver toutes les fonctions u : | — K dérivables
sur | qui vérifient (E).

Une telle fonction est alors appelée une solution de (E) sur I'intervalle .




2. Equations différentielles du 1° ordre |b) Selution générale

ition 2.3 (Equation homogene associée)

On appelle équation homogeéne (ou équation sans second membre) associée a
(E) I'équation suivante : ,
u'(t) + au(t) = 0. (Eo)

Théoréme 2.4 (Solution générale de (E;))

L’ensemble des solutions de I'équation homogeéne (Eo) est constitué des fonctions
u, : I — K de la forme

a

u, : t— Xe ™ avec A € K (constante arbitraire).

On dit que u,, (dépendant du paramétre \) est la solution générale de (Eo).

Proposition 2.5 (Un premier principe de superposition)

Soit up, : | — K une solution particuliére de |'équation (E) sur I.
Soit u : | — K une fonction dérivable. Alors :

u est une solution de (E) ssi (u— u,,) est une solution de (Eo).
Par suite, I'ensemble des solutions de (E) sur | est constitué des applications de la

forme. u = u, + up ot u, est une solution quelconque de I'équation homogene
associée (Eo).




2. Equations différentielles du 1° ordre |€) Probleme de Cauchy

On admet que lorsque ¢ est continue, I'équation (E) admet toujours au moins une
solution sur /. En fait (E) admet une infinité de solutions (une pour chaque valeur
de la constante A dans le théoréme 2.4).

Définition 2.6 (Probleme de Cauchy)

Soit to € | et ug €K fixés. Une équation différentielle du premier ordre sur | de fonction
inconnue u vérifiant la condition initiale u(ty) = uo est appelée un probléme de Cauchy.
i,

Théoreme 2.7 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz (facultatif))

L 'équation (E) admet une unique solution u sur | qui vérifie la condition initiale u(to) = ug
En particulier, I'équation homogéne (Eo) admet une unique solution u sur | qui
vérifie la condition initiale u(to) = uo : elle est donnée par u : t — uge™2(:71%),
Autrement dit, rajouter une condition initiale permet de fixer la valeur de la constante
A dans le théoréme 2.4.

4

Exemple 2.8 (Loi de désintégration radioactive)

La réduction du nombre de noyaux radioactifs (instables) dans un échantillon est
proportionnelle au nombre de noyaux restants. Ce phénomeéne peut se modéliser, en
notant N(t) le nombre moyen de noyaux restants a l'instant ¢, Ny le nombre de
noyaux initialement présents et \ le taux moyen de désintégration, par I'équation
N(t)=—AN(t) avec N(0)=No. La solution est donnée par N(t)=Noe *f, tcRT.




2. Equations différentielles du 1° ordre |d) Second membre exponentiel

Proposition 2.9 (Second membre polynémial (facultatif))

Si le second membre ¢ de (E) est une fonction polynéme P non nulle de degré d :

® si a+# 0, alors il existe une solution polynémiale de degré d ;

® sia =0, alors il existe une solution polynémiale de degré d + 1.

Proposition 2.10 (Second membre exponentiel)
Si le second membre ¢ de (E) est une fonction de la forme t —s Ae®* avec
(o, A) €K? :

® si a#—a, alors la fonction u,: t — e®" est une solution particuliére de (E) ;

fe!
® si a=—a, alors la fonction u, : t — Ate®* est une solution particuliére de (E).

En pratique, dans le cas ou a# —a, on recherche une solution particuliére de la forme
up:t— Be*" avec B € K que I'on reporte dans (E) pour en tirer une équation sur B.

v




2. Equations différentielles du 1° ordre |€) Second membre trigonométrique

On suppose ici que dans I'équation différentielle (E), la constante a est réelle. J

Proposition 2.12 (Second membre trigonométrique)

Si le second membre ¢ de (E) est défini par o(t) = Acos(wt) ou Asin(wt) avec
w > 0 et A € R*, voici deux méthodes pour déterminer une solution particuliére
de (E) reposant sur le fait que Acos(wt) = Re(Ae“") et Asin(wt) = Im(Ae™?).

® Meéthode 1 (utilisée en physique)
® On cherche une solution particuliére complexe de I'équation « complexifiée »

Z'(t) + az(t) = Ae™*

de la forme z, : t — Be“t avec B € C (en physique, on recherche souvent B
sous la forme Re" avec R>0 et 1) €R, donc z, est de la forme t+— Rei@tt¥)).

® Sip(t)=cos(wt) (resp.sin(wt)) on prend la partie réelle (resp.imaginaire) de z,,
et ['on obtient une solution particuliére réelle u, : | — R de I'équation (E).

® Méthode 2
On recherche directement une solution particuliére réelle de (E)
de la forme uy : t — pcos(wt) + vsin(wt) avec (u,v) € R
(ou de la forme u, : t — R cos(wt + %) avec R > 0 et i) € R).




2. Equations différentielles du 1° ordre |f) Principe de superposition

Proposition 2.13 (Un deuxiéme principe de superposition)

Soit a € K, (a1, ) € K? et @1, p> deux applications continues de | dans K.
Supposons avoir trouvé deux fonctions particuliéres uy et up telles que :

® u; est une solution de I'équation u'(t) + au(t) = ¢1(t) sur l;
® u, est une solution de I'équation u'(t) + au(t) = @2(t) sur I.

Alors la fonction aiun + aaun est une solution de I'équation

u'(t) + au(t) = crpi(t) + azia(t).

Ce principe de superposition est tres utile pour trouver des solutions particulieres dans
le cas ol le second membre de I'équation (E) s’écrit comme somme de fonctions
élémentaires.

Cela permet de décomposer un probleme compliqué en plusieurs probléemes plus
simples. |l faut toutefois faire attention a appliquer ce principe uniquement aux
équations différentielles linéaires.




2. Equations différentielles du 1° ordre |g) Un exemple
Exemple 2.14

Considérons |'équation différentielle
u'(t) + 3u(t) = 4" — Be * + 13sin(2t). (E)
© L'équation homogene associée u, (t) + 3u,,(t) = 0 admet pour solution générale

u,(t) = de7¥ AeR

® Recherchons une solution particuliére de (E). On décompose le second membre
selon 4p1 — 5o + 133 avec p1(t) = e ™%, po(t) = e 3" et p3(t) = sin(2t).
Une solution particuliere de (E) est de la forme u,=4u—5u>+13u3 ol uy, us et us
sont des fonctions vérifiant

(E1): ui(t)+3u(t)=e"", (Eo): ub(t)+3ua(t)=e ">, (E3): uh(t)+3us(t)=sin(2t).
Bie™". On trouve B; = 1.

® (E,) admet une solution de la forme us>(t) = Bote ', On trouve B, = 1.

® (E1) admet une solution de la forme w:(t)

® (E3) admet une solution de la forme wus(t) = cos(2t)+vsin(2t) avec (u,v) R
En reportant dans (E3), on trouve le systéme 3+ 2v =0 et —2u+ 3v =1 de
solution p = —1%7 v= %

D’od up(t) = 2e '—5te *'—2cos(2t) + 3sin(2t).

® La solution générale de (E) s'écrit finalement
u(t) = (A —5t)e > +2e " —2cos(2t) + 3sin(2t), A €R.




2. Equations différentielles du 1° ordre |g) Un exemple

Exemple 2.14

u(t)

20 T

Quelques courbes pour A € {—5,—4,-3,—2,—1,0,1,2}




2. Equations différentielles du 1° ordre |g) Un exemple

Pour trouver une solution particuliére de I'équation (E3) : w3(t) + 3us(t) = sin(2t), on
peut aussi utiliser la méthode des complexes. On introduit I'équation complexifiée

Z/(t) + 3z(t) = *". (E4)
On cherche une solution particuliére de la forme z3(t) = Bze®* avec B; € C.
1 1
En reportant dans (E3), on trouve B; = i ﬁ(3 — 2i).

Premieére approche :
z3(t) = 1—3(3 — 2i)(cos(2t) + isin(2t))
= % [(3cos(2t) + 2sin(2t)) +i( — 2cos(2t) + 3sin(2t))].

Enfin us(t) = Im(z3(t)) = 1—13(— 2cos(2t) + 3sin(2t)).

Deuxiéme approche :
. 1
On écrit B = Re' avec R = |Bs| = —— et 1) = arg(Bs) = —arctan 2

V13

puis z3(t) = Rel?t+¥) = \/%(cos(h + 1) + isin(2t + v)).

Enfin us(t) = Im(zs(t)) =

sin (2t — arctan %)

1
V13
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3. Equations différentielles du 2™ ordre

Définition 3.1 (Equation différentielle du 2" ordre)

@ Une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
est une équation de la forme :

u’'(t) + au'(t) + bu(t) = o(t) (E)
ou a et b sont des constantes réelles fixées, appelées coefficients de |'équation,
et ¢ : | — K est une application continue fixée, appelée second membre de
I'équation.

du .
On rencontre aussi (notamment en physique) les notations u'(t)= E(t) =u(t)
2

notations de Lagrange/Leibniz/Newton. / du ;
¢ e o' (6)= S5 (=it
® On appelle équation homogéne associée a (E) I'équation
u’(t) + au'(t) + bu(t) = 0. (Eo)
©® On appelle équation caractéristique associée a (E) I'équation
P +Lar+b=0. Q)

Une fonction exponentielle t — e est solution de (Eo) ssi r est racine de (C).



3. Equations différentielles du 2" ordre |b) Seolution de I'équation homogéne

Théoréme 3.3 (Solution générale de (Eg))

On note A le discriminant de I'équation caractéristique (C).
On note .%1,c I'ensemble des solutions a valeurs complexes et .1 r I'ensemble des
solutions a valeurs réelles de |'équation homogéne (Eqo). Bien siir S1r C FHc.

® Si A >0 : I'équation (C) a deux racines réelles distinctes ry et r», et :
Fhe = {t— Me™ + Xae?', (M, X2) € C°);
Fup = {t —> Me™ + Xae?', (M, X2) € R?}.

® Si A =0 : I'équation (C) a une racine réelle double r, et :
Fre = {t — (Mt + X)e”, (A1, Xe) € C?};
Frr = {t — (Mt +X)e”, (A, he) € R},

® Si A <0 : I'équation (C) a deux racines complexes non réelles conjuguées
n=0+iwetn=090—iw (6 ER,weR"), et :
SHe = {t — Aef 4+ /\2er2t, ()\1, )\2) S (Cz};
Fur = {t—> eat()\ cos(wt) + psin(wt)), (A, ) € RQ}.

v

Exemple 3.4 (Oscillateur harmonique libre)
L'équation ii(t) 4+ w?u(t) = 0 (w > 0 fixé) admet pour solution générale réelle
t — Acos(wt) + psin(wt), (A, p) € R




3. Equations différentielles du 2" ordre |€) Solution générale

On reprend I'équation avec second membre (E) : u”(t) + au'(t) + bu(t) = p(t). J

Proposition 3.5 (Un premier principe de superposition)

Soit up, une solution particuliére de (E) sur I.
L’ensemble des solutions de (E) sur | est constitué des applications de la forme
u = up + u, oll u, est une solution de I'équation homogéne associée (Eo).

Comme dans le cas des équations d'ordre 1, on admet que lorsque ¢ est continue,
I’équation (E) admet toujours au moins une solution sur /.

En fait (E) admet une infinité de solutions (car les constantes A; et A> du théoréme
3.3 peuvent prendre une infinité de valeurs). En général, comme les solutions
dépendent de 2 paramétres, il faut deux conditions pour obtenir une solution unique.l

Théoréme 3.6 (Théoréeme de Cauchy-Lipschitz (facultatif))

Soit ty € | et up, o € K fixés. Alors il existe une unique solution de 'équation (E)
sur | vérifiant les conditions initiales u(ty)=uo et u'(to) = vo.
Il s’agit d’un probléeme de Cauchy pour le second ordre.

v

Exemple 3.7 (Oscillateur harmonique libre)

L'équation i(t) + w?u(t) = 0 (w > 0 fixé) avec conditions initiales u(0)=up et
i(0)=wvo admet pour unique solution réelle u(t) = up cos(wt) + 2 sin(wt), t € RT.

4




3. Equations différentielles du 2" ordre |d) Seconds membres particuliers

Proposition 3.8 (2" membre polynémial, exponentiel ou trigonométrique)

® Si le second membre ¢ de (E) est une fonction polynéme de degré d :
® si b # 0 alors il existe une solution polynémiale de degré d ;
® sib=0 et a## 0 alors il existe une solution polynémiale de degré d + 1;
® sib=0 et a=0 alors il existe une solution polynémiale de degré d + 2.

® Si le second membre ¢ de (E) est une fonction de la forme t — Ae®" sur I, avec
(,A) €K? :
® si a n’est pas une racine de |'équation caractéristique (C),

alors la fonction up, : t — “* est une solution particuliére de (E) ;

——————— ¢
a?+aa+b
® si « est une racine simple de I'équation caractéristique (C),

alors la fonction u, : t — te®" est une solution particuliére de (E) ;

2a + a
® si « est une racine double de I'équation caractéristique (C),

A
alors la fonction u, : t 0} t? e est une solution particuliére de (E).
© Si¢(t) = Acos(wt) ou Asin(wt) avec A€ER etw >0 :

la méthode est similaire a celle utilisée pour les équations d'ordre 1 en passant par
le second membre intermédiaire t — Ae'“*.




3. Equations différentielles du 2" ordre |d) Seconds membres particuliers

Méthode pratique

Pour un second membre de (E) de la forme t — Ae®" sur | avec (a, A) € K?, il est
inutile de retenir les formes précédentes.
En pratique, on préférera la méthode suivante :
® |orsque v n’est pas une racine de (C), on recherche une solution particuliere de
la forme u,: t — Be** avec B € K,
® |orsque « est une racine simple de (C), on recherche une solution particuliére
de la forme u,, : t — Bte** avec B € K,
® lorsque « est une racine double de (C), on recherche une solution particuliére
de la forme up: t — Bt? et avec B € K,

que I'on reporte dans (E) pour en tirer une équation sur B.

Cette méthode est généralisable au cas de seconds membres de la forme
t — P(t)e*" avec a € K et P un polynéme de degré p.

Plus précisément :

dans le cas ol o n’est pas une racine (resp. est une racine simple, est une racine
double) de (C), il existe une solution particuliére de la forme u, : t — Q(t)e®*
(resp. t — tQ(t) e, t — t2Q(t) e®f) ol @ est un polynéme de degré p.




3. Equations différentielles du 2" ordre |€) Principe de superposition

Proposition 3.10 (Un deuxiéme principe de superposition)

Soit (a, b) € R?, (a1, ) € K et o1, 0y deux applications continues de | dans K.

Supposons avoir trouvé deux fonctions uy et up telles que :
® 1y est une solution de I'équation u”(t) + au'(t) + bu(t) = ¢1(t) surl;
® 1, est une solution de I'équation u”(t) + au'(t) + bu(t) = ¢a(t) sur I.

Alors a1u1 + aioup est une solution de I'équation

u''(t) + au'(t) 4 bu(t) = a1pi(t) + aapa(t).

Toutes les méthodes présentées dans ce chapitre sont généralisables au cas des
équations différentielles linéaires a coefficients constants d'ordre quelconque :

u™ () + a0 4 20" 4o a0 () + anu(t) = o(t) ..




3. Equations différentielles du 2" ordre |f) Exemples

Exemple 3.12

Considérons |'équation différentielle
u”(t) + 50/ (t) + 4u(t) = 6e* — 10e > cos t. (E)

©® L’'équation caractéristique associée a (E) s'écrit r> +5r+4=0. Elle a pour
solutions —1 et —4.

® L'équation homogene associée uy(t) + 5u, (t) + 4u,,(t) = 0 admet alors pour
solution générale . ar .
u (t)=Xxe""+pe” ™, (\p)eR.

©® Recherchons une solution particuliére de (E). On décompose le second membre
selon 61 — 109 avec p1(t) = e " et po(t) = e >  cos t = Re(el M),

Une solution particuliere de (E) est de la forme u, = 6u1—10u, ol u; et up sont
des fonctions vérifiant

(E1) : uy'(t)+5ur(t)+aui(t)=e ", (Ea): ud (t)+5ub(t)+4u(t)=e * cost.
* (E:) admet une solution de la forme u;(t) = Bite ‘. Ontrouve B; = 1.
® (Ez) admet une solution de la forme uz(t) = 9Re(B2el72™"). On trouve B, =— 3

10
D’ou up(t) =2te "+(3cost —sint)e .
0 La solution générale de (E) s'écrit finalement

u(t) = (2t + A)e "+ pe ¥ + (3cost —sint)e ¥, (A p) € R

)




3. Equations différentielles du 2" ordre |f) Exemples

Exemple 3.13

Considérons |'équation différentielle
u”(t) + 40/ (t) + 5u(t) = 6" — 8e > cost. (E)

©® L’'équation caractéristique associée a (E) s'écrit r*+4r +5=0. Elle a pour
solutions —2 +iet —2 — .
® L'équation homogene associée uy(t) + 4u, (t) + 5u,,(t) = 0 admet alors pour

solution générale _on z
u,(t)=e “"(Acost+pusint), (A pn)€R.

©® Recherchons une solution particuliére de (E). On décompose le second membre
selon 61 — 8¢z avec p1(t) = e ' et pa(t) = e > cost = Re(el 2.

Une solution particuliere de (E) est de la forme u, = 6u1—8u, ol u; et up sont
des fonctions vérifiant
(E1) : uy'(t)+4ui(t)+5ui(t)=e" ", (Ea): ud(t)+4ub(t)+5u(t)=e * cost.
* (E:) admet une solution de la forme u; (t) = Bie™ . On trouve B; = 1.
* (Ez) admet une solution de la forme u(t) = Re(Byte!>™)*). On trouve By =—1.
Dol up(t) =3e "—4t e *sint.
0 La solution générale de (E) s'écrit finalement

u(t) = (Acost +psint — 4tsint)e > +3e ", (\pu) € R




3. Equations différentielles du 2" ordre |f) Exemples

Exemple 3.14

Considérons |'équation différentielle

u"(t) + 40/ (t) + du(t) = 2¢7** — 8e 'sin(V3t). (E)

@ L'équation caractéristique associée a (E) s'écrit r> + 4r + 4 = 0. Elle admet une
racine double —2.

® L'équation homogene associée uy(t) + 4uj, (t) + 4u,,(t) = 0 a alors pour solution

Ha

générale u,(t)=e (At + u) (A, ,u) e R’
©® Recherchons une solution particuliére de (E). On décompose le second membre
selon 21 — 8¢, avec p1(t) = e ' et po(t) = e 'sin(v/3t) = Im(e (SO ).

Une solution particuliére de (E) est de la forme u, = 2u1—8up oli uy et up sont
des fonctions vérifiant

(Ev) @ uf (t)+4ur(t)+u(t)=e>, (E2): u'(t)+4us(t)+4ux(t)=e "sin(v3t).
® (E1) admet une solution de la forme ui(t) = Bit* e **. On trouve By = %
* (E2) admet une solution de la forme u;(t)=Jm(B,e{~**V3)¢). On trouve B,=—

D’ot up(t) = t"e > +2e sin(V3t+ I).

i
e

‘“‘w\:l

0 La solution générale de (E) s'écrit finalement

u(t) = (2 + At +p)e  +2e sin(V3t+I), (\np)eR




Compléments Et pour aller plus loin...

Equations différentielles
linéaires avec Maple

Aimé Lachal

http ://math.univ-lyonl.fr/_alachal/diaporamas
diaporama_equations_differentielles/equations_differentielles0.html
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http://math.univ-lyon1.fr/~alachal/diaporamas/diaporama_equations_differentielles/equations_differentielles0.html

Enrésumeé..  pa
Notions a retenir

® Techniques de résolution
* Equation homogene associée
* Recherche de solutions particuliéres pour un second membre
exponentiel /trigonométrique (approches réelles et complexes)
* Principes de superposition
* Résolution de probléeme de Cauchy
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Annexe

e Résolution des problemes
décrits en introduction




e Annexe A — Résolution de problemes physiques
@ Un probléme de cinématique

@ Un probleme d'électrocinétique
@ Un probléme de rhéologie



A. Résolution de problémes physiques |a) Un probleme de cinematique
Exemple A.1 (Tir d’un projectile)

Reprenons le probleme du projectile décrit en introduction de masse m, propulsé dans
I'air 3 une vitesse initiale p sous un angle de tir «.
Ses coordonnées (x(t), y(t)) au cours du temps vérifient les systémes

%(8) + £ (1) = 0 E) . [0 +sst)=—5 (E))
x(0) =0, x(0)=wcosa (Clx) y(0) =0, y(0)=wsina (Cl,)
® Equation caractéristique
Les équations (Ex) et (E,) admettent la méme équation caractéristique r*+rxr=0,
de racines 0 et —x.
® Résolution de (E.)—(Cly)
La solution générale de (Ex) est donnée par x(t) = A + pe "%, (\, ) € R%.
En reportant cette expression dans (Cl,), on trouve A = —p = ©2<==_D’ol

x(t) =
©® Résolution de (E,)—(Cl,)
La solution générale de I'équation homogéne associée a (E,) est donnée par
v, (t) = A+ pe ", (X, n) € R%. Une solution particuliere de (E,) est y,(t) = —£¢t.
La solution générale de (E,) est alors y(t) =y, (t) + y,(t).
En reportant cette expression dans (Cl,), on trouve A = —p = 3" + & Doy

y(t) = (M + %)(1 —e) - £y

Vo COS & (1 — e,




A. Résolution de problémes physiques |a) Un probleme de cinematique

Exemple A.1 (Tir d’un projectile)

© Trajectoire du projectile
La trajectoire du projectile est donc portée par la courbe paramétrée

x(t) = L= C:S" (1—e")

Vo sin o g ket g
t:<7—|——> 1—e ™) —2¢
y(t)= (2 £ 1) - £
Une représentation cartésienne peut étre obtenue en éliminant le paramétre t entre
1 K
x(t) et y(t). La premiere équation fournit t = ——In{ 1 — ——— x(t ue l'on
(1) et (). La p q tin(1- o x) a
reporte dans la deuxieme. Cela donne

y = (tana—i— L)x—i— % In(l = Lx).
KV COS ¢ K Vo COS &

Remarque : la portée du tir est le point  y(¢)
d'impact (x;, 0) du projectile au sol.
Ce point vérifie I'équation y; = 0, soit :

(tan oz—i—i)x;—i—% In (1— &> =0 | %
K Vo COS (. K Vo COS o

que I'on ne peut pas résoudre explicitement... O i x(t)

(07




A. Résolution de problémes physiques |a) Un probleme de cinematique

Exemple A.1 (Tir d’un projectile)

@ Cas d’un tir dans le vide
Dans cette situation, il n'y a plus de résistance et I'on a K = 0. Les coordonnées du
projectile vérifient les systémes simplifiés

{i(r) =0 E) {y(r) =—¢ (E))
x(0) =0, x(0)=wcosa (Cly) y(0) =0, y(0)=wsina (Cly)
Les équations (Ex) et (E,) se résolvent directement et I'on trouve

x(t) = vo(cos a)t

y(t) = —3gt® + w(sina)t

En éliminant le paramétre t entre x(t) et y(t), on trouve immédiatement que la
trajectoire est portée par la courbe d'équation

_ g 2
y= _WX + (tan a)x.
y(t)
Il s'agit d’une parabole |
2
de portée x; = 0 sin(2a). | 4
g
o) T a(t)




A. Résolution de problémes physiques |b) Un probleme d’électrocinétique
Exemple A.2 (Circuit électrique de type RC)

On dispose d'un résistor de résistance R et d’un condensateur de capacité C montés
en série et alimentés par un générateur délivrant une tension u.

i : courant traversant le circuit

m 7 g : quantité d'électricité correspondante

(G () = i(t))

® u, : tension aux bornes du résistor
u(t) = Ri(t) = Ra(t)

® u. : tension aux bornes du condensateur
ue = ¢ q(t)

u : tension délivrée par le générateur

La loi des mailles s'écrit u, + u. = u. Elle conduit a I'équation différentielle

R4(t) + ¢ a(t) = u(t)

avec condition initiale g(0) = 0 pour un condensateur initialement déchargé.




A. Résolution de problémes physiques |b) Un probleme d’électrocinétique
Exemple A.2 (Circuit électrique de type RC)

Résolution
@ Premier cas : générateur de courant continu, “
i.e. u est une constante up > 0. e
Solution :

q(t) = Cuo(l—e_%ct) 7

puis i(t) = %e_%t o 7

q(t)

® Deuxiéme cas : générateur de courant alternatif,
i.e. u(t) = uosin(wt) avec up > 0. e o
Solution : o HH AT

q(t) = % [sin(wt)—RCw(cos(wt)—e_RiCt)] . 0=

J1+ (RCw)y?

©® Troisiéme cas : générateur de courant amorti,
. - t
i.e. u(t) = e " avec up,a > 0. o
Solution :

c Cu,(RCa)™hem t4-
23} —at  —At) 1
e —e RC SI XF 57
1-RCa ( ) 7 e
a(t)=9 u et T :
Fte SI = RC

In(RCa)
RCa —1 /29

0
(cas de résonance) e




A. Résolution de problémes physiques |b) Un probleme d’électrocinétique

Exemple A.3 (Circuit électrique de type RLC)

|

Reprenons le circuit RLC décrit en introduction avec une tension en entrée sinusoidale
d’amplitude up > 0 et de pulsation w > 0 : u(t) = wg cos(wt).
La tension aux bornes du condensateur vérifie le systeme
1 1
Li (t) + Ru. + c u.(t) = clo cos(wt) (E)
uc(0) =i (0) =0 (cn

® Résolution de I'équation homogéne associée a (E)
L'équation homogeéne associée a (E) s'écrit

. . 1
LUH(t)+RuH +EUH(t) =0 (EO)
d'équation caractéristique (C) : Lr* + Rr+ £ = 0.
Notons 1 et r, les racines de (C), A=R?— 4% son discriminant et posons §=/]A.

La solution générale de (Eo) sur R s'écrit, selon le signe de A selon :

® sj 4%<R2, alors rlzﬁ,rzz *RM et uH(t):e_gt[Ach(ﬁt)—k,ush(%t)] :

® si4L>R? alors == r==BH0 et y, (t)=e" i [Acos(Zt)+ psin(Zt)] ;

° si4L=R% alors n=n=—=% et u,(t)=(\t + u)e_ﬂt
ol, dans chaque cas, A et u sont des réels quelconques.




A. Résolution de problémes physiques |b) Un probleme d’électrocinétique
Exemple A.3 (Circuit électrique de type RLC)

® Recherche d’une solution particuliére de (E) ‘
Remarquons que le second membre de (E) peut s'écrire ug cos(wt) = uo Re(e“")
et que, lorsque R # 0, (C) n’a pas de racine imaginaire pure (i.e. iw n'est pas
racine de (C)).
® CasR #0. On recherche une solution particuliére de la forme u, (t)=9e(Ae“").

On trouve A = m puis en posant D = (1 — LCw?)? 4 (RCw)? :

up(t) = % [(1 — LCw?) cos(wt) + RCw sin(wt)] .

® CasR=0.0nad= 2\/% et les racines de (C) sont r = —ﬁ et np = ﬁ
Deux cas sont a distinguer :

* Sl w#£ %f' la solution u, du cas précédent se simplifie selon

u
u,(t) = ﬁocwz cos(wt);

L condition qui s’écrit encore LCw?=1, on recherche ici une solution

* siw= \/T—C,
particuliére de la forme u,(t) = Re(Bte'“"). On obtient B = — puis

u,(t) = %wt sin(wt).




A. Résolution de problémes physiques |b) Un probleme d’électrocinétique
Exemple A.3 (Circuit électrique de type RLC)

® Résolution du systéeme (E)—(Cl)
La solution générale de (E) s'obtient selon u. =u,,+ up.
Enfin les conditions initiales (Cl) permettent de fixer les paramétres X et p.

® Cas R#0.
g u,(t) = % [(1 — LCw?) cos(wt) + RCw sin(wt)]
et

— % e~ (1 - LCw?) ch(Z )+ B(1+ LCW?)sh(Z )]  sidl <R
uy(£) = ¢ —% e H(1 — LCw’) cos (& + F(1 + LCw)sin(@D)] si 4¢>R?
—% =3t (1— LCw?) 4+ £(1+ LCu?)t] sidt=R?

() b

up(t)

o AR

sis
S

0 0

ﬂﬂf\lmv
UUUUV [

En temps long : Zoom en temps petit :
régime permanent (« quasi-périodique » ) régime transitoire




A. Résolution de problémes physiques |b) Un probleme d’électrocinétique
Exemple A.3 (Circuit électrique de type RLC)

® Résolution du systéeme (E)—(Cl)
La solution générale de (E) s'obtient selon u. =u,,+ up.
Enfin les conditions initiales (Cl) permettent de fixer les paramétres X et p.

® Cas R = 0. Posons wy = ﬁ (c’est la pulsation propre du circuit).

L’équation (E) se réécrit alors i (t) + wp u (t) = wp uo cos(wt).

* Siw £ w : ol
5 1- LCw?
_ Wo o
u.(t) = Py [ cos(wt) — cos(wot)].

Lorsque w se rapproche de wp, il y a un ,

phénomeéne de battements qui se rapproche| "
de celui de résonance signalé ci—dessous.q
L

1— LCw?

* Siw=uwp :

u(t) = %wotsin(wot).

La tension est amplifiée : il y a résonance.




A. Résolution de problémes physiques |€) Un probleme de rhéeologie

Exemple A.4 (Oscillateur harmonique forcé)

Reprenons le probléme du solide décrit en introduction de masse m accroché a un
ressort de raideur k sollicité par une force externe sinusoidale F_,(t) = Fo cos(wt)
dans le cas non amorti (i.e. ¢ = 0).

Le déplacement vérifie le systeme

{m)"((t) + kx(t) = Focos(wt) (E)
x(0) = x(0) =0 (Ch

© Résolution de I'équation homogéne associée a (E)
L’équation homogene associée 3 (E) s'écrit
mx(t)+ kx(t) =0 (Eo)
d’équation caractéristique (C) : mr® + k = 0.
Posons wy = \/% (c’est la pulsation propre du systéme).
L'équation (Eo) se réécrit plus simplement : X(t) + w3 x(t) = 0.
Les racines de (C) sont r1 = iwg et r» = —iwp.

La solution générale de (Eo) sur R s’écrit selon

x,(t) = A cos(wot) + psin(wot), (A ) € R%




A. Résolution de problémes physiques |€) Un probleme de rhéeologie
Exemple A.4 (Oscillateur harmonique forcé)

® Recherche d’une solution particuliére de (E)
Réécrivons (E) sous la forme normalisée

X(t) + Wl x(t) = % cos(wt)  (E)

Remarquons que le second membre de (E) peut s'écrire Focos(wt) = Fo Re(e“").

Deux cas sont a distinguer :

® si w # wo, on recherche une solution particuliére de la forme x, (t) =%e(Ae“").
_ Fo R o
On trouve A = a7y PUis :
Fo

(o — o) cos(wt).

xp(t) =
® si w = wy, condition qui s’écrit encore mw? = k, on recherche  présent une
solution particuliére de la forme x,(t) = Re(Bte“°").
On obtient B = —1% puis :

2mwg

Fo
Xp(t) = i

tsin(wot).




A. Résolution de problémes physiques |€) Un probleme de rhéeologie
Exemple A.4 (Oscillateur harmonique forcé

® Résolution du systéeme (E)—(Cl)
La solution générale de (E) s'obtient selon x=x,,+ x,.
Enfin les conditions initiales (Cl) permettent de fixer les paramétres X et p.

® Siw#w: 77

m(wg — w?)

[ cos(wt) — cos(wot)].

O -

Lorsque w se rapproche de wy, il y a un
phénomeéne de battements qui se rapproche
de celui de résonance signalé ci-dessous.

0

m(wg — w?)
® Siw=uwp:
Fo .
X(t) = tsin(wot).
() = s tsinuot)
Les vibrations sont amplifiées : il y a résonance.

Ce phénomene pourrait étre a |'origine de
plusieurs effondrements de ponts suspendus...




A. Résolution de problémes physiques |€) Un probleme de rhéeologie
Exemple A.4 (Effets de la résonance...)

B

haine, Angers — Catastrophe du 16 avril 1850

850, — L.

25 ANGERS (M.-ct.L)

WHEN MARCHING
OVER THIS BRIDGE

=

. Albertv Bridge, Londres

>

e 4 2 A S /|
Au début de la catastrophe Pendant la catastrophe 37)
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