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Définition (Symbole « sigma »)

Soit p, q deux entiers tels que p < q et des nombres

Up, Upy1, Upto, - . ., Ug réels ou complexes. On note
q i=q
DU =Y U= U+ Uppr + Upra o+ U
i=p i=p

o L'indice i est muet et peut étre remplacé par n'importe quel

autre indice excepté p et g :

q q q q
Su=Yu=Y =3 ug=r-
i=p Jj=pr XK= ®=p
q

o La somme Z u; contient g — p + 1 termes.
i=p
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1.

Définition

150
01+2°+3 4. +150°=)_/°

JLl 1.1 +1_331
6 8 10 66 =5 2i
1 1 1 1
1— -+ - - 1.
°el-gtg 7t Z2/+1
30

@) (-1)f=1-1+1—-1+---+1=1
k=0
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31 termes
n+2
© > 5=5+5+5+---+5="5(n+3)
k=0 n+3 termes
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Exemples (Ecritures décimale et binaire)

Tout entier n € N* se décompose de maniére unique selon

P
(] n = Z d,'.].OI = (dpdpfldp,Q 000 d2d1d0)10
ol p € Netlesd;, 0<i<p,sontdes chiffres (ou « digits ») :
d; € {0,1,...,9} avec d, # 0. On écrit usuellement
n = dpdp—ldp—2 500 d2d1d0;

dy est le chiffre des unités, d; celui de dizaines, d, celui des
centaines, etc.

q
° => b (bgbg—1bg—2 . .. babiby),
i=0

ou g € Netles b;, 0 < i< qsont des chiffres binaires (ou
« bits ») : b; € {0,1} avec b, # 0.
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1. Définition

Exemples (Fonctions polynomiales)

Une fonction polynomiale sur R est définie par

d
i d d—1 d—2 2
P(x) = Zai«X' = agX +ag—1X ~+ag_o2X "+ t+ax +aix+a
i=0

ou d € N est le degré de P et les a; sont des coefficients réels avec

dd 7& 0.
ag est le terme constant de P : ag = P(0).
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2. Regles de calcul

Regle 1 (« Linéarité »)

Soit o, Up, Upy1, Upg2, ..., Ug € Vp, Vi1, Vpio, ..., Vg des nombres
réels ou complexes. On a

Zu,—l—v, Zu,+2v,

i=p
Z(a-u;):a-Zu;
i=p i=p

En effet :
@ grace a la commutativité et |'associativité,

(up + vp) + (Upg1 + Vpy1) + (Upr2 + Vo) + - + (ug + vg)

= (Up + Ups1 + tpo + -+ Ug) + (Vp + Vo1 + Vpr2 -+ + Vq)
@ grace a la distributivité,

(a-up) + (@ Upi1) + (- tpi2) + -+ + (a - ug)

= (Up + Upi1 + Upy2 + - + ug)

INSA Symbole Aimé Lachal
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2. Regles de calcul

(S0 (50 - () (59

P q p q
ZZUU: U11+U12+U13—|—"'+U1q:Z<ZUU>:Z<ZUU>
i=1j=1 + Uo1 + Upp + Uz + - - - + Uog i=1\j=1 j i
4.
+ Upy + Upp + Upz + -+ - + Upg

-
Il
N
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2. Regles de calcul

Regle 2 (« Translation » et « inversion » d’indice)

Soit p, q des entiers tels que p < q et up, Upy1, Upta, .. ., Ug des
nombres réels ou complexes. On a

q p q q
Z up = Z Uitp Z Ui = Z Up+q—i
i=p i=0 i=p i=p

Eneffet:e u, + tpy1 + tpio+ -+ ug
= Upto + Upt1 + Upgo + o+ + Upy(g—p)

@ grace a la commutativité et |'associativité,
UpF Upr1tUppo+ -+ Uy = Ug+ Ug_ 1—|—uq 2+ -+ Up
= Up+q)—p T U(pt+q)—(p+1) T Up+q)—(p+2) T+ U(ptg)—q |

n+2

°Z”J+2_Z“k °Z”nl ZUJ °z“n+k_zun+k+1_zup

p_n+1

Aimé Lachal
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2. Regles de calcul — suites arithmétiques

Définition (Suite arithmétique)

Une suite arithmétique (u,),cn est une suite vérifiant la relation,
pour tout n € N, up = 3(Up_1 + Upy1).

Up — Up—1 = Upy1 — Up

Proposition (Ecriture explicite)

Soit (un)nen une suite arithmétique.

@ En posant r = u; — up, on a la relation de récurrence suivante :
pour tout n € N, u, 1 = u, +r.

o Explicitement : pour tout n € N, u, = rn+ uy.

INSA
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2. Regles de calcul — suites arithmétiques

Théoréeme (Somme)

Soit (un)nen une suite arithmétique et p,q € N tels que p < q. On a

« La somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique est égale
au nombre de termes dans la somme multiplié par la moyenne des
deux termes extrémes de la somme »
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2. Regles de calcul — suites arithmétiques

q
En effet : posons S, o = > u.
i=p

Spgq= Up + Upy:s + Uppo +-F U + U1 + U
Spe= WUy F Wen A W =EcoodE B 4= By 9 0,
25p,q:(“p+“qH‘(“p+1+”q—1)+(“p+2+uq—2)+' * Tt (ug—2tupr2)t(ug—1+upr1)+(ugtup

Or uppr1=up+r, Uppo=up+2r... et Ug_1=Ug—"r, Ug_o=Ug—2r ...
donc up+ug=tp 1t Ug_1=UpiotUgo ="+ = Ugtlp
et 25,4 = (g — p + 1)(up + ug).

Ou encore, avec les Z : a I'aide de la symétrie d'indice j = p+q — i,

q q 1/4 q
Spq = Z b= Z Up+q—j = B (Z up + Z Up+q—j>
=i j=p i=p j=p
1Z 13 1
= 52 (U + tprg-i) = 53 (up + tig) = 5(q = p+ 1)(up + )
I=p I=p
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2. Régles de calcul — suites arithmétiques

Corollaire (Somme des premiers entiers)

Pour tout n € N¥,

& As e S .

S R e R Posons S, = > .

‘.,’ . ./ : i=1

A AR S Y Dans le carré de n? points, la dia-
T AN I B . ‘ /

D0 A gonale contient n points et sépare
(eeasos oaconaoa{_fosasosaso Focooooas ® - )

b ,9' deux triangles de part et d'autres
Do O e G e 0

IR A R contenant chacun S,,_; points.

[ SRR " """" ," ““““ ,,‘ """" ,’

I R Dol I'équation 2S, 1 + n = n?,
o o & . & . e donnant S,y = 2n(n—1).
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2. Régles de calcul — suites arithmétiques

Corollaire (Somme des premiers entiers)

Pour tout n € N¥,
. L SR AR S S » 7
0 7 Posons S, =3
:,/ : /’ :,, i,/ i// : ,:1
" """ O 2% Le rectangle de n(n + 1) points est
0, o, o constitué de deux triangles conte-
Cavosoo HBecosacons (Focoasomo (Fecooasont (Foosonaoot ® :
’ oo .0 .5 2% nant chacun S, points.
o g g g’ gl .o Dou l'équation 25, = n(n+ 1),
o : ,/, : ,/, : ,/, : ,/, : donnant Sn = %n(n + 1)
¢ ¢ & & e e
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2. Régles de calcul — suites arithmétiques

La suite (2n — 4) ey est arithmétique de raison 2, donc pour n > 10 :

n 1

> (2i—4)=5(n~ 9)(16 + (2n — 4)) = (n+6)(n — 9)
i=10
Ou encore, par linéarité :

znj 2i—4 —22:—24—2(122 29:/>—4n—9)

i=10 i=10 i=10 i=1

:2<%n(n+1)—%x9x10>—4(n—9):n2—3n—54
= (n+6)(n—9)

INSA Symbole ¥
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2. Regles de calcul — suites arithmétiques

Exemple (Somme des premiers entiers impairs)

La suite (2n — 1) e+ est arithmétique de raison 2, donc pour n > 1 :
n

;(2/ —1)= %n(l +(2n—1))  soit

n—1
Le grand carré (de c6té n)
contient n? carrés unitaires (de
c6té 1). Il se décompose en
n équerres-talons contenant
chacune 1,3)5,...,2n—1
carrés unitaires.

0 1 2 3 ... n—1n )

INSA Symbole Aimé Lachal
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2. Regles de calcul — suites géométriques

Définition (Suites géométriques)

Une suite géométrique (u,),cn est une suite vérifiant la relation,
pour tout n € N, 12 = u, 1 X Upy1.
Y =
=
1S
0 L
u 1+ u Upi1
% = tanf = — = -
=
- Up—1 Un
9 | =
r' ® ® \V\—/
Upn—1 Unt1
Inu, —Inu,_1 =Inu, 1 — Inu,
R . R
Inu,_1 Inu, Inu,q
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2. Régles de calcul — suites géométriques

Proposition (Ecriture explicite)

Soit (up)nen une suite géométrique telle que uy # 0.

@ En posant r = uy/ug, on a la relation de récurrence suivante :
pour tout n € N, u,.1 = rup,.

o Explicitement : pour tout n € N, u, = upr".

| Yy =rx
7/ .y = X
Uy
us A
us ’
uq 5 ’
0— — —o—

0 U
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2. Regles de calcul — suites géométriques

Théoréeme (Somme)

Soit (un)nen une suite géométrique de raison r # 1 et p,q € N tels
que p<q. On a

« La somme de termes consécutifs d’une suite géométrique est égale
au quotient de la différence entre le premier terme de la somme et le
premier terme omis par un moins la raison de la suite »

INSA Symbole Aimé Lachal



2. Regles de calcul — suites géométriques

q
En effet : posons S, 4 = > u;.

Spg = Up + Upy1 + Upro +Upiz+ o0 + Ug1 + Ug
rSpq = rp + rpyy + MUpyo + -+ + rug_p + rug_y + rug
Or Fup = Upt1, FUpt1 = Upy2, FUpi2 = Upi3 ... et fug—2 = Ug—1,

Mgl = U, Mg = U QSNE

Spg = Up + Upt1 + Upyo + Upps + -+ + Ug-1 + Ug

Py = Upt1 + Upyo + Upy3 + -+ + Ug_y + Ug + Ugt
(1=1)Spq = up = el

Ou encore, avec les » par Iinéarité et translation d'indice j = i +1,

q g+1
= Z up = Z rup = Z Uiy = Z uj
q+1 p+{7
(1-r)Spq= Z”’ Zu, ={Upt+ ZU,‘ - Z“i+“q+1 =Up—Ugt1
=p i=p+1 i=p+1 i=p+1
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2. Régles de calcul — suites géométriques

Corollaire (Somme des premiéres puissances)

Pour tout n € N,
.LI.l.
\
V-
— =1
3 T T(1-
£ )x
‘ r2 P
— 13 et _
T S VO o
rn.+l1 ............................... ;...................: ............. : ..................... ‘ A
0 1 14+r  14r4r? IER N
: -
. 1 . r r? r"
Les triangles bleus et le triangle rouge sont semblables.

INSA

Symbole
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2. Regles de calcul — suites géométriques

Ui 1
Pour tout r € C tel que [r| <1,ona lim > r'=—-—— On note
n—+oo0 ¢ 1

0 i 1+r  14r+r? 1

1/1-r) ]
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2. Régles de calcul — suites géométriques

o La suite (2") ey est géométrique de raison 2, donc pour n € N :
Z 21 2n+1

o La suite (55)qen est géométrique de raison 3, donc pour n € N :

1 1\ 1
2(1-—( = =2——
L ONECS-
. 1 : a .
Remarque : on a lim §:Odonc lim ZE=2et|on

n—-+o00 n—-+o00 P
note +o0 1 1 1 1
=1 — =2
Z 2i T3 2 + 22 + 53 23 +-

INSA Symbole Aimé Lachal



2. Régles de calcul — suites géométriques

o La suite (%) . est géométrique de raison 1/4, donc :
n

"1 4 ] (1)"*1
43 4

) 1 4
Remarque : on a nhrpoo yTie = 0 donc nﬂmooz 73 et I'on
note +00 1 1 1 1 4
-1 il
Z - Tttt T3

4
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2. Régles de calcul — suites géométriques

1
4
1
2
1 1
2 2
= = et + + =1
1 1 1 1 1
=4 —F —F —F ==
4 16 64 256 3

4
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2. Régles de calcul — suites géométriques

o La suite (10n),,eN est géométrique de raison E' donc pour n€N :
n 1
i =0999---9=1—
= 10/ T 10"
n chiffres 9
R : li L _ 0d li X =1letl
emarque :ona lim o= =0 donc n_|>moo ﬁ =1letlona
+00 9
— =0999.--.-=1
7 107
Le nombre réel dont le développement décimal illimité est
0.999--- vaut 1... |

INSA Symbole X Aimé Lachal



2. Régles de calcul — suites géométriques

© Remarquant que la suite ((—1)"),.y est géométrique de raison
—1,0n a:
30 31
i_1=-(=1)
A S
i=0

25i731 . 1 32 i 5
o Partant de 7 = 55 (E) et remarquant que la suite
32" , L g 32 .
<<49> )neN est géométrique de raison 75, on a pour n € N :

. n+1
n 251—31 1 1-— (%) 7 (1 B (32>n+1>

Lo 7arl T 73 12 T 17 x 2% 49

v
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2. Régles de calcul — suites géométriques

Exemple (Exponentielle complexe)

= K
Soit n € N\{0,1}. Remarquant que €' = (e i ) , on voit que la
e j2m j2om
swtc.e2 (e )keN est géométrique de raison e€'n . De plus, e =1
et e'n # 1. Donc :
e 1 (5
=0

n
ZeZk"W:Z = 1_e,2_r

k=0

Lezf points d’affixes

© ke{l,...,n},
constituent un po/ygone
régulier de centre de
gravité O.

Aimé Lachal

INSA Symbole ¥



2. Régles de calcul — suites géométriques

Corollaire (Différence de deux puissances)
Pour tout n € N* et tous nombres a, b :
a"—b"=(a—b)(a"  +a" b+ a" 3+ +ab" 2+ b

n—1
=(a—b)> ab"!
i—0

En effet :

n—1 ) ) n—1 a3 i
Z albrl—l—l _ bn—l Z (_) — bn—l %
i=0 i=0 b

a®> — b?> = (a—b)(a+b)
a® — b3 = (a— b)(a* + ab + b?)
a* — b* = (a — b)(a® + a°b + ab® + b?)

INSA Symbole X Aimé Lachal
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2. Régles de calcul — suites géométriques

Exemple (Dérivée de la fonction puissance)

Soit n € N*, xo € R et f |a fonction définie par f(x) = x".

f(x)—f
Calculons le nombre dérivé '(xo) = lim ) = F0) ;
X—Xp X — XO
f(x) —f(x) x"—xg
X — Xo N X — Xo
= X" poox"T 4 EX T g

— nxé”1
X—X0

1N 1 H ] n—1
d'ou l'on tire f'(x) = nxg .

INSA Symbole X Aimé Lachal
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2. Régles de calcul — Regroupement de termes

Reégle 3 (Regroupement de termes)

Soit uy, ur, U3, ..., U, €t v, Vo, 3, ..., V, des nombres réels ou

complexes.

On considére la suite « entrecroisée » uy, vi, U, Vo, U3, V3, . .., Uy, V)

que l'on notera wy, Wo, W3, Wy, . .., Wa,_1, Wa,, SOIt, pour 1<i<2n :
U(i+1)/2 Si i est impair L. Up=Wop_1

o G et réciproquement, pour L<p<n:{ P
Vi/2 si i est pair Vp = Wap

On a

2n n n n
dowi=d (Ut V) =D Ut D v
i=1 p=1 p=1

p=1

En effet : grace a la commutativité et |'associativité,

Wi+ Wo + W3+ Wy + - Wap1 + Wop
=(un+wv)+(m+wv)+(uz+v)+--+ (u,+ v,)
=(nt+wmt+uwt-Fu)+vtvutvit+v)

4

INSA Symbole
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2. Régles de calcul — Regroupement de termes

Corollaire (Somme « alternée »

Soit uy, U, U3, . .., u, des nombres réels ou complexes. On a
2n

DD =D U= D upa
p=1 p=1

i=1

v

10 . 5 a
S (2-3(-1)) = 3 (2= 31" 4 Y (2 - 3(-1y)”
i=1 p=1 p=1
5 5
— Z 52p—1 + Z(_1)2p
p=1 p=1
1 5 5
=z > 25P+>1
p=1 5 1p=1
25° —
=5x o + 5 = 2034510

4
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2. Régles de calcul — sommes télescopiques

Reégle 4 (Somme « télescopique »)

Soit p, q des entiers tels que p < q et up, Upy1, Upta, .. ., Ug des
nombres réels ou complexes. On a
q
Z (uj — ui1) = ug — up

i=p+1
g—1

Z(Ui — Ujt1) = Up — Ug

i=p

En effet :
@ grace a la commutativité et |'associativité,
(tps1 — Up) + (Upy2 — Upy1) + (Upys — Upi2) + - -~
+ (g2 — tg—3) + (Ug-1 — tg-2) + (g — Ug-1) = g —
@ grace a |'associativité,
(tp — Upt1) + (Upt1 — Upy2) + (Upy2 — Upyz) +---
+ (Ug—3 — Ug2) + (Ug—2 — Ug—1) + (Ug—1 — Ug) = Up — Uy
INSN Symbole Aimé Lachal




2. Régles de calcul — sommes télescopiques

Reégle 4 (Somme « télescopique »)

Soit p, q des entiers tels que p < q et up, Upy1, Upta, .. ., Ug des
nombres réels ou complexes. On a
q

Z (uj — ui1) = ug — up

i—p—|—1

Z(ul ul+1 = Up — Uq

Up+1—Up Up+3—Up+2 Ujt1—Uj Ug—Ug—1
iUpr2—Upt1: : 2 ==l ¢ : L= =2 :
u;p Upt1 Upto Upy3z -+ Ui Up Uix1 -+ Ug—2 Ug—1 Uq
| N
h) 7
W = U

INSA Symbole Aimé Lachal



2. Régles de calcul — sommes télescopiques

1
o Partant de = — —

oi(\ﬂ—\/ile):ﬁ—\/n—i—l

iGi+1) i i+1l’

4 1 n
:1— —

Z(H—l Zl< 1) n+1 n+1

. u 1
Remarque : nﬂrpm; S

o0 1
On note =1
2T

INSA

Symbole
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2. Régles de calcul — sommes télescopiques

1 1/1 1
o Partant de — :—<—_— - ) :
i(i+2) 2\i i+2
z": 1 _"1(1_ 1)
—~i(i+2) Z2\i i+2
1. [/1 1 1 1
-2 G -71)+ (=)
2 I\i i+1 i+1 i+2
1 (1 1 > "< 1 1 )
S22 N0 i+l ZNi+l i+2
[0 2+ G- )
2 n+1 2 n42
3 +5n
4 +3n+2)

INSA Symbole X Aimé Lachal



2. Régles de calcul — sommes télescopiques

oPartantde;:l<1— ! >:

i(i+2) 2\i i+2

A N V|

;i(i+2)_i:1§<7_1+2>
R WALN BN
_5<,-:17_,:1i+2>
_1 n1q n+21
- 5<,-_17 5 7)
e )
2 2 = =i n+1l n+2
3 +5n
~ 4(n?+3n+2)

v

INSA Symbole
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2. Régles de calcul — sommes télescopiques

Exemple (Somme des premiers entiers)

@ Partantde (i +1)2=i2+2i+1:

n

ii:;%((i-l-lf—iz—l)
_ %[g:l((iJrl)?—iQ)—Zl
= %((n+1)2—1—n)
1/
= 5(" +1)

On retrouve

n

i=1

|

INSA

Aimé Lachal



2. Régles de calcul — sommes télescopiques

Exemple (Somme des premiers carrés)

o Partantde (i +1)3=i*+3i+3i+1:
° 2 _ =1, 3 .3 .
;/ —Zlg((l—l—l) —i —3/—1)
o (GO EE) R ol

i=1

((n+1)3—1—gn(n+1)—n)

On obtient :

v
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2. Régles de calcul — sommes télescopiques

Exemple (Somme des premiers carrés — illustration 1

B W N =
-

1 2 3 4 ... n 1
La pyramide se décompose en n plaques horizontales contenant
chacune 1,2%,32, ..., n? cubes.

v
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2. Régles de calcul — sommes télescopiques
Exemple (Somme des premiers carrés — illustration 1)

1

2

3

4

n
4
3
n 2
1
1 2 3 4 . n

La pyramide se décompose en n barres-équerres-talons contenant
chacune n,3(n —1),5(n — 2), ,...,2n — 1 cubes.

v
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2. Régles de calcul — sommes télescopiques

Exemple (Somme des premiers carrés)
L'équivalence des deux décompositions fournit I'identité
14224324 4. .4n? = n+3(n—1)+5(n—2)+ +---+(2n—1)

n—1

soit S, = iiz => (2i+1)(n—1)

i=1
n—1 n—1 n—1
=n) (2i+1)=2> i*=>i
=il =il =il
1
=nX n2—2(5n—n2)—§n(n—1)

3 1
:n3—|-§n2—|—§n—25,,

1
d’ou S, = gn(n +1)(2n+1)

INSA Symbole Aimé Lachal

o’




2. Régles de calcul — sommes télescopiques

Exemple (Somme des premiers carrés — illustration 2)

En rassemblant les trois pyramides contenant chacune S, cubes, on
forme un parallélépipede rectangle dont les bases contiennent n, n+ 1
et n+ 1/2 cubes. Son volume est 35, = n(n+1)(n+ 1/2). D'ou

Sn= %n(n +1)(n+1/2) = %n(n +1)(2n+1)

4
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2. Régles de calcul — sommes télescopiques

Exemple (Somme des premiers cubes)

o Partantde (i +1)*=i*+ 43+ 62 +4i+1:

Z, _Zl(/+1) —i*— 61> —4i — 1)
((/+1 )—621 —42/—211

((n+ 1)* —1—n(n+1)(2n+1) = 2n(n+1) — n)
(

e e S -l>|l—‘|

On obtient :

v
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2. Régles de calcul — sommes télescopiques

Exemple (Somme des premiers cubes)

no\2
@ Montrons par recurrence que pour tout n € N¥, ZI <Z i) .
1 i=1 i=1

Posons T, —Z/ et S, —Z/— N (n+1).

i=1
o Initialisation. On a T; = 51 =1 donc Ty = S? et la propriété est
vérifiée au rang 1.

o Hérédité. Soit n € N* ; supposons la propriété vraie au rang n :
T,=S2.0naT,1=T,+(n+1)3etS,s1=5,+(n+1), puis

2
Tor1— S21=(To+ (n+1)*) = (Sa+ (n+1))
= (T = $2)+((n + 1>~ (n+ 1>~ 2(n +1)5,)

= n(n+1)?-2(n+1)S, =0
donc la propriété est vraie au rang n+1: T, 1 = S,%H.

e Conclusion. La propriété est vraie a tout rang > 1.

v
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2. Régles de calcul — sommes télescopiques

Exemple (Somme des premiers cubes — illustration 1)

Le grand carré
(de coté S,) contient
S2 carrés unitaires

Spog——— Az
T (de coté 1).
| Il se décompose

S en n équerres-talons
4 contenant chacune

S5 1,2°,33%,43, ..., n
3 carrés unitaires.

52 [l contient donc T,
1$ 51 carrés unitaires :

0 51 52 Sn Tn:5,2,
QK —

3 4 n )
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Exemple (Somme des premiers cubes — illustration 1)

gles de calcul — sommes télescopiques

Chaque gros cube contient
1,23, 3%, 7, ..., n’ cubes unités
répartis sur 1,23, ...,n
plaques carrées, chacunes
composant les équerres-talons.

@ Lorsque le nombre de plaques est
impair (2p+1) : p plaques superposées
(resp. juxtaposées en ligne) constituent
la hauteur (resp. largeur) de I'équerre,
1 derniére plaque réalise I'angle de
I'"équerre

@ Lorsque le nombre de plaques est pair
(2p) : p—1 plaques superposées en
hauteur (resp. juxtaposées en ligne)
constituent la hauteur (resp. largeur)
de I'équerre, 1 plaque réalise I'angle,

1 derniére plaque est divisée en deux
et compléte les extrémités.

.
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2. Régles de calcul — sommes télescopiques

Exemple (Somme des premiers cubes — illustration 2)

Qo Q0

La pyramide se décompose en n plaques horizontales contenant

chacune 1,2%,32, ..., n? cubes, contenant chacun 1,2,3, ,...,n

unités, soit n plaques contenant 1,2° 33, ..., n® unités.

v
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2. Régles de calcul — sommes télescopiques

Exemple (Somme des premiers cubes — illustration 2)

1
2

3

y)

n
La pyramide se décompose en n barres-équerres-talons contenant
chacune S,,,3(5,—51),5(5,—Sz), yeeoy (2n=1)(S,—Sn-1)
unités.

4
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2. Régles de calcul — sommes télescopiques

Exemple (Somme des premiers cubes)

L'équivalence des deux décompositions fournit I'identité
1+22+33 4+ +...4 1
=S, +3(5 —51)+5(5 —S5)+ +---+(2n—1)(5,—S,-1)

soit T, = Z/ = Z (2i+1)(S, — S) (en posant So = 0)

52(2/+1 Z(i+1)<i 1)
=%n(n—|—1)>< n+1)> Z/ Z/ Z/

i=0
1 1 -
— En(n +1)3— Tn—Zn(n + 1)(2n + 1)—Zn(n +1)

wl\)l

n

l\)ll—l

1
— §n2(n + 1)2 — Tn
1
d’ou T,= Zn2(n +1)?

vy
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probabilités




3. Application aux probabilités

Définition (Moyenne, variance, écart-type)

Soit X une variable aléatoire prenant n valeurs xi, x, . .., X, avec
probabilités py, pa, ..., pn: pi=P(X=x;), i€{1,2,...,n}. Ondéfinit:

@ son espérance :

n
E(X) = Zpixi = p1x1 + poxo + -+ + PaXn
i=1

V(X) :ip,- (x —E(X))
—p1(xa—E(X)) +p2 (e —E(X)) +- - -+Pu(xa—E(X))]

@ son écart-type :

v
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3. Application aux probabilités

Corollaire (Variance)

La variance peut aussi s'exprimer selon

En effet :
R —
= _E_n:lPiX;Q—QE(X) ;p,x, (E(X ) Z Zp, ( >2

2

= E(X*) - (E(X))
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3. Application aux probabilités

Exemple (Loi uniforme discréte)

.
.
.
|

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur {1,2,..., n}.
Elle prend donc les valeurs 1, 2 , N avec probablllte 1/n.
o Espérance : on a E(X) =Y —. A l'aide de Z/ =1in(n+1),0
obtient n+1 I
n I2
o Variance : on a E(X?)=Y_—. A l'aide deZ/ =tn(n+1)(2n+1)
=
on trouve E(X?) = %(n + 1)( +1)
puis V(X) = E(X 6(n+1 )2n+1) — 1(n+1)?

soit
n — 1
12 I
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4. Application a la statistique




4. Application a la statistique

Définition (Moyenne, variance, écart-type)

Soit x = (x1, X2, . . ., X,) une suite de données. On définit :

@ Sa moyenne :

@ son écart-type :

Ux:\/v_x
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4. Application a la statistique

Corollaire (Variance)

La variance peut aussi s'exprimer selon

En effet :
_1 n '__2_1 n
vX—;;(x, X) _”,-:1
1
:;<ZX —2XZX,+ZX>
:l XI?—Y2
n

> (xF — 2xx; + X°)
1 ( ~ o o

== (> x*—nx
WA=

’
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4. Application a la statistique

Proposition (Transformation affine)

Soit x = (x1, %2, . - .

définit pour tout i € {1,2,...,n}, y; = ax; + b.

, Xn) une suite de données et a, b deux réels. On

La moyenne et I'écart-type de la suite de données 'y = (y1,¥2,---,Yn)
s'expriment selon
y=ax+b et o,=lalok
En effet :
- 1 n n 1 n n B
y == Yi= — Z(ax,+b) aZx;—i—Zb =ax-+b
Nz i=1 n\ i= i=1
12 7)
Vy = E ( - - Z - a Vx
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4. Application a la statistique

Exemple (Transformation affine)

Lors d'un examen, les notes d'un groupe de 10 étudiants sont les
suivantes: x: 105 13 6 7 95 18 15 55 10 8

@ La moyenne et |'écart-type de cette série de notes valent :

X = 15(10,5-+13-+6-+7-+9,5+18+15+5,5+10+8) = 10,25
1

1 [(10,5-10,25)24(13—10,25)2+(6—10,25)2+(7—10,25)?+(9,5—10,25)? 2 384
Ox — —— ~
X V10| 1 (18-10,25)2+(15—10,25)2+(5,5—10,25)2+(10—10,25)+(8—10,25)? ’

@ On souhaite porter la moyenne a 11 et |'écart-type a 3 via une
transformation affine de la forme y=ax+b. Les coefficients a et b
vérifient les équations y=ax+b et 0, =a oy, soit azg—izo,?S
puis b=y — ax =~ 2,98. D'ou les notes harmonisées :

y: 112 131 7,7 85 104 171 147 7,3 10,8 92

4
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4. Application a la statistique

Regroupement de deux suites : a partir de deux suites de données

Xx=(x1,%,...,Xm) e y=(1,Y2-\¥n)
on construit la suite regroupée

Z = (X17X27---7Xm7}/17}/27---a}’n) — (21722a"'7zm+n)

Proposition (Moyenne de z)

La moyenne de z s'exprime selon

_ mX-+ny
zZ=—
m-+n

En effet :

i EerE 1
S = (2x,+z,w) L (mx+n7)
n k=1 n

m-+n 1
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4. Application a la statistique

Proposition (Variance de z)

La variance de z s'exprime selon

Vz = Vintra + Vinter

ou
y _ mvy +nv,
intra — m+n
m(z —x)>+ n(z —y)? mn
Vinter = ( ) ( y) = 2(7_7)2
m+n (m+ n)

Vintra €St la variance dans les groupes,
Vinter €St la variance entre les groupes.
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4. Application a la statistique

En effet :
e S -2 = (S -2+ 3 - 2
z m-+n = m-+n i ! = J
On a, remarquant que » (x; —X) =0 :
. . i=1 )
o Soon _)
Xi—Z) = Xi — X) + X —
>0~ 2P =3 (00 =R+ (- 7)
m 2n m mn?
—\2 = = - - __ T\2
= Xi—X) + X — Xi — X))+ X —
,Z::l( I el y);;( ) (m+n)2( Y)
m 2
> mn®>
= X;i — X + — (X —
3 = R+ ()
R - BT —\2 m’n
De méme : ;(yj —7) :;(yj -y + (m+ n)2(X -y)
D’ou le résultat en ajoutant les sommes > (x; —2)* et > (y; — 2)°.
i—1 =1 )

INSA Symbole Aimé Lachal



	Définition
	Règles de calcul
	Application aux probabilités
	Application à la statistique

