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1. A I'aide de la concavité

de la fonction logarithme

Formule de Stirling



N

1. A 'aide de la concavité de la fonction In

Encadrement de la courbe de In entre ses cordes et ses tangentes
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1. A I'aide de la concavité de la fonction In

Zoom entre k et (k+1)

In(k+1)

In(k) +1/(2k)
In(k+1)- 1/(2k+2)

ln(k) =
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1. A I'aide de la concavité de la fonction In

@ Corde entre k et (k+1)
e aire du trapéze correspondant : 3[In(k) + In(k+1)]

@ Tangente en k
o équation de la tangente : y = + (x—k) + In(k)
o hauteur en k+1/2 : In(k) + i

e aire du trapéze correspondant : %{2 In(k) + ﬁ}

© Tangente en (k+1)
e équation de la tangente : y = ﬁ (x—k—1) +In(k+1)
o hauteuren k+1/2 : In(k+1) — m

e aire du trapéze correspondant : %{2 In(k+1) — m}
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1. A I'aide de la concavité de la fonction In

@ Un encadrement
On a

7[|n( )+ In(k+1) ]</k " )dx<—[|n( )+ In(k+1)]
1r1 1
+5lx )

Onsommedela(n—1):

—Z[In ) + In( k+1)]</ |n(x)dx<—nil[ln(k)-l-ln(kJrl)]
k=1
17711 1
Y52 ik
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1. A I'aide de la concavité de la fonction In

@ Un encadrement

Or n
/1 In(x)dx = nin(n) — n+ 1,
;:Z:: [In(k) + In(k+1)] = In(n!) — ; In(n),
“r1 1
Sl walm
d'ou
In(n!)—;ln(n) < nin(n)—n+1 < In(n!)— ; In(n)—l—;l3 (1—,17),
soit encore
<n+;> In(n) — n+ ; + 81n <In(n!) < (n—i-;) In(n) — n+ 1.

INSA Formule de Stirling Aimé Lachal



1. A I'aide de la concavité de la fonction In

@ Un encadrement

Comme 1
- o n+1/2 ,—n
<n+2)|n(n) n—In(n e ),
on trouve que
7 | n! 1
g <In nn+1/2e—n <

Posons donc
nl
Up = In 7n"+1/2e*” .

La suite (u,)nen est bornée.
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2.Variations de la suite (“n)neN
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2. Variations de la suite (u,)

neN

On a posé

n!
u”:|n<nn+1/2en>’ n e N.

@ Accroissements de u,

enn+1/2 1
Uny1 — Uy = In [(’7"’"1)’1“/2] = — (n + 2) f(n)
x—l—l) 1
X+ 3

avec

f(x) = In(

X
@ Variations de f
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2. Variations de la suite (u,)

neN

@ Tableau de variations de f

0.03

f/

e f' < 0 donc f est décroissante.

e Deplus lim f(x)=0, donc f > 0.
X—+00
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2. Variations de la suite (u,,)neN

Q@ Convergence de (u,),cn

On a
Upy1 — U, = —f(n) < 0.
Ainsi la suite (u,)nen est décroissante.
D’autre part elle est minorée, elle est donc convergente.

On a obtenu

) n!
imIn (,,+/e> =telsl

INSA Formule de Stirling Aimé Lachal



2. Variations de la suite (u,,)neN

ce qui prouve |'existence d'une constante \ = e’ telle que (1733)

nl ~ Anp™/2en
n——+4-00

Abraham de Moivre, 1667-1754 I I
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3. Calcul de la constante \
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3. Calcul de la constante )\

On introduit la suite des intégrales de Wallis

w/2
l, = / cos"(x)dx, ne€N.
0

John Wallis, 1616-1703 ==
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3. Calcul de la constante )\

On introduit la suite des intégrales de Wallis

/2
l, = / cos"(x)dx, ne€N.
0

/2
h = cos(x)dx = g,
/2 5 1 ,7/2
h = / cos“(x)dx = 5/ [cos(2x) + 1]dx =1,
0 0

w/2 3 1 r7/2 T
I3 = / cos’(x)dx = Z/ [cos(3x) + 3 cos(x)] dx = T
0 0
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3. Calcul de la constante )\

@ Une relation de récurrence

Une intégration par parties donne

I, = /07r/2 cos”(x) dx = /077/2 cos"1(x) d[sin(x)]

/2

= |cos" () sin(x)}0 +(n—1) /0 i cos"2(x) sin?(x) dx

=(n-1) /0”/2[(205,,_2()() — cos”(x)] dx

=(n—-1),—o—(n—1)l,

qui fournit la relation de récurrence

_n—1

I

2.
n
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3. Calcul de la constante )\

© Une écriture explicite

Des relations

b= P11 byt = —2P |
p 2p 2(p—1)>  2p+1 2p+1 2(p—1)+1
on déduit
by — (2p—1).(2p—3)...5.3.1 = (2p— 1N T
(2p).(2p—2)...6.4.2 (2p)l! 2’
et — (2p).(2p—2)...6.4.2 |- (2p)!! |
(2p+1).(2p—1)...75.3 (2p+ 1!
soit encore

(2°p!)?
et l2p+]_ — W
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3. Calcul de la constante )\

© Une équivalence asymptotique
D'autre part, la suite (/,)nen est décroissante :
Vx € [0,7/2], 0 < cos(x) < 1= cos"™(x) < cos"(x)
= Ipy1 < .

n+1
P 1, N /,, donc

On adonc lhyo < lhy1 < 1y Or Ipyp =

soit encore
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4. Le dénouement
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4. Le dénouement

On injecte dans h, les équivalences

1~ p+1/2 .—p | o~ 2p+1/2 ,—2p
p ApPTeP et (2p)t o~ A(2p) e P,

’ p——+00
ce qui donne
T V2
by ~ ———.
p=too 2 \\/p
D’autre part, d'apres les écritures explicites de b, et hpy1,
| B T A
T 2(2p + 1) by Pt 2V2,/p

. Voo Ty . V2 A .
Enfin, I'équivalence by e by fournit I'équation 7 %= = 3.5 qui

conduit a

A =27
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4. La sérénissime

Théoréme (James Stirling, 1733)

nl ~ V2rxna"tY2e ",

n—-+00

James Stirling, 1692-1770 Zt=
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4. La sérénissime

Théoréme (James Stirling, 1733)

nl ~ V2rxna"tY2e ",

n—-+00

Bonus Track : on a le développement asymptotique

1 1 139
! ~ 2 n+1/2 —n 1 .
M e VT e T s T o T 51840
! 163879 ( 1 )}
2483320 | 209018880 5 | °\m5 /)"
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