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Systemes linéaires

Quelques exercices




@ Exercice 1 — Quelques systémes linéaires

© Exercice 2 — Un systéme linéaire et géométrie

© Exercice 3 — Une fonction affine par morceaux

@ Exercice 4 — Racines cubiques et p® complexes de 1
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Exercice 1 (Quelques systemes linéaires — Enoncé)

Résoudre les systemes suivants ou a, b, ¢ sont des paramétres :
X+ y+az=2a x+ y+ z=0
Q@{x+ay+ z=a Q@ (ax+ by+ cz=0
ax+ y+ z=1 a’x + by + Pz =1

x — 3y —4z =10
X+ y+2aaz+ t=a 2x + y — z = —1

@ {x+by+ z+ t=20 9V, _ o1 ;15
2x + 2y + 2z + 2t =1 X+ y+az=2
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Exercice n°1

X+ yt+az=2a’EK
o (S): x+ay+ z=a | E
ax+ y+ z=1 | E

x + y + az = a° E
(S)— (a—Dy+ (l—a)z=a—2a*|E=E—F
(1-a)y+(1—-a*)z=1-2a%|E;=E — akE;
eSia=1: x+y+tz=15
(S)<= 0=0|E
0=0|E

Les équations de compatibilité £] et £} sont redondantes, le
systéme (S) est compatible et équivalent a £, il est de rang 1.
En récrivant £; selon x =1 — y — z, le systéme (S) admet une
infinité de solutions données par

S ={1-y—2zy,2), (y,2) € Rz}-'
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Exercice n°1

X+ yt+az=2a’EK
(4] (S): x+ay+ z=a |E
ax+ y+ z=1 | E

e Sia#1:
X+y+ 32232 El
(S) = y— z=-a %:afllEé
y+(a+1)z=2a*+a+1 Eé:lflaEé
X+y+ az = a’ E
= y — z=-—a l:':2’

(a+2)z=a>+2a+1|E}/=E;—E}
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Exercice n°1

X+ yt+az=2a’EK
o (S): x+ay+ z=a | E
ax+ y+ z=1 | E

e Sia#1:
x Sia=—-2:
X+ytaz=2a |F
(S) <= y— z=-al|E}
0=1 |E/
D’'apres I'équation EZ, le systeme (S) est incompatible, il
n'admet pas de solution :

S =0.

stémes linéaires Aimé Lachal



Exercice n°1

X+ yt+az=2a’EK
o (S): x+ay+ z=a | E
ax+ y+ z=1 | E

e Sia#1:
* Sia# —2:
x+y+az=2a
(S)= y— z=-a
a’42a+1
zZ =
2
Onaz= 2124l hlisy =7 3= o
= a2 0P y_l T at2!
H _ 2 . a+
puis X = a *y*aZ—*m.

Le systeme (S) est de rang 3, il admet une unique solution :

o a+l 1 a®+2a+1
B a+2a+2 a+2 '

stémes linéaires Aimé Lachal



Exercice n°1

X+ yt+az=2a’EK
o (S): x+ay+ z=a | E
ax+ y+ z=1 | E

En résumé :

@Sia=1:

S ={1-y-2zy,2), (y,2) e R*}.
e Sia=-2:
S =0a.
e SiacR\{1,-2}:

. at+l 1 a+2a+1
B a+2 a+2 a+2 '
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Exercice n°1

X+ yt+az=2a’EK
o (S): x+ay+ z=a | E
ax+ y+ z=1 | E

Interprétation géométrique

Chaque équation du systéme (S) représente un plan dans I'espace
rapporté a un repére (O;f;f, k). Notons

@ Py le plan d'équation x + y + az — a°
@ P, le plan d’'équation x +ay +z = a
@ P; le plan d'équation ax +y +z=1

Résoudre le systéme (S) revient a déterminer l'intersection des trois
plans P1, P, et Ps.
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Exercice n°1

X+ yt+az=2a’EK
(1) (S): x+ay+ z=a |E
ax+ y+ z=1 | E

Interprétation géométrique

e SiacR\{1,-2}:
Les plans Pi, P,, Pz sont
concourants au point M de
coordonnées

_atl 1 2?42a+1) .
a+2’ a+2? a+2 )

PLNPNPs = {M}

Figure : cas a =2
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Exercice n°1

X+ yt+az=2a’EK
o (S): x+ay+ z=a | E
ax+ y+ z=1 | E

Interprétation géométrique

6~

@ Sia=1: ]
Les plans Py, P,, P; sont iden-
tiques (d'équation x+y+z=1): ]

PiNPoNP3=P =P, ="7P3

Aimé Lachal
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Exercice n°1

X+ yt+az=2a’EK
(1) (S): x+ay+ z=a |E
ax+ y+ z=1 | E

Interprétation géométrique

e Sia=-2:

Les plans P, P,, Ps; sont dis-
joints dans leur ensemble :

PiNPNP3=o
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Exercice n°1

X+ y+ z=0 El
Q (S): ax+ by+ cz=0E
a’x + b’y +c?z=1|E;

X + y+ z=0 E]_
(5)<:> (b—a)y+ (C—a)Z:O E2/:E2—3E1
(b —a®)y +(c? — a%)z=1|E,=E; — a°F;
e Sia=>b: X+y+ z=0|F
(S) <= (c—b)z=0|E;

(c2—b*)z=1|Ej
En récrivant £} selon (¢ + b)(c — b)z = 1, les équations E} et
E; entrainent 0 = 1, elles sont donc incompatibles, ainsi que le
systeme (S) :
S =0,
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Exercice n°1

X+ y+ z=0|Ek
o (S): ax+ by+ cz=0|E
a’x + b’y +c?z=1|E;

e Sia#b:
X + y+ z=0|E
(S)<—= (b—a)y + (c—a)z=0|E}
(c—a)(c—b)z=1|E}=(a+ b)E;

x* Sia=coub=c:
I'équation EJ se récrit selon 0 = 1, le systéme (S) est
incompatible :

S =0
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Exercice n°1

X + y—l— z=0 El
[2) (S): ax + by+ cz=0|E
a’x + b’y +c?z=1|E;

eSia#b
X + ij 2:0 El
(S)«=1< (b—a)y+ (c-2a)z=0E
(c—a)(c—b)z=1|E/=(a+ b)E,
x Siatcetb+#c:
Onaz:m, pUisy:_c;_:ZZWl(b—c)’

T 1
puis x=—y — 7= -

Le systeme (S) est de rang 3, il admet une unique solution :

y={<(a_b)1(a_c)v(b_a)1( b—c)’ (c—a)l( b)>}'
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Exercice n°1

X+ y+ z=0 El
Q (S): ax+ by+ cz=0E
a’x + b’y +c?z=1|E;

En résumé :

@ Sia=boua=coub=c:
=0,

@ Si a, b, ¢ sont tous distincts :

S = {<(a_b)1(a_c)’ (b—a)l(b—c)’ (c—a)l(c—b)>}'
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Exercice n°1

X + y—l— z=0 El
(S): ax+ by+ cz=0|E

Q
a’x + b’y +c?z=1|E;

Remarque :
Le systeme (S) est un cas particulier de systéeme de Vandermonde :

X1 + Xp+ -+ Xp = by
aixi+ axot o+ apX,= b
a?xy+ axo+ -+ aix,= bs

-1 -1 _
al 'x; +ay x4 -+ a"Ix, = b,

ounéeN* ay,a,...,a, et by, by, ..., b, sont des parametres réels

ou complexes fixés.
On sait résoudre explicitement ce systeme.

Aimé Lachal
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Exercice n°1

x4+ y+2az+ t=a |E
9 (S): x+by+ z+ t=2b\E
2x+2y + 2z42t=1 |E;

X + y + 2az+t=a E;
(S)<—= (b—1)y+(1—2a)z =2b—alEl=E —E
0y+(2—4a)z :1—23 E:;:E3—2E1
eSib=1:
X+y+ 2az+t=a E;
()<= (1-2a)z =2-a |E
(2—4a)z =1-2a|Ej
X+y+ 2az+t=a =
= (1—2a)z =2—al|E

0=-3 |E/=E,—2E
Le systeme (S) est incompatible : |7 = @.

stémes linéaires
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Exercice n°1

x4+ y+2az+ t=a |E
9 (S): x+by+ z+ t=2b\E
2x+2y + 2z42t=1 |E;

X + y + 2az+t=a E;
(S)<—= (b—1)y+(1—2a)z =2b—a|Ej=E —E
0y+(2—4a)z =1-2a E:;:E3—2E1
°S|b7é'1 X + y+z+t:% =]
*S1a=35" (§)e= (b—1)y —2b—1|E
0=0 EY = E]
x+y=3%+—z—t|E
<:>{ _[2“,7_1 £
2b—2 2
Onay—gg é,pmSX*%—y—z—t:—%—z—t,

et le systéme (S) admet une infinité de solutions données par

7 ={(- 2b 27 —t,‘z‘ﬁ 1,2,t), (z,t) e R?}.

stémes linéaires
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Exercice n°1

x4+ y+2az+ t=a |E
o (S): x+by+ z+ t=2b|E
2x+2y + 2z42t=1 |E;

x + Y+ Qaz+t=a Es
(S) = (b—1)y+(1—2a)z =2b—a|Ej=E —E
Oy +(2—4a)z =1-2a|Ej=E;—2F
OM X + Y+ az=a—-t |£H
P82 ()=l (b-l)y+(1-22)7=2b—a ]
=y |e-g

On a z:%, puis y:gg—:%, puis x:a—y—2az—t:—;”;—:§—t
et le systeme (S) admet une infinité de solutions données par

S ={(-35—t,3=5,4t), teR}.

stémes linéaires
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Exercice n°1

X+ y+2az+ t=a
(S) X+ by +
2x +2y + 2z+2t=1

E
z+ t=2b|E
Es

En résumé :

eSib=1;:
=0
e Sib#1:
*Sia:%:
B 3b 4 — 1 5
y—{<_2b_2_z—t72b_2,z,t>, (Z,t)ER}
>|<S|a7é%
4p — 1 4p—-1 1
o b b

_2b—2_t’2b—2’2’t>’ tER}'

stémes linéaires
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Exercice n°1

x4+ y+2az+ t=a |E
9 (S): x+by+ z+ t=2b|E
2x+2y + 2z42t=1 |E;

Interprétation géométrique

Chaque équation du systéme (S) represente un hyperplan dans
I'hyperespace rapporté a un repere (O, I,J, k E) Notons

@ 7 I'hyperplan d'équation x + y +2az +t = a
@ H, I'hyperplan d'équation x + by +z+t =2b
@ Hs; I'hyperplan d’équation 2x + 2y + 2z 42t =1

Résoudre le systéme (S) revient a déterminer I'intersection des trois
hyperplans #;, H, et Hs.
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Exercice n°1

x4+ y+2az+ t=a |E
9 (S): x+by+ z+ t=2b|E
2x+2y + 2z42t=1 |E;

Interprétation géométrique

@ Si b=1: les hyperplans H1, Ho, H3 sont disjoints dans leur

ensemble :
HiNHNH3 =
eSib#1:
x Sia= % : HiNHy N Hs est le plan passant par le point de
coordonnées (—2%2, =10, 0) et de vecteurs directeurs

i— E eti— F
* Sia+# % s Hi1NHy N Hs est la droite passant par le point

de coordonnées (—‘2“;—:%, %, %, 0) et de vecteur directeur
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Exercice n°1

x—3y—4z=10 | £

_ 2x+ y— z=-1|E
(5): x—2y+ z=15 |E
X+ y+az=2 |E

INSA

x —3y — 4z=10 |E
Ty + 7z=-21|E}=E, — 2F,
y+ 5z=5 Ei=E;—E
4y + (a+4)z=—-8 |E,=E,— F;
x —3y — 4z=10 |k
y+ z=-3|Ej=E}7
y+ 5z=5 |E=E—-F

4y + (a+4)z= -8 |E,=E,— F

Systémes linéaires Aimé Lachal



Exercice n°1

x—3y—4z=10 | £

_ 2x+ y— z=-1|E
(5): x—2y+ z=15 |E
X+ y+az=2 |E

INSA

x—3y—4z=10 | K
y+ z=-3|E,=E}7
4z7=8 |E/=E}—E}
az=4 |E/=E;—4E]

x—3y—4z=10 E,
y+ z=-3 E2’_E’/7
z=2 E” EY/A

0=4—2a|E)=E} — aE}

Systémes linéaires Aimé Lachal



Exercice n°1

x—3y—4z=10 | £
2x+ y— z=-1|E
x—2y+ z=15 | E
X+ y+az=2 |E

(=) (S):

@ Si a # 2 : I'équation E;” est incompatible ainsi que le systéme :
o

e Si a =2 : 'équation de compatibilité £,” est redondante et le
systeme (S) est équivalent 3 £, E}EY
onaz=2puisy=—-3—2z= -5, puisx =10+ 3y + 4z = 3.

7 =1{(3,-5,2)}.
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Exercice n°1

x—3y—4z=10 | £
2x+ y— z=-1|E
x—2y+ z=15 | E
X+ y+az=2 |E

(=) (S):

Interprétation géométrique

Chaque équation du systéme (S) représente un plan dans I'espace
rapporté a un repére (O;?,f, E) Notons

@ P; le plan d'équation x — 3y — 4z = 10

@ P, le plan d'équation 2x +y —z = —1

@ P5 le plan d'équation x — 2y + z =15

° le plan d'équation

Résoudre le systeme (S) revient a déterminer I'intersection des quatre
pIans 7)1, 7)2, 7)3 et

INSA Systémes linéaires Aimé Lachal



Exercice n°1

x—3y—4z=10 |k
2x+ y— z=-1|E
x—2y+ z=15 | E
X+ y+az=2 |E

(=) (S):

Interprétation géométrique

Les plans Py, P,, P3 sont 2
concourants au point M de 10
coordonnées (3,—5,2) : 70
.

PLNPNPs = {M}

-20
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Exercice n°1

x—3y—4z=10 | K
2x+ y— z=-1|E
x—2y+ z=15 |E
X+ y+az=2 |E

o (S):

Interprétation géométrique
e Sia=2:
Le point M appartient au plan

Les plans P;, P», Ps, sont
concourants au point M :

PiNnPNP3N = {M} 20

INSA Systémes linéaires Aimé Lachal



Exercice n°1

x—3y—4z=10 | K

_ 2x+ y— z=-1|E

° () %ot 215 |5
X+ y+az=2 |E

Interprétation géométrique

e Sia#£2:
R A — 40
Le point M n’appartient pas au plan . s
Les plans Py, P,,P5,  sont disjoints >
dans leur ensemble : Z‘Z‘
PiNPNP3N =9

Figure : cas a = —30
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Exercice 2 (Un systéme linéaire et géométrie — Enoncé)

Soit n € N\{0,1}.

© Déterminer, suivant les valeurs des réels ay, a, ..., a, et la parité
de n, le nombre de solutions du systeme linéaire

{Xi + X1 = a, 1<i<n—1,

X1 + X, = ap.

Résoudre ensuite ce systeme dans les cas n = 3 et n = 4.

@ Applications : dans le plan rapporté a un repére (O; 7,]) déterminer

o les triangles ayant pour milieux des cotés les trois points
A(1,0), B(0,0), C(0,1);

o les rayons des trois cercles tangents entre eux centrés en A, B, C;

o les quadrilateres ayant pour milieux des cotés les quatre points
A B, C et D(1,1).
Plus généralement, de quel type doit étre un quadrilatere A;AxAzA,
pour qu'il existe des quadrilateres ayant A;, A, Az, A4 pour milieux
des cotés?

INSA Systémes linéaires Aimé Lachal



Exercice n° 2

- X1 + x =
© Cas général : |F X a b
X2 + X3 =a |b
X3+ X4 = as E3

(5):

Xp—1 + Xp = ap-1 En—l

X1 + X, = a, E,
A I'aide de la combinaison E/ = E,—E;+Ey— Ez+- - -+ (—1)""'E,_; :
X1+ Xo =a E1
X2+ X3 =a E;
X3+ Xy =as E3

(S)

Xp—1 + Xn = dp-1 En—l

apxp=a, |E]

avec ap, =1+ (=1)"teta,=a,—ata—as+---+(-1)"ta, ;.
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Exercice n° 2

- x1 + x =a E

© Cas général : |F X 1 !
X2 + X3 =a |b

X3+ X4 = as E3

(5):

Xp—1 + Xp = ap-1 En—l
X1 + Xp = ap En

e Cas n impair.

On a a, = 2, le systéme (S) est de rang n.

L'équation E! donne x, = %(a,, —ay+a— - +am1),
puis I'on obtient successivement x,_1, X,_2,...,X1.
Ainsi, le systeme (S) admet une unique solution (xi, X2, . . ., Xp).
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Exercice n° 2

© Cas général : |1 X =a |k
- X2+ X3 = ad» E2
X3+ Xg =az E3
(5):
Xp—1 + Xp = an—1 | En—1
X1 + X, = a, E,
o Cas n pair.
Onaa,=0et (yx 1 x —a |E
X2 + X3 = a2 E,
X3+ X =a; |E5

(S)

stémes linéaires
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Exercice n° 2

- x1 + x =a E

© Cas général : |F X 1 !
X2 + X3 =a |b

X3+ X4 = as E3

(5):

Xp—1 + Xp = ap-1 En—l
X1 + Xp = ap En

e Cas n pair.

L'équation de compatibilité E/ s'écrit

(a1—a2)+(a3—a4)+---+(a,,,1—a,,):O.

s Si cette condition n'est pas satisfaite, le systéme (S) est
incompatible et . = @.

« Sinon, le systéme (S) est compatible et de rang (n — 1),
il admet une infinité de solutions dépendant de x,.
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Exercice n° 2

+ X = a E1
Q Casn=3: o
- (5) . Xo + X3 = ap E2
X1 + X3 = az E3
X1 + Xo = a E,
(S)<:,> Xo + X3 = ap Eé:E2
—Xo+X3=az — a1 Eé:E:),—E]_
X1 + X2 =a E
e Xo + X3 = a» EéZEg

2X3: +a3—a Eé,:Eé—l— Eé

Air?si X3 = %(82 + a3 - a), puis X = a, — x3 = %(al + a, — a3),
puis X3 = a3 — Xp = 5(31 — ar + 33).
Le systéeme (S) est de rang 3, il admet une unique solution :

= {(%(31 — a + 33), %(31 + a — 33), %(32 + a3 — 31))}.
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Exercice n° 2

Q@ Casn=4: X1+ X =a |k
(5). X2 + X3 =a | b
' X3+ X4 = a3 | E3
X1 + X4 = a4 E4
X1+ X2 =a E,
X2+ X3 = ap E£:E2
(S) X3 + X4 = as E?/’_Eg;
— X2 +X4g=a4 — a1 4—E4—E1
X1+ X = a E;
, X2 + X3 = a E,=E
X3 + X4 = a3 E” E/
X3+ X4 =a+as — ay E” E/+E’
X1+ X =a E,
X + X3 =a »=E
— X3+ X4 = a3 5 =E
0232+34—31—33 EX’ZEZJ—E:Q,

INSA Systémes linéaires
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Exercice n° 2

Q@ Casn=4: Xt —alhb
- (S) : X2 + X3 =a | b
X3+ X4 = a3 E3

X1 + X4 = a4 E4

@ Si a; + a3 # ap + aq, alors le systeme (S) est incompatible :
S =0

@ Si a; + a3 = ap + ay, alors le systeme (S) est compatible et de
rang 3. Il est équivalent a £, EjE7.
Onax3 =az— x4, puis xo = ap — x3 = ap — a3 + X,
puis x; = a; — Xp = a; — a» + az — Xy.
Le systeme (S) admet une infinité de solutions données par

S = {(81 — ay + a3z — Xg,d» — az + X4, a3 —X4,X4),X4 S R}

stémes linéaires Aimé Lachal



Exercice n° 2

© Applications :

e On cherche les triangles M1 My M3 dont les milieux des cotés sont
A B, C.
Notons (x1,¥1), (X2, ¥2), (x3, y3) les coordonnées respectives des
points My, My, M3.
Les milieux des segments [My, M|, [M, M3], [M3, M;] ont pour
coordonnées
(30a+x2), 31 +y2)), (30e+x3), 3(v2+ys)), (30a+x), 3(vs+x1)).
Ils doivent coincider avec les points A, B, C, ce qui conduit aux

systemes
X1+ x2 =2 y1+y2 =0
xp+x3=0 et y2+y3=0
x1 +x3=0 " +y3=2

Solution : (x1,x2,x3) = (1,1, —1) et (y1, y2,¥3) = (1,—1,1),
soit Mi(1,1), Ma(1, -1), M3(—1,1).
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Exercice n° 2
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Exercice n° 2

© Applications :
o On cherche les cercles C1,Cy, C3 centrés en

A, B, C tangents entre eux. a
Notons r1, o, 3 les rayons respectifs des !

>

cercles C1,(C»,Cs3.

La somme des rayons deux a deux doivent
coincider avec les distances entre les centres
des cercles correspondants, ce qui conduit aux

systemes y
n-—+n =AB=1
n—+rn= BC=1
r +r=AC=+2 ¢
Solution :
r1:%7r2:1—%’r3:% Qwi
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Exercice n° 2

© Applications :
e On cherche les quadrilatéres My My M3 M, dont les milieux des cotés
sont A, B, C, D.

Notons (x1,y1), (X2, ¥2), (X3, ¥3), (xa, ya) les coordonnées respectives
des points My, My, M3, M,.

Les milieux des segments [My, My], [Ma, M3], [M3, My]
pour coordonnées (3(x1 + x2), 2(y1 + y2)), (3 (x2 + x3),
(303 +xa), 3(v3 + ya)), (3(xa + x1), 5(va + y1)).

lIs doivent coincider avec les points A, B, C, D, ce qui conduit aux systemes

, [Ma, M1] ont
(.y2 +_y3))7

NI=—

X1+ X2 =2 yi+y =0
X + x3 =0 ot Y2+ =0
x3+x4=0 y3t+ya=2

X1 +x4=2 %1 +ys=2

Solution : (X17X27X37X4) = (2 — X4,X4, _X47X4)
O y2,y3,v8) = (2 - va,ya— 2,2 — ya, ya

M1(2_>‘7 2_.“)a M2()‘a M—Z), M3(_>‘7 2_:“)’ M4()‘5/L)7 ()\,,U,) € R?.

, Soit :
)
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Exercice n° 2

INSA

Y. Y.
M M
My My
D, D,
M,
> i T
M, / B A B A
Y
My
Y
M,
D
My "
B A B M
hAa
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Exercice n° 2

© Applications :
e On cherche les quadrilatéres A1 A»A3zA, pour lesquels il existe des

quadrilatéres My My Mz M, dont les milieux des cotés sont
Al7 A27 A37 A4-
Notons (a1, b1), (a2, b2), (a3, b3), (a4, ba) les coordonnées respectives
des points Ay, Az, Az, Ag et (x1, 1), (%2, ¥2), (X3, ¥3), (xa, ya) celles des
points My, My, M3, M.
Les milieux des segments [My, Ma], [Ma, M3], [M3, Ma], [Ma, M]
coincident avec les points Az, Ay, Az, Az si et seulement si

X1+ X2 =2a; yi+y2 = 2by
X2+ X3 =2ap ot yo+y3 =2b>

X3 + x4 = 2a3 y3 + ya = 2bs

X1 + x4 = 2a4 yi + y4 = 2by

Ces systemes admettent des solutions ssi a; + a3 = ap» + as et
b1 + bz = by + ba, ou encore ssi les segments [A1, A3] et [Az, As] ont

méme milieu, i.e] A;A,A3A, est un parallélogramme. I
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Exercice 3 (Une fonction affine par morceaux — Enoncé)

Soit a, b, ¢, d € R. On consideére I'application f : R — R définie par
—2x+a six<l,
dx +b sil<x<2,
8x +c si2<x<3,
6x +d si x> 3.

~-
—~
x
~—
I
/

A\VARV/AN

@ Déterminer des conditions nécessaires et suffisantes sur a, b, ¢, d
pour que f soit continue sur R. On exprimera b, ¢, d en fonction
de a.

@ On suppose les conditions précédentes satisfaites. Déterminer
alors les coefficients «, 3,7, 0, € tels que pour tout x € R

f(x)=alx =1+ B|x = 2| + v|x — 3| + dx + €.

Tracer la courbe représentative de f dans le cas ot a = 0.

INSA Systémes linéaires Aimé Lachal



Exercice n° 3

@ Continuité de f :
e L'application f étant affine par morceaux est continue sur

R\{1,2,3}.
Jm g = fim, 1) =)
° f continue en 1,2,3 «= { lim f(x) = lim f(x) = f(2)
X—2~ x—27F
A ) = lim, 7l = £G)
a— 2 = b+ 4 a— b = 6
= ({b+ 8=c+16 = b—c —38
c+24=d+18 c—d=-6
On obtient b=a—6, puis c=b—8=a—14, puis d=c+6=a—8
soit :

b=a—-6,c=a—14,d=a—38.
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Exercice n° 3

© Représentation de f :
o Posons g(x) = a|x — 1| + B|x — 2| + y|x — 3| + 0x + ¢.
On a

(—a—B—v+d)x+(a+28+3y+¢) sixe]-oo,1]
J(a=B—7+0)x+(—a+28+3y+¢) sixe[l,2]
gl)= (a+B—7+0)x+(—a—28+3y+¢) sixe€[2,3]

(a+B+7y+8)x+(—a—28-3y+e) sixe€[3,+oof

—a—fB—-y+d=-2 a+28+3y+e=a
a—f-y+io=4  )-a+20+3y+e=b
a+B—-7+06=8 —a—2+3y+e=c
a+pB+y+06=6 —a—2—-3y+e=d

o f=g<+=
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Exercice n° 3

© Représentation de f :

atB+y-0=21F at2f+3y+e=2a
o (S): Q0T ATy FI=ME gy Jmat 2843y +e=b
V' la+B-v+0=28|E; ) —a-2843y+e=c
atf+y+i=6E —a—28-3y+e=d
atft+y-0=2 |E
B+y—6=-1 Eéz—%(Ez—El)
% (51)<:> 7_5:_3 Eé:—%(Ey,—El)
-2 |6 - 16 &)

On obtient § =2, puisy =90 —3=—1,puis 5 =—y+§—1=2,
puis« = —f —~v+0d+2=23.

* En reportant dans (52), on trouve e =a—4=b+2=c+10=d +4.
On retrouve les conditions de continuité pour f. Lorsqu'elles sont
satisfaites :

a=3,=2,vy=-1,=2,e=a—4.
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Exercice n° 3

© Courbe représentative de f :

Casou a=0: )

—2x six <1 =
dx —6 sil<x<?2

f(x)= = ,
CI=) gx-14 sio<x<3 “ j
6x —8 six>3 :
f(x)=3|x—1|+2|x—2|—|x—3|+2x—4 :

6 -5 -4 -3 -2 -1 0

stémes linéaires Aimé Lachal



Exercice 4 (Racines cubiques et pe complexes de 1 — Enoncé)

@ On définit le nombre complexe ) = 3(—1 +iv/3) = '2™/3.
© Calculer 73, puis plus généralement 5" pour tout n € N.
© Comparer 5 et 7. En déduire 1 + 5+ 7% et 1+ 52 + /%
O Représenter les trois points d'affixes 1, 7 et 7 dans le plan complexe et
interpréter algébriquement et géométriquement les résultats obtenus.

© O Résoudre dans C le systéme d'inconnues u, v, w et de paramétres
complexes a, b, ¢ suivant :
u+ v+ w=a
(Sabe): u+ gv+2Pw=>b
u—+ j2 v+ gw=c
On pourra effectuer des combinaisons ad hoc des équations précédentes.

O Comment faut-il choisir les paramétres a, b, ¢ pour que u, v, w
soient des nombres réels ?

INSA Systeémes linéaires Aimé Lachal



Exercice 4 (Racines cubiques et pe complexes de 1 — Enoncé)

o

INSA

Application : soit n € N\{0,1}. On définit les sommes
El/3l, El-1/31, Eln-2/3,
n=2(a) == 2 () 2= % (4o
' kz:% 3k) 7? kz:% 3k+1/ °° EO 3k +2

ol E[x] désigne la partie entiére du réel x.

" /n
© On rappelle la formule du binéme : (x + y)" = Z (k) xkyn=k.
k=0
Déterminer les nombres a, b, ¢ pour que 21, 25, >3 satisfassent au
systeme (S, p.c).

O En déduire la valeur des sommes ¥ 1,35, Y 3.

Systémes linéaires Aimé Lachal



Exercice 4 (Racines cubiques et pe complexes de 1 — Enoncé)

O 0O Généralisation : soit p € N*. On pose w = e/ 27/P.

o Calculer wP. En déduire 1 + w + w? + w3 4+ - - + wP,
et plus généralement 1 + w" + w?" 4+ w3 + - .- 4+ w(P=1"
pour tout n € N.

o Résoudre dans C le systeme d'inconnues uy, up, us, . . ., up
et de parametres aj, a», as, . . ., ap suivant :
u; + u, + uz + -+ + U, = ay
U+  wib + wrus + -+ wPlu,=a
m+ W+ whug + o+ WPy, = ag

(i A @fP iy A PP g L oo wlP—1? Up = ap

INSA Systeémes linéaires Aimé Lachal



Exercice 4 (Racines cubiques et pe complexes de 1 — Enoncé)

@ 0 Application : soit n € N\{0, 1}. Calculer les sommes

E[n/p]

n
5= 3 ()
k=0 kp
E[(fi)/p] n
2= X (h)
o kp+1
E[(nié)/P] n
5= X (h0)
o kp + 2

 Eptv/el,
p = kz:% (kp +p— 1)

INSA Systémes linéaires
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Exercice n°4

Q@0 Onap= (ei27r/3)3 —el2m =1
7P

]3p+1

j3p+2

si n est

n si n est

En résumé: " =

1
J
72 sinest
O Ona 7

On en tire, avec Re(y) = —1 :

2 _ e|47r/3

puis pour tout p € N :

(Pr=1

PP xg=7

j3p x j2 :j2

un multiple de 3

un multiple de 3 plus 1
un multiple de 3 plus 2

—i2mw/3 =

1+ 9+ =14+)7+7=1+2Re(y) =0

Oou encore, avec j3 =1:

puis

r-1
1

1+ 4+ =14+ =0.

Aimé Lachal
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Exercice n°4

@ O Interprétation algébrique :
Onay=let () =()=1
donc j et 5 sont des racines cubiques de 1.
De plus 1 est naturellement une racine cubique de 1.
On a donc trouvé 3 racines distinctes du polynéme du 3¢ degré z3—1.
On a ainsi obtenu toutes les racines de ce polynéme dans C.
En conclusion, 1 admet :
* une unique racine cubique dans R qui est 1;
* trois racines cubiques dans C qui sont 1, j et > = 7.
On a alors la factorisation sur C suivante :
2-1=(z-1)(z—))(z-7)
Remarque : en développant ce produit, on obtient :
-1)z-0z-P)=2-0+1+ AP+ 0+ 7P +7)z+7

puis, par identification, on retrouve la relation 1 + 7+ 72 = 0.
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Exercice n°4

@ O Interprétation géométrique :

J=pr=r=--

Les points d'affixes 1, 7, /°

de gravité O.

forment un triangle équilatéral de centre
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Exercice n°4

Q u+ v+ w=alk
(Sabe) : u+ jv+72w=>b|E
ut+rPv+ gw=c|E

© Effectuons les combinaisons linéaires des équations Ej, E», E3 suivantes:

e la combinaison £; + E, + E; donne u = %(a +b+c);
o la combinaison E; + > E, + j E3 donne v = 1(a+ 2 b+ c);
o la combinaison E; + ) E> + j* E5 donne w = £(a+ j b+ j° c).

Le systéme (S) admet donc une unique solution donnée par

7 ={Ga+ b+l 3a+ b0 da+sb+ PO}
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Exercice n°4

Q u+ v+ w=alk
(Sabe) : u+ Jv+72w=>b|E
u+Pv+ gw=cl|E

O Cherchons une condition nécessaire et suffisante pour que les
nombres u, v, w soient réels.

Condition nécessaire. Supposons u, v, w réels. Alors :

e |'équation E; indique que le nombre a doit étre réel ;

@ puisque J et 5° sont conjugués, les nombres complexes 1+ jv + 7> w et
u+ 7° v+ 7w sont conjugués. Les équations E; et Ez indiquent donc
que les nombres b et ¢ doivent étre des complexes conjugués.

Condition suffisante. Supposons a réel et b, c conjugués. Alors :

o u=31(a+b+c)=1(a+2Re(b)) eR

o v=1(a+2b+yc)=31a+]b+jc)=3(a+2Re(7b)) €R

o w=1(a+ b+ c)=3%(a+yb+jc)=13(a+2Re(yb)) €R

D'ou I'équivalence : u, v, w réels <= (a réel et b, c conjugués).

=Wl
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Exercice n°4

© O Ainsi, X1, %5, X3 vérifient le systéme (S, 5 ) avec

2=12" b= ein7r/3 c= B _ e—in7r/3
@ D'ou leur valeur :
Y, = }[a—&—ZiRe(b))} = 1{2”+2cos<n7r)}
'3 ~3 3
1
Y, = 5[34—28%( Jb) == [2"+2cos<(n—2) ﬂ

Y, = %[a+2%e(]b)] = :1))[2’, +2COS<(n+2) 7;)}

INSA Systémes linéaires Aimé Lachal



Exercice n°4

Q@0 oO0nawrP= (eiz’T/P)p = e'?" =1, puis pour tout n € N :

w® = (wP)"=1
WPl — P =w
WPH2 = (P % ()2 = ()2
wnp+P_1 — wnp X wp_]- f wp_l

1 si n est un multiple de p
w si n est un multiple de p plus 1
En résumé :w" = { w? si n est un multiple de p plus 2

wP~

1 si n est un multiple de p plus p — 1
P—1
e Ona 1+w+w2+w3+---+wp_1:w7120
w_

et plus généralement, pour tout n € N :
np _ 1

1+w" +w? 4+ w4 P = “71 =0
w J—
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Exercice n°4

© O o Interprétation algébrique :
Pour tout entier k : (wk)P = (wP)k =1
donc les w¥, k € {0,1,2,...,p — 1}, sont des racines p¢ de 1.
On a trouvé p racines distinctes du polynéme du p® degré zP —1.
On a ainsi obtenu toutes les racines de ce polynéme dans C.

En conclusion, 1 admet exactement p racines p¢ dans C qui sont
Lw,w?,.. . ,wPt

On a alors la factorisation sur C suivante :
P —1=(z-1(z-w)(z—w?)...(z—wPh)

Remarque : en développant le début de ce produit, on obtient :
(z-1D(z-w)(z—w?)...(z—wPh)
:z”—(1+w+w2+---+wp_1)z”_1+---—1

puis, par identification avec zP — 1, on retrouve la relation

l+w+w? +--+wP =0
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Exercice n°4

©Q O o Interprétation géométrique :

Les points d'affixes 1,w,w?,w>,w?,...,wP~! forment un polygone
régulier a p cotés de centre de gravité O.
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Exercice n°4

Q u; + Uy + uz + -+ + u, = a E1
m+  wip + wWrus+ oo+ wPlu,=a | B
(S): {u+ wiur+ w4+ WPy, = a5 | B

up 4 wP iy + 2P gy 4 4 (P up = ap | Ep

@ o la combinaison E; + Ey + E3 + - - - + E,, fournit la relation
Atur + At + Adizus+ - HApup=artat+at+ -+ ap

A1=1+1+1+---+1=p
Az =1l4w+w? 4wl =0
avec Az =1+w?+wt+ 40P D=0

Mp =1+ wP 1 4u2pD) gy’ =

ce qui donne 1
u; = E(al+ag+a3+-~~+ap)

INSA Systémes linéaires Aimé Lachal



Exercice n°4

(S):

up + uy + us 4+ -+ + Up = a1 E1
um+ wi + wWrus+ oo+ wPlu,=a | B
u + (.UZ u, + w4 us + - + w2(p—1) U, = as E3
i+ WPty + WP D Uy WPy, = g, | B,

© o la combinaison E; + = E2 + = LE 4+ wp —— E, fournit la relation

)\21u1+/\QQUQ+/\23U3+ +>\2,, p=a+im+hat -+ -tra
Ay=1+1+L 4.+ 1:=0
Ap=14+1+14---4+1=p

Az =1l+w+w?+-+wP1=0

avec

Aap = 1+ wP2 +w2P2) 4o (P-D(P-2) = 0
ce qui donne

1 1 1 1
up = p a + — 32“1‘7334‘ +Fap
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Exercice n°4

u; + Uy + uz + -+ + Up = a1 E1
m+  wip + wWrus+ oo+ wPlu,=a | B
(S): {u+ wiur+ w4+ WPy, = a5 | B

up 4 wP iy + 2P gy 4 4 (P up = ap | Ep

INSA

O o la combinaison £y + & E; + = B3 + -+ + —i— E, fournit la relation
>\31U1+)\32U2+)\33U3+"'+>\3pup:31+§32+ﬁ33+“'+ﬁ8p
)\31:1+$+$++ﬁ:0

Ap=1+1+L 4.4 L =0
avec A
33

wp—1

=1+14+1+--+1=p

Aap = 1+ wP 3 +w2P3) 4 4y DP-3) = ¢
ce qui donne
1 1 1 1
u3—; 31+E‘92+J‘93+”'+w72(p—1) ap

Systémes linéaires Aimé Lachal



Exercice n°4

Q u; + Uy + uz + -+ + u, = a E1
m+  wip + wWrus+ oo+ wPlu,=a | B
(S): Jun+ w2 up + w4+ WPy, = a5 | B
p—1 2(p-1) e (-1, — E
U+ w u, + w us + + w Up = ap b
© o la combinaison £ + 7% + 2(,) g+ %"wz fournit la relation
)‘P1“1+)‘p2u2+)‘p3u3+' +/\Ppup:al+%+w2(a%1)+'”+w<ifn2
Mt =1+ G+ o T+ e =0
Ap2 =1+ n2+ 2<pz+"'+mzo
avec
Ap371+ ot ey o+ emieey = 0
)\pp:1+1+1+---+1:p
ce qui donne
1 1 1 1
Y=\t 12T e BT G
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Exercice n°4

Calcul général : soit k € {1,2,3,..., p}.

La combinaison £; + % + % +- W fournit la relation
Akt + Aot +Mstiz + -+ Aplp=a1+ 225 + oo + +7k1)
Ak = 1+F+m+”'+m:0

M2 = 1+ =+ g+ + moey = 0

Mz = 1+ i+ g+ + pmmoey = 0

avec )\kk,lz-l—i—%—l—ﬁvL---—Fﬁ:O
Mc = 14+1+14---4+1=p

Akk41 = 14+ w+wk oo e-Dk =

Nep _ 14 wPk 1 w2p=k) o4 = 1le=k) =
ce qui donne

1 1 1 1
Ux = p<a1 + o a + kD) ag+ -+ DD a,,)
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Exercice n°4

Q0 Ti+uwThruss o 4wy,

B <n> +<n> +<”>+

0 : p 2
fl n
—I—wf( > + i( ) e< )
1 “\pt1 T lopr1) T
n

20 2 N 20 n
+w + w +
; (la) " (opia) *

N (p—m( ”) (p—1>f< n ) (p—l)f( " )
w p—1 +w 2p—1 +w 3p—1 +

(), ) )

n n n
n z( > n (p+1)e< ) (2p+1)€< )
“ 1 “ pr1) ¢ 2p+1) "

2N (p+2)e( n > (2 +2)e< n
+w +w P .
. (2> p+2 e opt2) "

P ”) (2p—1>e( n ) (3p—1>f< oY,
+w <p—1 + w 2p—1 + w 3p—1 +
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Exercice n°4

Qo0 Z1+w522+w2523+-~+w(pWZP—Z( ) = (14+uwh"

= 2" cos (h) eitnm/p
p

Donc les sommes X4 vérifient le systéeme (S) avec seconds membres
ag=2" cos”(“}””) H(=1nm/p 1 < £ < p. Dot leur valeur :

1 p—1 . e ei€n7r/p
Yy = 722 cos (p ) 1)

P =0 .
n P—
_ 2 (1 S Cosn<f7f> eié(n—Z(k—l))7r/p>
P — P

Notant que la somme X est réelle, il suffit de prendre la partie réelle
dans I'expression précédente :

[1 + Z_:cos ( ) cos<(n —2(k — 1))£Z>}
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Exercice n°4

@ O Enfin, notons la symétrie des termes relatifs aux indices ¢ et p — ¢ de
la somme précédente :

cos” ((p—pﬁ)w) cos ((n —2(k — 1))('0_p£)7r> g

= cos"(f) cos<(n —2(k — 1))p)

De plus, la somme contient p — 1 termes. Lorsque p est impair, ce
nombre est pair; lorsque p est pair, ce nombre est impair et le terme
du milieu associé a I'indice p/2 est nul. On arrive ainsi a |'expression

El(p—1)/2]

Y= 2 {1 +2 Z cos” <£7T> cos((n —2(k — 1))£W>}

p = p p
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