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Définition (Sinus, Cosinus, Tangente — «SohCahToan)

On considére un triangle ABC rectangle en B. On note A= (ﬁ )

C
e 3
L auS
o"e““ S{
e S
°~ N
A S
A 4 - U
A coté adjacent B

@ Le Sinus est le rapport du cété « Opposé » a I'« Hypoténuse ».
@ Le Cosinus est le rapport du c6té « Adjacent » a I'« Hypoténuse ».
@ La Tangente est le rapport du coté « Opposé » au coté « Adjacent »

= = B ~ BC sin A
On note : 5'”A_R cosA—R tanA—E—COS/a
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1. Définitions

Proposition (Cercle trigonométrique)

Sur le cercle de centre O

et de rayon 1 :
T B ¥
OA=0B=0M=1
M
Ko ............. ! /{' AL Ald
; OH =cosf OK =sinf
b
@) H|A Sur les tangentes T et T':
AT =tanf = sin 0
cos 6
BT’:cotO:C?Sez L
T sinf  tand
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1. Définitions

Définition (Radian)
Le radian est la mesure d’un angle interceptant sur la circonférence
d’un cercle centré au point d’intersection des demi-droites délimitant
le secteur angulaire, un arc d’une longueur égale au rayon.

0 0 T T T s 1
(en radians) 6 4 3 2 ?
cos 6 1 ﬁ Q ! 0 2
2 | 2 | 2 2
1 2
sinf 0 = i @ 1
2 | 2 2 »:.
V3 non | O Zad
tanf 0 3 1 V3 | définil O L vay3l
2 2
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2. Fonctions trigonométriques




2. Fonctions trigonométriques

Définition (Fonctions cosinus et sinus)

Les quantités trigonométriques cos et sin définissent des fonctions
trigonométriques sur R dont voici les graphes. Elle sont périodiques
de période 2.

— fonction cosinus
— fonction sinus
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2. Fonctions trigonométriques

Définition (Fonctions cosinus et sinus)

Les quantités trigonométriques cos et sin définissent des fonctions
trigonométriques sur R dont voici les graphes. Elle sont périodiques
de période 2.

— fonction cosinus
— fonction sinus
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2. Fonctions trigonométriques

Exemples (Quelques tracés)

Tracé de f(x) = 3sin(x) : partant de la fonction sinus, on «étire»
verticalement d'un rapport 3 (amplitude 3).

— fonction sinus
— fonction f )
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2. Fonctions trigonométriques

Exemples (Quelques tracés)

Tracé de g(x) = cos(4mx) : partant de la fonction cosinus, on
«compresse» horizontalement dans un rapport 1/(4m) (période 1/2).
Y,
NI AT
\ / \ /
\ /
\\ / / 1 /’/
RARRANSZRRRRIARRANCZARRAN
- — fonction cosinus
— fonction g




2. Fonctions trigonométriques

Exemples (Quelques tracés)

Tracé de h(x) = 4 cos(6mx — 7) : partant de la fonction cosinus,
on translate de 7 vers la droite (créte atteinte en m/4), on «étire»

4

verticalement d'un rapport 4 (amplitude 4) et I'on « compresse »
horizontalement dans un rapport 1/(67). La période de h est 1/3.
4

[<=1*%)

— fonction cosinus

— fonction h
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3. Formulaire
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3. Formulaire

Symétries/rotations élémentaires

ang/es Opposés (symétrie par rapport & Ox)
cos(—0) = cos 6 sin(—0) = —sind

angles supplémentaires (symétrie par rapport 3 Oy)

cos(m — @) = —cosf  sin(m — 0) =sin6

demi-tour (symétrie par rapport 3 O)
cos(m + ) =—cosf  sin(m+ )= —sinf

angles complémentaires (symétrie par rapport ax=y)
= _ L -
cos(5 — ) =sin@ sin(5 — 0) = cosd

X quart de tour (rotation d'angle droit)
cos(5 + ) =—sinf  sin(5 + ) =cosf
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3. Formulaire

Formulaire 1 (Somme des angles)
cos(6 + ) = cosf cos p — sinfsin @
cos(f — ¢) = cos B cos  + sinfsin ¢
sin(f + ¢) = sinf cos ¢ + cos fsin
(6 - ¢)

cos(26) = cos® ) —sin*f = 2cos’f — 1 =1 — 2sin’ 0
sin(20) = 2sinf cos 6

Partant de 75 = Z — 7 avec cos(%) = 3, sin(3) = \/75 cos(%)

et sin(7) = ‘/75 on t|re ;

COS(%) = COS(%) COS(4> —|—sm<g) sm(ﬂ) = @
-
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3. Formulaire

sin(6 + ¢)

€

Triangles séparés

& s0d g uls

oor
=
= ~
(%)
o
O
S 0+
(%)
]
O
E cos(0+)
(7]
...... ) S
O: é 1 &
€ mmm > - = = o>
cos(f + ) sinfsin 9
D I >
cos 6 cos p cosf cos p

sin @ sin ¥
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3. Formulaire

sin(6 + ¢)

€

Triangles séparés

sin @ sin ¢

& s02 g uls

ok
=
R ~N
[%2]
O
O
S 0+
8
O
E cos(0+p)
(%]
...... s W
O: 1 &
€ mmm e > - = = o
cos(f + ) sinfsin 9
B I >
cos  cos cos 6 cos

o '
[
d uIs § 02

o)
A

A\
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Formulai

3

sin @ sin ¢

cos(f + ¢)
GomcooccoooooiKioono o

cos fsin ¢ sin f cos ¢
D PLmmmmmmmmmm—— o
T <
S
o
2

S

+ N

>
|
D e >

s

cos f cos p
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3. Formulaire

— — —

OA =cosfi+sinfj

O? = cos 997+ sin apf
Produit scalaire

1. Calcul analytique :

OA . 0B =

cos 6 cos  + sin @' sin

sin @

sin @

2. Calcul géométrique :

I OA - 05 =
sy ||0Ay|><|y?|yxcos(0A_é)

D e > = cos(y — 0)

v
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3. Formulaire

% — —

1 -+ OA =cosfi+sinfj
PR (\ O?:cosapﬂsinapf
Produit vectoriel

1. Calcul analytique :

OANOB =

(cos @'sin ¢ — sin B cos ) k

sin @

sin @

2. Calcul géométrique :

OANO
sy ||OA|| x||OB|| xsm(OA OB)k

R e > = sin(p — A)k
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3. Formulaire

Définition (Exponentielle complexe)

9 — cosh +isinf

Proposition (Formulaire via les complexes)

ei(9+<,0) _ ei6‘ « e¥

eI

4

En effet :
el0+%) = cos(0 + ) + isin(0 + )
= (cos # cos ¢ — sin sin ) + i(sin 6 cos  + cos O sin )
= cos f(cos ¢ + isin @) + isin O(cos ¢ + isin )
= (cos 6 + isin 0)(cos p + isin p)
— ei@ % eigo
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3. Formulaire

Formulaire 2 (Produit de sinus/cosinus (facultatif))

1 -
cosf cosp = 5 cos( + ¢) + cos(f — cp)}
sinfsiny = % _cos(9 — ) — cos(0 + 90)]
sinfcosp = % -sin(9 + ) +sin(0 — go)}
cos? ) — 1+ cgs(20) sin? g — 1-— c;s(20)

En effet : en ajoutant ou soustrayant cos(f + ¢) et cos(f — ),
cos(6 + ) = cosf cosp — sinfsin g
cos(f — ) = cosf cos p + sin @ sin p
cos(f + ¢) + cos(f — ¢) = 2cosf cos p
cos(f + ) — cos(f — p) = —2sinfsiny

Aimé Lachal
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3. Formulaire

Formulaire 3 (Somme de sinus/cosinus (facultatif))

0 60—
cos@+cosg0:2cos( —;w) cos( S0)

0 0 —
cos«9—cosg0:—2sin( 42_90>sin< 2(’0>
0 0 —
sinf +sinp = 2sin< ;go) cos(TSD)
0 — 0
sinf —sinp = 25in< > SD) cos<¥>

En effet : on part de cos(a + ) 4 cos(ae — 3) = 2 cos a cos 3.
6
to 6—

0 0 —
et I'on trouve cosH+cos<p:2cos( 42-90> cos( 290>.

Pour a = —- Sp,onaoz—l—B:Qeta—B:gO,

Trigonométrie Aimé Lachal



3. Formulaire

Exemple (Battements acoustiques)

La notion de battements acoustiques est le phénomene percu par
I'oreille humaine lorsque |'on superpose deux ondes sonores de
fréquences voisines.

Notons f; et f, les signaux associés ainsi que w; et w, leurs pulsations
respectives (w; # wy) :

fi(t) = sin(w1t) f(t) = sin(wat)

L'onde résultante est représentée par (cf. formulaire 3) :

f(t) = fA(t)+ K(t) = 25in<$t> cos(%t)

Les fonctions t — ™ (t) = £ cos(“45“t) représente |'« onde
enveloppante » de basse fréquence (pulsation 1|w; — ws|).
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3. Formulaire

Exemple (Battements acoustiques)

La notion de battements acoustiques est le phénomene percu par
I'oreille humaine lorsque |'on superpose deux ondes sonores de
fréquences voisines.
yl
ATl

e =he
. . . .
* *y * .
- . o N
0 0
> > .
.
. o
Q
§2 0
* »
.
.
-
g 4 4! [
.
a .
¥
V‘ % A
. 1 1
- A | It o [ ¥ ~
A Q ] 3
-
o 7 i (% . v
A .
Ky gl ), . . o o
Q - 5 o
o X d . * .
.
g & B o g
0
. .
”
. .
(R Al 1% Ad

— fonction f
.- - fonctions p*
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3. Formulaire

Formulaire 4 (Tangente (facultatif))

1~ tan? 2
tan 6 + tan ¢ el — - 2
tan(6 = 0
n(0+ ) 1 —tanftanp 14 tan? 3
tanf —t 2tan ?
tan(g_w):u Sin62—20
1+tanftanyp 1+tan?3
2tan6 9 i
tan(20) = —— _ ZElg
(20) 1 —tan2d tan9—1_tan2g
En effet :
nete sin(0 + )  sinfcos + cosfsing
tan(0 + ¢) = = ——
cos(f 4+ ¢)  cosfcosp —sinfsiny
B zl,';ng—ﬁz;nw _ tanf+tangp
~ 1 snésine 1 tanftang
cos 6 cos ¢
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3. Formulaire

Proposition (Amplitude/déphasage (facultatif))

Pour tous a,b € R, il existe p € R et 0 € [0, 27| tels que

Vx € R, acosx + bsinx = pcos(x — 0).
De plus p = \/a? + b? et, si a et b ne sont pas simultanément nuls,

0 vérifie cosh = 2 et sinf = é
P p

En effet : dans un repére orthonormé (O, i, j),
considérons le point M de coordonnées cartésiennes |

(a, b). Notons p = OM et 6 = (i, O—I\Z) -
Onap=+va?+b’eta=pcosl, b=psinb. OJT

(p,0) sont les coordonnées polaires de M.

Puis acosx + bsinx= pcosf cos x + psinfsinx
= pcos(x — 0).

Trigonométrie Aimé Lachal



3. Formulaire

Visualisation vectorielle
i+ v
X
pl y
| R\ .
—bsin(x) : O | acos(x)—bsin(x) i acos(x)
: >
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3. Formulaire

Exemple (Superposition de deux ondes sinusoidales)

— onde a cos

--- onde cos (
— onde bsin

--- onde sin

— onde résultante acos +bsin

Trigonométrie Aimé Lachal
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Proposition (Equation cos x = a)
Soit a € R. On considére I'équation (E) d’inconnue x : cos x = a.
Q sila] > 1 (ou encore a € |—oo0, —1[ U |1, +00[), alors (E) n’a
pas de solutions dans R : Sg = @.

Q si|a| <1 (ou encore a € [—1,1]), alors (E) admet une infinité
de solutions dans R. Si « est une solution particuliére, alors
Se={a+2kr ke Z} U{—a+ 2kn, k € Z}.

A A
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Proposition (Equation cos x = a (complément))
o Si|a| <1 (ou encore a € [—1,1]), alors (E) admet une unique
solution dans [0,w]. On la note arccos a (ou cos™ a).

<

Exemple numérique

@ Une calculatrice fournit la valeur
approchée a 1072 prés de I'angle 6,
tel que cosfy = —0, 85 suivante :

0o ~ 2,581d € [0, 7

o La valeur de I'angle 0; € [, 27] tel
que cos; = —0,85 s’en déduit selon

91:27T—(90%3,69I’d

a=-—0,85

Trigonométrie Aimé Lachal



4. Equations

@ Soit I'équation d'inconnue x : cosx = —‘/75.

@ Une solution particuliére est donnée par a = 2~.

6
@ L’ensemble des solutions sur R est donc

S:{%Jrzkw,kez}u{—%mkw,kez}

@ Sur [0, 2], il y a seulement deux solutions : 2% et 2L

Trigonométrie Aimé Lachal



4. Equations

@ Soit I'inéquation d'inconnue x : cosx < %

N

@ Une solution particuliere de cos x = = est donnée par o =
@ L'ensemble des solutions sur [0, 27] est 3z
@ Puis I'ensemble des solutions sur R est
§=U |5 +2km, 3 + 2kr]
h "3
€z

3

—

Trigonométrie Aimé Lachal



4. Equations

@ Soit (E) I'équation d'inconnue x : cos(2x) + cosx = —1.

(E) <= 2cos® x + cos x = 0
Posons u = cos x.

1
(E) <=2+ u=0<=u=0 ou u=—3
ui
cosx =—3 <= Ik €Z, x =3 4 2km ou x = —3 + 2kw

L'ensemble des solutions est

S= { . ,23” 2k 237T+2k7r kez}

Trigonométrie Aimé Lachal



(Exemples

@ Soit (E) I'équation d'inconnue x : cos(2x) + cos x = 0.

o 1 méthode. (E) <= 2cos’x +cosx —1=0
Posons u = cos x.
(E)<=2+u—-1=0<=u=—1 ou u:%
Puis {cosx=—1<:>EIkEZ, x =m+ 2km
cosx:%<:>EIkEZ, x =% +2km ou x =—% + 2km

A

L'ensemble des solutions est [ ‘

S= {(2k+ 1)m, 242k, —%+2k7r, kez}. ﬁ,

0

En fait : | S = {(2k +1)7 ke Z}

Trigonométrie Aimé Lachal



4.Equaﬁons

@ Soit (E) I'équation d'inconnue x : cos(2x) + cos x = 0.

o 2¢ méthode.
(E) <= 2cos (gx) cos (lx):O
<:>cos(§) 0 ou cos( ):O
cos( )—O <— dk € Z, —x—%

cos (%x) =0 <= 3kEZ, x=m+2knr

7T 2k

L'ensemble des solutions est S = {(2k+1) 3t

keZ}

Enhh:S:{Qk+D%,keZ}

Trigonométrie Aimé Lachal



4. Equations

@ Soit (E) I'équation d'inconnue x : cos(2x) + cos x = 0.

o 3¢ méthode.

(E) <= cos(2x) = — cos x <= cos(2x) = cos(x + )
< Jdk € Z, 2x = (x+7)+2km ou 2x = —(x+m)+2km

< 3Jke€Z x=(2k+1)T ou x=—-3+%=

L'ensemble des solutions est S = {(2k+1)7r, —%+¥, kEZ}.

En fait : | S = {(2k +1)I ke Z}

Trigonométrie Aimé Lachal



4. Equations

@ Soit I'inéquation (E) d'inconnue x : cos x — v/3sin x < 0.

@ L’'expression cos x — V/3sin x est de la forme acosx + bsin x
aveca=1let b= —+/3.
On a acosx + bsinx = pcos(x — 0) avec p = Va?+ b> =2 et

0 vérifiant cos = 2 = Tetsing === _V3
p p 2
Par exemple ¢/ = —Z convient.
Ainsi
cosx — V3sinx = 2cos(x + %)
° (E) <= cos(x +3) <0

< 3k € Z, x+F€[F+2km, 3 + 2kn]
< 3k € Z, xe[f+2km, I + 2kn]

Trigonométrie Aimé Lachal



4. Equations

@ Soit I'inéquation (E) d'inconnue x : cos x — v/3sin x < 0.

o L'ensemble des solutions sur R est donc

S = U[ + 2k +2k7r]

kEZ

"6
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Proposition (Equation sin x = a)
Soit a € R. On considére I'équation (E) d’inconnue x : sin x = a.
Q sila] > 1 (ou encore a € |—oo0, —1[ U |1, +00[), alors (E) n’a
pas de solutions dans R : Sg = @.

Q si|a| <1 (ou encore a € [—1,1]), alors (E) admet une infinité
de solutions dans R. Si « est une solution particuliére, alors
Se={a+2km ke Z}U{n — a+ 2km, k € Z}.
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Proposition (Equation sin x = a (complément))
o Si|a| <1 (ou encore a € [—1,1]), alors (E) admet une unique
solution dans [—%,%]. On la note arcsina (ou sin™" a).

Exemple numérique

@ Une calculatrice fournit la valeur
approchée 3 102 prés de I'angle 0,
tel que sinfy = 0,7 suivante :

o ~0,77rd € [-3.5

’ 3 O
o La valeur de I'angle 0, € [5, 7] tel

que sinf; = 0,7 s'en déduit selon
91 = 7'('—00% 2,36rd
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4. Equations

@ Soit I'équation d'inconnue x : sinx = —%.

@ Une solution particuliére est donnée par o = —
@ L’ensemble des solutions sur R est donc

S:{—%Hkn,kez}u{5T”+2k7r,kez}.

=
Z°

@ Sur [0,2nx], il y a seulement deux solutions : 2T et ZT.
_T 57 i i . _ 7T 57 n
@ Sur | T ,|Iyatr0|sso|u'§|9ns. T 3 et
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4 Equations

> o V2
5 -

@ Soit (E) I'équation d'inconnue x : sin(3x) =
o (E)<=3keZ, 3x=7+2kr ou 3x=3T+2kn
<— dkeZ, x:lﬁ—z—l—% ou X=§—|—2k7”
Sur R, I'ensemble des solutions est donc
2km 2k
keZ} {4+T keZ}

S:{12 3

5 m# w 37 1llm

T12' 12" 40 4 12

Trigonométrie
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4. Equations
@ Soit (E) I'inéquation d'inconnue x : cos(2x)-+2sin?(x)—2sin(x)< 0.
>1
4
6"

o A l'aide de cos(2x)=1— 2sin2(x) on trouve (E)<=>sin x
@ Une solution particuliére de sin x = 1 est donnée par av =

@ Puis I'ensemble des solutions sur R est
5m

S = U[+2k,6

keZ

+ 2k7r]

Aimé Lachal
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4. Equations

Proposition (Equation tan x = a)
Soit a € R. L'équation (E) d’inconnue x : tan x = a, admet une
infinité de solutions dans R. Si « est une solution particuliére, alors

Se={a+2km ke Z}U{a+m+2km k€ Z} ={a+kr k € Z}.

y

/ " a+ml /7

Aimé Lachal
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4. Equations

Proposition (Equation tan x = a (complément))

L'équation (E) admet une unique solution dans [—7, 5]. On la note
arctan a (ou tan~! a).

\

Exemple numérique

@ Une calculatrice fournit la valeur

approchée 3 1072 prés de I'angle 0 &
tel que tand, = 1,5 suivante :
0o~ 0,98rd € [-75,7 01 0,
o La valeur de I'angle 6; € [Z, 3] tel 0
que tanf; = 1,5 s’en déduit selon

(91 :7T—|—90%4,12rd
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4.Equaﬁons

@ Soit I'équation d'inconnue x : tanx = V3.

@ Une solution particuliere est donnée par a = 3.

@ L'ensemble des solutions sur R est donc -

S:{%+kmkez}

ap — 2

@ Sur [—m, 7], il y a seulement deux solutions : :

wix
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4. Equations

@ Soit I'inéquation d'inconnue x : tanx > 1.

@ Une solution particuliére de tan x = 1 est donnée par o =

@ L'ensemble des solutions sur [0, 27] est [%, %[U [5—” 3—”[

@ Puis I'ensemble des solutions sur R est

Trigonométrie
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5. Dérivation/Intégration

Proposition (Limites en 0)

! sin@_1 ! 1—cosf 1
60 6 000 2 2 )
o En effet, de I'encadrement géométrique 4
V0 €10, 7/2[, sinf < 6 < tand
(I'angle 6 étant mesuré en radians),
on obtient g /
V0 €]0,7/2[, cosf < SI% <1
ind
duquel on déduit lim MYy > Y
00t 6 : c(@\|>
Par parité, on en tire lim s _ 1. g v S
6—0 @ > >
. 1—cosf 2sin’(30) 1 (sin(30) 1
o Puis 02 = 02 =5 %9 m 5

v
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5. Dérivation/Intégration

Proposition (Dérivation)

cos'(f)=—sin(f)  sin’(6)=cos(d) tan’(h)= ﬁw) =tan?(0)+1

v

En effet : soit f(0) =sinf et 6y € R.
o 1" méthode (a I'aide du formulaire 3).

Calculons le nombre dérivé '(fo) = lim W :
—b0 — Up

f(0) — f(6b) sinf —sinfy OS<9+90> sin(%)

0 — 6y 0 — 6y 2 0 — 6y
. . (0—0g
N sin( =2
A I'aide de lim e _ 1, on obtient 2M — 1, puis :
e—=0 & — Oy -6

f(6) — (%)

1 N 1 . 7 .
0= 0, 9_)—92 cos By d'ou I'on tire f/(0y) = cos bp.
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5. Dérivation/Intégration

Proposition (Dérivation)

cos'(f)=—sin(f)  sin’(6)=cos(d) tan’(h)= =tan?(0)+1

v

o
cos?(0)

En effet : soit f(0) =sinf et 6y € R.
@ 2¢ méthode (a I'aide du formulaire 1).
Calculons le nombre dérivé f'(6y) = lim
=

f(0o +¢) — f(6o)  sin(fo+ ) —sinby

f(6o +¢) — f(6o) :

€ €
cose — 1 sine
=sinfy (—> + cos < )
3 €
S cose — 1
A I'aide de I|m —6 =1 et lim osem 0, on obtient :
—0 £ e—0 £

f(fo + 52 — f(%) — cos 0o d'ou I'on tire f'(6y) = cos b,.

Trigonométrie Aimé Lachal



5. Dérivation/Intégration

= le—

ZI N 3 N, z .

o 0 S E b
A | SN
cos 0 d(cos )

de/
0 cost = d(sin9) avec ¥ = 6, 01 ~ df
: 4 ® 5’(9
@) SRR 1 :

d(cos ¢) Formellement : sin’(0) = d(sdlg ‘) =cos

Triangles séparés

En fait : 9 =0 + % et 69 = 2sin(L¥)...

v
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5. Dérivation/Intégration

Proposition (Dérivation)

Soit a, b deux réels. On a
<cos(39+ b)) = —asin(af+b) (sin(a@+ b)) = acos(af+ b)

@ Soit f la fonction définie pour tout x € R par f(x):sin(3x + %)

Sa dérivée est donnée par f'(x) = 3cos<3x + %)

Q Soit g la fonction définie pour tout x € R par g(x) = [cos(mx)]*.

Décomposons g(x)=u(v(x)) avec v(x)=cos(nx) et u(y)=y*.
On a g,(X) — UI(V(X)) X V/(X) avec V/(X) =TT Sin(ﬂ'X) et ul(y) :4y3
Formellement : g = uov et g = (v ov)x V.

La dérivée de g est donnée par g’(x)= —4n[cos(mx)]®sin(mx).
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5. Dérivation/Intégration

Proposition (Intégration)

Les primitives de cos et sin sont données par

/cos@d@ = sin @ + Constante

/sin 0 df = — cos § + Constante
Plus généralement, pour tous réels a, b :

1
/cos(a9 + b)df = B sin(a® + b) + Constante

1
/sin(a9 + b)df = - cos(a® + b) + Constante

Si F est une primitive de f : / i f(x)dx = [F(x)]2 = F(b) — F(a).

v
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5. Dérivation/Intégration

37/5

QL= /:W/S cos(5t) dt = E sin(5t)] =0

/5 /5

/3 1
Q h :/ cost sintdt —/ —sin(2t)dt = [_l_l cos(2t)}
0

w/12 /12
(%) /3:/ sinztdt:/ 5[1—cos(2t)] dt

™

1 1 /12 137 1
= |zt — =sin(2t =— — =
{2 7l )Lr 24 8

[cos(t) — cos(5t)] dt
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