
TD D – Dérivation

Cours

1 Dérivabilité en un point a

1.1 Définition

Dans cette fiche, I désigne un intervalle qui ne contient pas qu’un seul point.

Définition 1 Soit f une application définie sur I et soit a ∈ I.
On définit alors le taux d’accroissement de f en a par :

ϕa :

 I\{a} −→ R

x 7−→ f(x)− f(a)
x− a

On dit que f est dérivable en a lorsque ϕa admet une limite finie en a.
Dans ce cas, cette limite est notée f ′(a) (ou df

dx
(a)) et est appelée nombre dérivé

de f en a ou dérivée de f en a.
On dit que f est dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout point a de I.

Remarque. — En posant x = a+ h, on obtient : f est dérivable en a si et seulement
si f(a+ h)− f(a)

h
admet une limite finie lorsque h tend vers 0.

Exemple 1 Soit f définie, pour tout x ∈ R, par f(x) = x2. Soit a ∈ R. Alors :

pour tout x ∈ R\{a}, on a ϕa(x) = f(x)− f(a)
x− a

= x2 − a2

x− a
= x+ a −−−→

x→a
2a.

Donc f est dérivable en a et f ′(a) = 2a.

Interprétation graphique

Soit Cf la courbe représentative de f , M0 le point (a, f(a)) de Cf et M le point
(x, f(x)) de Cf .
Alors le taux d’accroissement ϕa(x) est égal au coefficient directeur de la droite

(M0M).
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1. Si f est dérivable en a, alors Cf admet pour tangente en M0 la droite T d’équa-
tion :

y = f(a) + f ′(a)(x− a) .

Autrement dit, f ′(a) est le coefficient directeur de la tangente T .
2. Si lim

x→a
ϕa(x) = +∞ ou −∞, alors Cf admet pour tangente en M0 la droite

verticale d’équation x = a.
3. Si ϕa n’admet pas de limite en a, alors Cf n’admet aucune tangente en M0.

Exercice 1 Étudier la dérivabilité en a des fonctions suivantes à l’aide du taux d’ac-
croissement et donner la valeur de f ′(a) s’il existe :

1. f(x) =
√
x en a ∈ R+.

2. f(x) =

x sin
(

1
x

)
si x 6= 0

0 si x = 0
en a = 0.

3. Pour n ∈ N∗, f(x) = xn en a ∈ R.

(Indication : utiliser f(a+ h)− f(a)
h

.)

4. f(x) =


cos(x− 2)− 1

sh(3x− 6) si x 6= 2

0 si x = 2
en a = 2.



1.2 Dérivabilité à gauche et à droite en a

Définition 2 On dit que f est dérivable à droite (resp. à gauche) en a lorsque ϕa
admet une limite finie à droite (resp. à gauche) en a.
Dans ce cas, cette limite est appelée la dérivée à droite (resp. à gauche) en a et

on la note f ′d(a) (resp. f ′g(a)).

Propriété 1 Lorsque a n’est pas une borne de I, la fonction f est dérivable en a
si et seulement si elle est dérivable à gauche et à droite en a et si f ′g(a) = f ′d(a).

Exemple 2 Pour tout x ∈ R, soit f(x) = |x|. Alors f(x) = x si x > 0 et f(x) = −x si
x < 0.

On a ϕ0(x) =
{

1 si x > 0
−1 si < 0

. Donc f est dérivable à droite et à gauche en 0, f ′g(0) = 1

et f ′d(0) = −1. Ainsi f n’est pas dérivable en 0.

Interprétation graphique
Lorsque f est dérivable à droite (resp. à gauche) en a, sa courbe Cf admet alors une

demi-tangente de coefficient directeur f ′d(a) à droite (resp. à gauche) en M0.

Lorsque f est dérivable à gauche et à droite en a et f ′d(a) 6= f ′g(a), on dit que sa
courbe Cf admet un point anguleux en a.
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Exercice 2 Étudier la dérivabilité à gauche et à droite en a des fonctions suivantes et
interpréter les résultats graphiquement.

1. f(x) =
√

1− cos(x) en a = 0.

2. f(x) =
∣∣(x− 5)3∣∣ en a = 5.

3. f(x) =
∣∣x2 − 5x+ 6

∣∣ en a = 2.

4. f(x) =


ln(1 + x3)

e5x−1 si x ∈ ]− 1, 0[

0 si x = 0
sin(x)√
x+ x3 si x > 0

en a = 0.

1.3 Lien avec la continuité

Propriété 2 Si f est dérivable en a, alors elle est continue en a.

Exercice 3 (Démonstration de la propriété 2)
1. Pour x ∈ I\{a}, exprimer f(x) à l’aide du taux d’accroissement ϕa(x).
2. En déduire la limite de f en a et conclure.

Attention, la réciproque est fausse ! Par exemple, la fonction x 7−→ |x| est continue
en 0, mais elle n’est pas dérivable en 0.

Cette propriété n’est généralement pas utile lorsqu’on veut montrer qu’une fonc-
tion est continue en un point. En revanche, la contraposée peut servir pour justifier
qu’une fonction n’est pas dérivable.

Exemple 3 Pour tout n ∈ N, la fonction partie entière E n’est pas continue en n, donc
elle n’est pas dérivable en n.

1.4 Lien avec les équivalents

Propriété 3

1. Soit λ 6= 0 . Alors : f(x) − f(a) ∼
x→a

λ(x − a) ⇐⇒ f est dérivable en a et
f ′(a) = λ.

2. f(x)− f(a) =
x→a

o(x− a) ⇐⇒ f est dérivable en a et f ′(a) = 0.

Remarque. — On peut en déduire le résultat suivant, qui sera revu dans un chapitre
ultérieur :
f(x) =

x→a
f(a)+µ(x−a)+o(x−a) avec µ ∈ R ⇐⇒ f est dérivable en a et f ′(a) = µ.

Ainsi, lorsque f est dérivable en a, on a f(x) =
x→a

f(a) + f ′(a)(x− a) + o(x− a).
Cette relation s’appelle développement limité d’ordre 1 de f en a.

Exercice 4 Soit k ∈ R et soit f telle que ∀x > 0, f(x) = (ch(x)− 1)k

ex−1 .

1. Donner un équivalent de f en 0 de la forme axb avec a et b dans R.
2. Pour quelles valeurs de k la fonction f est-elle prolongeable par continuité en 0 ?

On note alors g son prolongement.

3. Supposons k 6= 1
2. Pour quelles valeurs de k ce prolongement g est-il dérivable en 0 ?

Donner la valeur de g′(0), s’il existe.



2 Dérivation et opérations

Théorème 1 Soit a ∈ I et soit f et g deux fonctions définies sur I et dérivables en a.
1. Linéarité :

• f + g est dérivable en a et (f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a).
• pour tout λ ∈ R, λf est dérivable en a et (λf)′(a) = λf ′(a).

2. fg est dérivable en a et (fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a).

3. si g(a) 6= 0, alors f
g

est dérivable en a, et
(
f

g

)′
(a) = f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)(

g(a)
)2 .

Exercice 5 (Démonstration du 2. du théorème 1)
À l’aide du taux d’accroissement de fg en a, démontrer le 2. ci-dessus. (Indication :

ajouter et soustraire f(x)g(a) au numérateur.)

Propriété 4 (Dérivation d’une composée)
Soit I et J deux intervalles, f : I → R et g : J → R avec f(I) ⊂ J . Soit a ∈ I.
Si f est dérivable en a et g est dérivable en f(a), alors g ◦f est dérivable en a

et :
(g ◦ f)′(a) = g′

(
f(a)

)
× f ′(a) .

Exemple 4 Soit h l’application définie, pour tout x ∈ R, par h(x) = |(x − 5)3|. Sur
R\{5}, la fonction x 7−→ (x − 5)3 est dérivable et à valeurs dans R∗, et la fonction
x 7−→ |x| est dérivable sur R∗, donc on peut en déduire que sur R\{5}, f est dérivable.

La propriété 4 ne nous permet pas de savoir si h est dérivable en 5. Mais l’im-
possibilité de l’utiliser ne signifie nullement que la fonction n’est pas dérivable en 5 ! On
peut par exemple étudier le taux d’accroissement de h en 0 (voir exercice 2) et on trouve
ici que h est dérivable en 5.

Exercice 6 Soit f l’application définie sur R par f(x) = x2 sin
(

1
x

)
si x 6= 0 et

f(0) = 0.

1. Justifier que f est dérivable sur R∗ et calculer f ′(x) pour x ∈ R∗.

2. Montrer que f est dérivable en 0 et donner f ′(0). La fonction f ′ est-elle continue
en 0 ?

Exercice 7 Déterminer l’expression de f ′(x) pour f définie par :

1. ∀x ∈ R, f(x) = exp
(
3 ch(2x)

)
2. ∀x ∈ R, f(x) = cos

(
2x2 − 1
x2 + 1

)
3. ∀x ∈ ]0, π[, f(x) =

√
sin(x)

4. ∀x ∈ ]0,+∞[, f(x) = sin
(√
x
)

5. ∀x ∈ R∗, f(x) = x3 sh
(

1
x2

)
6. ∀x ∈ ]1,+∞[, f(x) = ln

(√
x+ 1
x− 1

)

Réponses de l’exercice 7 :

1.f′(x)=6sh(2x)exp(3ch(2x))
2.f′(x)=−6x

(x2+1)2sin(2x2−1
x2+1

)
3.f′(x)=cos(x)

2√sin(x)

4.f′(x)=1
2
√
x

cos(√x)
5.f′(x)=3x2sh(1

x2)−2ch(1
x2)

6.f′(x)=1
1−x2

TD
Exercice 8 Soit f(x) =

√
x3 − x4.

1. Déterminer l’ensemble de définition D de f .
2. Sur quel sous-ensemble D0 de D peut-on dire que f est dérivable par opérations

sur des fonctions dérivables ? Pour x ∈ D0, calculer f ′(x).
3. Déterminer en quel(s) point(s) de D\D0 f est dérivable.
4. Étudier la continuité de f ′ sur son ensemble de définition.

Exercice 9 Soit f l’application définie sur R∗ par : f(x) = x2 th
(

1
x

)
.

1. Quelle est la parité de f ?
2. Déterminer un équivalent simple de f en +∞ et en déduire ses limites en +∞ puis
−∞.

3. Justifier rapidement que f est dérivable sur R∗ et calculer f ′(x) pour x ∈ R∗.
4. (a) Déterminer des équivalents simples de f en 0+ et 0−.

(b) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note toujours f la
fonction ainsi prolongée.

(c) Montrer que f est dérivable en 0 et donner la valeur de f ′(0).
(d) Montrer que f ′ est continue sur R.



Exercice 10 On considère les fonctions fλ : x 7−→ x− λ
x2 + 1 où λ ∈ R. On note Cλ la

courbe représentative de fλ dans un repère orthonormé.
Montrer que les tangentes aux courbes Cλ en x = 0 sont parallèles et que les tangentes

en x = 1 sont concourantes en un même point.

Exercice 11 (Calcul de valeurs approchées comme en OMNI)
Soit f : ]0,+∞[−→ R définie par : ∀x > 0, f(x) = ln(x).
1. (a) Donner l’équation de la tangente ∆ à la courbe de f en x = 1.

(b) En déduire une valeur approchée de ln(1, 02) et une valeur approchée de
ln(0, 97).
Ces valeurs approchées sont-elles par excès, ou par défaut ?

2. En équations de tangentes, déterminer une valeur approchée de e−0,03, puis de√
9, 3, et préciser si ces valeurs approchées sont par excès ou par défaut.

Réponses de l’exercice 11 :

1.(a)y=x−1
(b)ln(1,02)'0,02etln(0,97)'−0,03.Cesontdesvaleursapprochéesparexcèscar

∆estau-dessusdeCf.
2.Latangenteàlacourbedex7−→e

x
enx=0apouréquationy=1+x,donce

−0,03
'0,97

(valeurapprochéepardéfaut).Latangenteàlacourbedex7−→
√
xenx=9apour

équationy=1
6(x−9)+3,donc√9,3'3,05(valeurapprochéeparexcès).

En complément...
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3 ANNEXE : Dérivées des fonctions usuelles

Fonction dérivable sur Dérivée

xn (n ∈ N∗) R nxn−1

xn (n ∈ Z, n < 0) R∗ nxn−1

xn (n ∈ R, n non entier) ]0,+∞[ nxn−1

ex R ex

ln(x) ]0,+∞[ 1
x

√
x ]0,+∞[ 1

2
√
x

cos(x) R − sin(x)
sin(x) R cos(x)
tan(x) R\

{
π

2 + kπ, k ∈ Z
} 1

cos2(x) = 1 + tan2(x)

ch(x) R sh(x)
sh(x) R ch(x)
th(x) R 1

ch2(x)
= 1− th2(x)

arccos(x) ]−1; 1[ − 1√
1− x2

arcsin(x) ]−1; 1[ 1√
1− x2

arctan(x) R 1
1 + x2

ax (a > 0) R ln(a)× ax
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