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Applications linéaires'
Exercice 1

Les applications suivantes sont-elles linéaires 7

L f:R—R, (2,y) — |z +|yl;

2. g:R® — R, (2,9,2) — 3z — dyz + y2?%;

3. h iR} — R?, (1,y,2) — Qo +y—2,0+2y—1);
4. m:R> — R2, (z,y,2) — max(z,y, 2);
5
6
7

. t est la translation de R?® de vecteur (1,2,3);
. 7 est la rotation de R? d’angle 7/2;

. 1 est la transformation de R? qui passe I’échelle des abscisses en échelle logarith-
mique.

Exercice 2 On fixe a,b,c € R et (zg,¥0,20) € R3. Soit f : R® — Ret g: R — R
les applications définies par V(x,y,2) € R?, f((x,y, z)) =ax + by + cz et g((m,y, z)) =
ax® + by? + c22.

Déterminer les différentielles de f et g au point (xq, Yo, 20)-

Exercice 3 Pour chacune des applications linéaires suivantes,
f:R? —R?%  (2,y) — (32 + 6y, z + 2y)
R —=R3 (2,4,2)— (y+z,2+2,2+y)
R —R?%  (2,9,2) — (22 + 3y, 5z — 22)
1. déterminer Ker(f) et Im(f) (en donner des bases);

2. f est-elle injective, surjective 7 Quel est son rang?
3. si f est bijective, déterminer sa réciproque.

Exercice 4 Dans R? de base B = (€}; €; €3), I'endomorphisme f est défini par
fler)=e1+é—é; f(€2) = €1 + 3ey — 2€3 f(e3) = e1 — 5 + 2¢3
1. Déterminer le rang de f et donner une base de Im(f).
2. Soit ¥ = zé} + yés + z€3. Déterminer les coordonnées de f(7) dans la base B.
3. Déterminer une base du noyau de f.

Exercice 5
1. Justifier qu’il existe une unique application linéaire f de R3 dans R? telle que :
f((1,0,0)) = (0,1) f((1,1,0)) = (2,0) f((1,1,1)) = (1,1)
2. Déterminer f((z,y,z)) pour tout (z,y,z) € R3.
3. Déterminer 'image et le noyau de f.

Exercice 6 Soit f I’application linéaire définie par
f((z1,m2,23)) = (z1 + x3, —21 + T2, T2 + 23, 71 + T2 + 223)
1. Déterminer Im(f).
2. En déduire la dimension de Ker(f), puis déterminer Ker(f).

3. Soit G le sous-espace vectoriel de R* défini par G = {(a, 8, a+ 3, 2a+3), a, B € R}.
Est-ce que G = Im(f) ? Justifier.

Exercice 7 Soit a € R. On considére I'application f : R? —s R? définie, pour tout
(z,y) € R? par f((z,y)) = (x —y,az +y).

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. On suppose a # —1. Déterminer les noyaux et images de f. Que peut-on en déduire ?

3. On suppose que a = —1. Déterminer les noyaux et images de f. Que peut-on en
déduire ? Calculer f o f dans ce cas, puis exprimer le résultat en fonction de f.

Exercice 8
Soit E un sous-espace vectoriel de R™ de base (@, ¥), et m un réel. On définit Pendo-
morphisme f de E par :

fla) =mia+ (m+2)0
f@)=(m-2)d+ (m-1)v
1. Pour quelles valeurs de m I’endomorphisme f est-il un isomorphisme ?

2. Déterminer Ker(f) et Im(f) en fonction des valeurs de m.

Exercice 9 Soit f 'endomorphisme de R? qui envoie le vecteur bleu @ de gauche sur
le vecteur bleu f(d) de droite, et le vecteur rouge b de gauche sur le vecteur rouge f(b)
de droite.

1. Dessiner sur le graphique de droite I'image par f du vecteur noir ¥, notée f(¥) (on
ne fera aucun calcul).

2. Déterminer si f est bijective (on attend une justification en une phrase).

3. Déterminer a ’aide du graphique de droite 'image et le noyau de f.
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Exercice 10 L’endomorphisme f, a pour matrice M, = [1 a 1], a € R dans la
1 1 a

base canonique de R3. Déterminer Im(f,) et Ker(f,) en fonction de a.



Exercice 11 Soit f € L(R™), n > 2 et A € R. On définit Fy = {a € R" : f(&) = \u}.
1. Montrer que E) est un sous-espace vectoriel de R™. Que peut-on dire de Ey?
Si Ey # {GE}, on dit que A est une valeur propre de ’endomorphisme f et que E)
est le sous-espace propre associé a .
2. Montrer que si A et u sont deux réels distincts, alors By N E,, = {GRn }
3. Exemple : on condidére I'endomorphisme f de R? défini par V(z,y) € R?
f((z,y) = (z + 2y, —z + 4y).

(a) A laide de systémes linéaires, déterminer I'ensemble Ey pour tout réel A € R
(on distinguera trois cas).

(b) Montrer que E_o & E_3 = R?.

(c) Déterminer la matrice de f dans la base canonique, puis dans une base adaptée
aE_o@FE_3.

Exercice 12 Soit f: R? — R?, f((z,y)) = (z — 2y, —2x + y).
1. Montrer que I'’endomorphisme f vérifie une relation du type f o f + af = Sidge,
avec a, § € R.

2. Montrer que f est un isomorphisme et exprimer f~! & I’aide de f et idge.

Exercice 13 Soit f € £(R?) non nul tel que : Vi € R3, (f o f)(@) = Ogs.
1. Montrer que Im(f) C Ker(f).
2. Montrer que rang(f) ¢ {0, 3}.
3. En déduire le rang de f et la dimension de Ker(f).

Exercice 14 Soit f un endomorphisme de R™, n > 2.
1. Montrer que Ker(f) C Ker(f o f) et que Im(f o f) C Im(Jf).

2. Montrer que si Ker(f) = Ker(f o f), alors Ker(f) NIm(f) = {Og» }.
Qu’en déduit-on dans ce cas pour Ker(f) et Im(f)?

Exercice 15 Soit E = R* et f : E — E une application linéaire telle que Im(f) =

Ker(f).
1. Donner les dimensions de Ker(f) et de Im(f).

2. Montrer que pour tout vecteur & € E, on a (f o f)(¥) = 0g.

3. Soit (77, 72) une base de Ker(f) et soit (i3, 4) € E? des vecteurs tels que f(i3) = ¥
et f(iy4) = ¥5. Montrer que B = (U1, Ua, i3, U4) est une base de E.

4. Donner la matrice de f par rapport a la base B.

Exercice 16 Déterminer I'expression analytique de la projection sur Vect((l, 1)) pa-
rallelement a Vect((1,—1)).

Exercice 17 On consideére I'application p : R? — R?, (x,y) — (%x - iy, —x+ %y)
Montrer que p est une projection. Déterminer une base de Ker(p) et une base de Im(p).

Exercice 18 Soit @ = (1,—2), G = Vect(@) et F = {(z,y) € R? : z — 2y = 0}
1. Montrer que G est un supplémentaire de F dans R?.
2. Soit ¥ = (z,y). Déterminer la projection p(¥) de ¥ sur F' parallelement a G.
3. Mémes questions dans R? avec @ = (0,1,0) et F = {(z,y,2) € R® : 2 +y + 2 = 0}.

Exercice 19 Soit p 'endomorphisme de R? défini par

1 1 1 1)

p((l’,y,Z)) = (.’L’,x—‘r §y_ 52’,1‘— §y+ iz

Montrer que p est une projection vectorielle. Déterminer les éléments géométriques de p.

Exercice 20 L’espace R? est muni de sa base canonique B = (€1; & ). Soit

r=Ga) o) ()

1. Déterminer I'expression analytique des applications linéaires f,g,h associées aux
matrices F, G, H dans B.

2. Déterminer les matrices et ’expression analytique de f,g,h dans la base C =
(€2;€1).

3. Déterminer les matrices et I'expression analytique de f,g,h dans la base D =

(51; €1 + 52).

(a) Soit k un endomorphisme de £(R?) qui commute avec f, g et h. Montrer que

k est une homothétie.

L

(b) Soit k une homothétie de £(R?) de rapport a € R. Montrer que k commute
avec tout endomorphisme ¢ de £(R?).

(¢) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme
de L£(R?) commute avec tout autre endomorphisme de £(R?).

R* — R .
(a,b,¢,d) — [ (at® + bt + ct + d) dt

1. Montrer que u est une forme linéaire non nulle.

Exercice 21 On considere 'application u :

2. En déduire la dimension de Ker(u), puis déterminer une base de Ker(u).

Exercice 22 Dans Ry[X] considéré comme un espace vectoriel réel de dimension 3, on
définit I’application f :
fiR[X] — R3, P+ (P(1),P(2),P(4))
1. Montrer que f est injective.
2. Montrer que f est un isomorphisme.

3. Interpréter la proposition :

« Dans un repére orthonormé, par trois points d’abscisses distinctes,
il passe toujours une parabole d’axe vertical ».



