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Dérivation I
Exercice 1 Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

f(z) = arctan(e®), g(x) = arctan(sh(x)), h(z) = arctan (th(g))
Que peut-on en déduire ?

Exercice 2 On considére la famille de fonctions (fx), ., définie par
T+ A
VreR T)=—"7.
) f)x( ) 72 1
Montrer que les tangentes des courbes représentatives des fy au point d’abscisse 0 sont
paralleles et que celles au point d’abscisse 1 sont concourantes.
Remarque. — Le deuxieme résultat subsiste pour tout point d’abscisse non nulle.

Exercice 3 On considére les fonctions f et g définies sur ]0, +oo[ par

) = (x—i-;)ln(l—i—i) Y g(m):f(x)—lg(i—xil>,

n!

nn+1/267n :

ainsi que la suite (up,)nen+ donnée par w, = ln(

1. (a) Calculer f'(x) et f”(x) pour tout x €10, +oo[ ainsi que les limites lirf f(z)
T—>+00
et lim f'(z).

r—+o0
(b) Donner le signe de f”. En déduire celui de f’ puis celui de f sur |0, 4o0].
2. Mener une étude analogue avec la fonction g.

3. Exprimer u, 1 — u, en fonction de f et de n. En déduire le sens de variation de la
suite (U )nen--

4. (a) A Paide du signe de g, montrer que pour tout k € N\{0,1} :

(k) > (k—i—;)ln(k)— (k—;>1n<k_1)_1_112(kll_i>.

(b) En sommant cette inégalité pour k variant de 2 & n, en déduire

In(n!) > <n+;>ln(n)—n+1—112(1—:b>7

puis que la suite (uy,)pen+ €st minorée.
5. Conclure.

On obtient la célebre formule de Stirling : n! ~ An"t1/2e=" (on la notation f ~ g
n——+0oo

signifie que lim f/g = 1). On verra plus tard que la constante \ est égale & /2.

Exercice 4 Soit a € R, xg €10, 400[ et f :]0, +00[— R définie par

f(ac):{aﬁ si0 <z < xo,

22 +12 siz > xp.

Déterminer a et 2o pour que f soit dérivable sur |0, +o0o[. Est-elle alors de classe C! ?

1
Exercice 5 On consideére la fonction f définie par : f(z) = arccos (21>
e+

1. Montrer que f est définie sur R.
2. Calculer f'(z) pour tout € R*. La fonction f est-elle dérivable en 07

3. Donner une expression plus simple de f(x).

Exercice 6 (Fonction « argument sinus hyperbolique »)

1. Montrer que la fonction sh : R — R est bijective. On note sa réciproque argsh
(« argument sinus hyperbolique »). Donner une écriture explicite de argsh(x) et
calculer argsh’(x) pour tout = € R.

argsh x)

2. On considére la fonction f définie par f(z) = arcsin( 3
n

(a) Déterminer ensemble de définition Dy de f.
(b) Calculer f’(z) pour  convenable. Préciser 'ensemble de définition de f.

(c) Montrer que f induit une bijection de Dy sur un intervalle que I'on précisera.
Expliciter alors la bijection réciproque f~! et calculer sa dérivée.

Exercice 7 On considére les fonctions f, g et h définies pour = # 0 selon

fla) = sin(i) , glr) == Sin(D BUOEES Si”(i)

et pour x =0, f(0) = g(0) = h(0) = 0. Pour chacune des fonctions f, g et h,

1. déterminer ’ensemble des points ou la fonction est continue; dérivable; de classe
Cl .
2. étudier la nature de la branche infinie de la courbe représentative lorsqu’il y en a

une et préciser la position relative de la courbe par rapport a cette branche infinie.
sin(u) —

Pour h, on calculera la limite lim u. On pourra utiliser la regle de I'Hopital

u—0 u?
ou 'inégalité des accroissements finis relative a 'application u +— sin(u) — w.

Exercice 8 Soit f: R — R une fonction dérivable. On définit la fonction g : R — R
par
— f(0
@10 .,

1'(0) sixz=0.
1. Montrer que g est continue sur R.
2. Justifier le fait que g est dérivable sur R* et calculer ¢'(z) pour tout = € R*.

3. Montrer & l'aide du théoréme des accroissements finis que si f’ est croissante sur
R, alors g 'est également.

4. Montrer a ’aide de la regle de I’'Hopital que
(a) si f est deux fois dérivable en 0, alors g est dérivable en 0. Calculer alors ¢'(0) ;

(b) si f est de classe C? en 0, alors g est de classe C! en 0.



n
1
Exercice 9 Soit a > 1. On pose, pour tout n € N*, u,, = Z T
k=1

1. On suppose a > 1. Prouver a I'aide du théoréeme des accroissements finis I'inégalité

1 1 1
a—1|[(z—1)2"1 ga-
majorée, puis convergente.

1
Ve > 1, — < 1} En déduire que la suite (uy)nen- est
x

2. On suppose a = 1. Prouver a ’aide du théoréme des accroissements finis I’encadre-

1
ment Vo > 1, In(z +1) —Inz < — <Inz — In(z — 1). En déduire un encadrement

de u,, lorsque n — 400 a l'aide de la fonction In. Déterminer alors lim wu,, ainsi
Up, n—-+o0o

li .
e e In(n)

Exercice 10 (Formule des trapézes)
Soit f une application de classe C? sur [a,b] et g I'application affine telle que f(a) =

b b
g(a) et f(b) = g(b). On pose I = [ f(t)dt, J = [ g(t)dt et M = sup e,y |f" ().
1. Déterminer l’expression de g(z) puis calculer 'intégrale J. Interpréter géométrique-
ment le résultat obtenu.

2. On souhaite majorer I’écart entre let J. Pour cela, on introduit 'application ¢
définie sur [a, b] par

x
o) = [ fOdt~ 5 (@) [f(e) + f(@) - Ko - a)
ot K est la constante iléterminée par la condition ¢(b) = 0.
(a) Calculer ¢’ et ¢”.
(b) Par utilisations répétées du théoreme de Rolle, prouver 'existence d'un réel
c €la,b] tel que K = —75 f(c).
(¢) En déduire que I — J = —3 (b—a)?f”(c) puis que |I — J| < M %.

3. On introduit une subdivision o < z; < -+ < z, de intervalle [a,b] en posant
zp=a+k b’Ta pour 0 < k < n. Vérifier que 'on a

b —a
=2t @) 21 ) o+ 20 ) + 0]+

(b—a)®
12n2
4. Application numérique : & partir de quelle valeur de n peut-on obtenir une ap-
boadt
o t+1
inférieure & 10767

avec |e,| < M

proximation de = In(2) a l'aide de la formule précédente avec une erreur

Exercice 11
1. Calculer les dérivées successives de la fonction sinus jusqu’a l'ordre 7.
2. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange relative & la fonction sinus sur l'intervalle
[0, 1].

3. Obtenir une valeur approchée de sin(1) & 1072 pres.

Exercice 12 On consideére la fonction f définie par f(z) = In(1 + z).
1. Calculer les dérivées successives de f jusqu’a 'ordre 5.
2. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange relative & f sur lintervalle [0, 2] pour = > 0.
3. Prouver I'encadrement xf% x2+% l’Sfi 2t <In(l+z) < xf% x2+% $3,% x4+% x5
valable pour tout = > 0.

4. Pour quelles valeurs de x la quantité x — %xz + %azg — %x‘l définit-elle une valeur
approchée de In(1 + ) & 107° pres?

Pour les insatiables...

Exercice 13 (Théoréme de Rolle généralisé)

Soit f : [a, +00[— R une application continue sur [a, +o00[, dérivable sur ]a, +o00[ telle
que lim, 1 f(xz) = f(a). Montrer qu’il existe un réel ¢ € ]a, +o00[ tel que f'(¢) = 0.
On pourra appliquer le théoréme de Rolle a l'application g : [0,1] — R définie par

9(0) = f(a) et pour z €]0,1], g(z) = f(% +a-— 1).

Exercice 14 Soit f la fonction définie par f(z) = arccos(4z® — 3z).

1. Montrer que les polyndmes 42> — 3z — 1 et 4% — 3z + 1 admettent une racine réelle
double. Les factoriser puis étudier leur signe sur R.

Déterminer I’ensemble de définition D de la fonction f.
La fonction f est-elle continue sur Dy ?
Calculer f’(z) pour x convenable.

Préciser I'ensemble de définition Dy de la fonction dérivée f’.

AN R

En remarquant que f’ s’exprime a laide de la dérivée de la fonction arccosinus,
exprimer f(z) en fonction de arccosz sur Dy.

7. Tracer le graphe de f.

Exercice 15 Soit a, b, ¢ trois nombres réels et soit f I'application définie sur R par

flz) = {cos(gc)

ar’+br+c siz>0.

six <0,

Pour quelle(s) valeurs de a, b et ¢ I'application f est-elle : continue sur R? dérivable
sur R ? dérivable 2 fois sur R 7 dérivable 3 fois sur R ? dérivable 4 fois sur R ?

Exercice 16 (Formule de Leibniz)

Soit n € N et f, g deux fonctions n fois dérivables en un réel xy. Montrer par récurrence
que la dérivée n® de fg en xg est donnée par la formule de Leibniz (Gottfried Wilhelm
Leibniz, 1646-1716) :

n

(79" aw) = 3= (1) 79 0) g~ o)

k=0

Exemple. — Calculer la dérivée n® de la fonction f définie sur R par f(z) = (z — 1)3e®.



Exercice 17 (Théoréme des accroissements finis généralisés)
Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b[. On suppose que,
pour tout z €]a,b|, ¢'(z) # 0.

1. Montrer que g(a) # g(b).

)~ f(a) _ ['(©)

g(b) —g(a)  g'(c)
fonction h définie par h(z) = [g(b) — g(a)][f (x) — f(a)] = [f(b) — f(a)]lg(z) — g(a)].)

Remarque. — La regle de L’Hopital découle du théoreme des accroissements finis géné-

ralisés.

2. Montrer qu'’il existe ¢ €a, b] tel que

. (On pourra introduire la

Exercice 18 (Théoréme de Darboux)
Soit f une fonction dérivable sur [a,b]. On introduit les fonctions g et h suivantes :

g(x) = w si x €la,b] ot h(z) = % siare[a,b[’
I sa=a 7'0) sio=b

1. Justifier que g et h sont continues sur [a, b]. Comparer g(b) et h(a).

2. Soit y un nombre réel compris entre f'(a) et f'(b). Montrer qu'’il existe ¢ € [a,b]
tel que f'(¢) = y. (On pourra remarquer que y est compris soit entre f’(a) et
W7 soit entre W et f'(b), et 'on pourra utiliser le théoréme des valeurs
intermédiaires et le théoréme des accroissements finis.)

La fonction dérivée f vérifie donc le théoréme des valeurs intermédiaires (théoréme de
Darboux).

Exercice 19

1. Soit ¢ : I —]0,4o00[ une fonction deux fois dérivable sur un intervalle (ou une
réunion d’intervalles) I de R et 1) = /. Calculer ¢'(x) et ¢ (x) pour tout = € I.

2. On choisit pour ¢ une fonction polynome de degré 2 de la forme ¢(x) = 22 +2ax+b
(@, b étant des réels fixés) et pour I ensemble des réels z tels que ¢(z) > 0.

(a) Ecrire ¢/ (x) et ¢ (x) pour tout = € I. Etudier les signes de ' et 4" sur I (on
discutera selon le signe de a® — b).

(b) Déterminer les asymptotes de la courbe représentative de 1) en o0, puis pré-
ciser la position de la courbe par rapport a ses asymptotes.

(¢) Exemple. — Tracer sur un méme graphique les courbes relatives aux cas ou
a=2,b=5eta=2b=—5.

w

. Dresser le tableau de variations de f sur R.

e

(a) Déterminer une équation de la tangente & la courbe en z = 1/2.

(b) Déterminer I’abscisse du point de la courbe ol la tangente passe par I'origine
du repeére.

. Etudier la convexité de f sur R.

o o

(a) Montrer par récurrence que pour tout n € N*, il existe un polynéme P, de
degré 2n — 2 (que lon ne cherchera pas a calculer) tel que pour tout x € R*,

Pn(x) —1/22
fO (@) = e

(b) En déduire que f est de classe C* sur R.

Exercice 20 On considére la fonction f définie sur R* par f(z) = e~ 1/,
1. Calculer f'(z) et f’(x) pour tout x € R*.

2. (a) Montrer que f est prolongeable par continuité sur R; on notera encore f ce
prolongement.

(b) Montrer que f ainsi prolongée est de classe sur C? sur R.

Exercice 21 (Polyndmes de Legendre)

Pour chaque n € N, on définit la fonction polynéme P, selon P,(x) = Q) (z) pour
tout = € R ot Qp(7) = (22 — 1)™.

1. Quel est le degré de P, 7

2. Déterminer les racines de @, et préciser leur ordre de multiplicité.

3. Montrer a l'aide d’utilisations répétées du théoreme de Rolle que la fonction P,
admet n racines réelles distinctes.

Exercice 22 (Polyndémes d’Hermite)
Soit f : R — R lapplication définie par f(z) = e
1. Calculer la dérivée de f.

2. Soit n € N. Montrer par récurrence qu’il existe une fonction polynéme P, de degré
n tel que la dérivée n-ieme de f s’exprime selon la formule (™ (z) = P, (x)f(z)
pour tout x € R. Ecrire Py, P, et P3. Les P, sont appelés polynémes d’Hermite
(Charles Hermite, 1822-1901)

3. Calculer les limites de f(™) en —co et 4-o0.

4. En utilisant le théoréme de Rolle plusieurs fois, montrer que pour tout n € N*, f()
s’annule en exactement n points de R. Que peut-on en déduire pour les racines du
polynéme P, ?

5. En appliquant la formule de Leibniz a f’, prouver la relation de récurrence

Yn €N, Vo € R, Pyyo(x) 4+ 22 Pyyi(x) +2(n+ 1) Py(x) = 0.

6. En dérivant la relation f(™(z) = P,(x)f(x) et en utilisant la relation précédente,
montrer que I'on a 'égalité P}, (x)+2(n+1)P,(x) = 0, puis la suivante : P}/ ,(z)—
4(n+2)(n+ 1)P,(z) = 0.

7. Déduire des deux questions précédentes que P, satisfait a I’équation différentielle
(équation d’Hermite) :

Vz € R, P/(z) — 2z P (z) + 2n P,(z) = 0.



