INSA 1 cycle Algébre linéaire

Déterminants, systémes linéaires

Exercice 1 Soient a, b, ¢, d des nombres réels. Calculer les déterminants sui-
vants (on exprimera leur valeur sous une forme factorisée) :

1 1 1 a—b—c 2a 2a CCL Z 2 Z
b+c c+a a+bd]|; 2b b—c—a 2b ;
b a d c
bc ca ab 2¢c 2c c—a—>b
d ¢ b a
a —=b —c —d
. b a d —c ‘ . L.
Soit A = e —d a bl Calculer ‘A A puis en déduire det(A).
d c —b a
Exercice 2 Soient aq, as, ..., a,, a et b des nombres réels. Calculer les déter-
minants
a b b b
ay ap aq ... ay
a; ay G ... Qo b a . b
ap ay a3z ... as et
a; as a a b a b
1 G2 a3 ... Gp b b b
Exercice 3 (Déterminant de Vandermonde) Soient a1, ao, ..., a, des
nombres réels.
1. Calculer le déterminant
1 ay a} ... a7t
1 ay a3 ... ag_l
2 -1
Dp(a1,a2,...,a,) = 1 a3 a3 ... ay
1 a, a2 ... av!
Indication : si @; représente la ¢® colonne, alors det(iy,ds, ..., U4,) =
det(ty, W — Qnptly, ..., U; — Apli—1,- .., Un — Gpilp—1), ce qui fournit une
relation de récurrence pour la suite (D, (a1, a2, .. .,an))n>1.
Reésultat : Dy (a1, az,...,a,) = H (a; — a;).
1<i<j<n

2. Application 1.

(a) En développant D, (a1, as,...,ay,) considéré comme un polynome de
la variable a; par rapport a la j° ligne, calculer le (i, )¢ cofacteur de
ce déterminant. On utilisera les relations entre coefficients et racines
d’un polynome.

(b) On suppose les réels a1, as, ..., a, tous distincts. En déduire la
solution du systéme de Cramer

T + To + -0 + Ty, = Q@
azy+  agxz+ -+ apxT, = 0
atry + addvg+---+ dlxw, = 0

al™zy +ay Cra+ - +a 2%z, = 0
1 -1 n—1
al T +ay e+ +al e, = S

3. Application 2.
On désigne par E le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R. On
dit qu’un systéme infini S de vecteurs de E est libre si tout systéme fini
extrait de S est libre.
Pour tout a € R, on définit le vecteur e, de E par Vz € R, e,(x) = .
Montrer que le systéme infini de vecteurs {e,,a € R} est libre.

Exercice 4 Soit n € N\ {0,1} et {€1,€,...,&,} une base du R-espace vecto-
riel R™.

1. Etudier, en fonction du paramétre réel a et de la parité de I’entier n, le
rang du systéme de vecteurs {uy, s, ..., 4y} défini par

i1 = €1 +aé, et Vie {2,3,...,71}, i; = a€;_1 + €.

2. Déterminer, suivant les valeurs des réels by, bs, ..., b, et la parité de n,
le nombre de solutions du systéme linéaire

{$i+$i+1_bi, 1<z<n—1,

T+ x, = b,.

3. Application.
Dans le plan réel rapporté & un repére (O;Z,f), déterminer
(a) les triangles ayant pour milieux des cotés les trois points A(1,0),
B(0,0) et C(0,1);
(b) les quadrilatéres ayant pour milieux des cotés les quatre points A,
B, C et D(1,1). Plus généralement, de quel type doit, étre le quadri-
latére ABCD pour qu’il existe des quadrilatéres ayant ABCD pour
milieux des cotés 7



