INSA 1¢" cycle

Analyse

Primitives, intégrale de Riemann

Exercice 1 Pour chacune des fonctions f définies ci-dessous, déterminer une
primitive.
1. Fonctions élémentaires :
a) f()=(@*+1) e ™ b) f(x) =2*ln|z| c) f(z)=In(2? + 4z +5)
d) f(z) =cos®zsin*z e) f(x) =sinzsh z f) f(x) = (arcsinz)?

2. Fonctions rationnelles :

a) f(z) = ﬁ b) f(x) = %
c) f($>:(x+1)77—:17771 d) f(x):m

3. Fonctions rationnelles trigonométriques et hyperboliques :
a) f(x) = Smg% b) f(z) = m
9 f(a) ch (2z) _ch(g) -1

~ bcha +3shz+4 ) f(z) = sh (%)

4. Fonctions irrationnelles :

W) J) = Y b) fa) = 24/ 2

) &) =ov/2? + 32 ®ﬂ@=uuﬁinm
e) ﬂm)zm f) f(x):m avec a < b

Exercice 2 On considére la fonction f : R — R définie par

f(x) = / l arccos(V/t) dt + / arcsin(V/t ) dt.
0 0

1. Vérifier que la fonction f est bien définie sur R.

2. Exprimer f(x+7) et f(—x) en fonction de f(x). En déduire un intervalle
d’étude pour f.

3. Montrer que application f est continue, puis dérivable sur R.

4. Calculer f’'(z) pour tout z € [0, g}

5. En déduire une expression simple de f.

6. Retrouver directement le résultat précédent en intégrant par parties I'ex-

pression initiale de f(z).

Exercice 3 Soient a, b deux nombres réels tels que a < b et ¢ : R — R une
application continue. On considére la fonction f : R — R définie par

f(z) :/ o(z +t) costdt.

1. En effectuant le changement de variable y = x + t avec x fixé, montrer
que I'application f est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

2. On suppose maintenant que ¢ est de classe C'' sur R. Montrer & l’aide

d’une intégration par parties que f'(z) = / o' (z+1) costdt.
a

Exercice 4 On considére la fonction f :]0, +o0o[— R définie par

1 et
f@) = [ S

. Vérifier que la fonction f est décroissante sur |0, +o00].

N

. En effectuant le changement de variable y = = + ¢ avec x fixé, montrer
que application f est dérivable sur ]0,4o00] et calculer sa dérivée.

@

(a) Montrer linégalite Vo > 0, f(z) < 2. En déduire la valeur de la
limite ngoo f).

1 1 t\ !
(b) En écrivant —— = — (1 + 7> et en cherchant un développe-
t+x x T

ment limité de f(x) lorsque © — +o00, montrer plus précisément que

fa) ~ L

T—+00 x

1
4. (a) Justifier l'existence de l'intégrale /
0

t
1
C — ar

t

1
dt
b) Calculer I'intégrale —— puis montrer que
t+x
0
1
dt + In(z + 1).

1
f(x)Jrlnx:/o e+x

(c) Justifier lexistence d’une constante positive A telle que
et—1 e -1 A
- <
t t+x t+x

Vt €]0,1], Yx €10, 4+00[, 0 <

1t 1
et en déduire la limite lim € dt.

r—0+ 0 t+x

(d) Donner enfin la valeur de lim [f(z) + Inz] puis celle de lim f(z).
z—0t z—0t

Exercice 5 En utilisant des sommes de Riemann, déterminer la limite de cha-
cune des suites (uy,)nen+ définies ci-dessous :

n
|

n+k . k2 17(2n)!q1/n
R S S

k=1



