INSA 1¢" cycle

Analyse

Séries de fonctions

Exercice 1

1. Etudier la convergence simple sur R* de la série de fonctions (3 f,,) de

1
terme général donné pa; r) = .
rme génér nn prfn(+) P
o0
2. On introduit le reste R,, = Z fr.
k=n-+1

1
(a) Montrer que sup Ry,(z) > —.
z€]1,+00] 2

(b) La série de fonctions (D f,) est-elle uniformément convergente sur

[a, +o0o[ pour @ > 17 sur |1, +oo[?

Exercice 2 On considére la série de fonctions (3 f,) sur R de terme général
inx

donné par f(z)=—5,n > 1.
n
1. Montrer que la série (3 f,,) est normalement convergente sur R.
2. Montrer que la série des dérivées (3 f/) est uniformément convergente
sur U [2k7 + o, 2(k + 1)m — o], pour tout o €0, .
kEZ
3. Montrer que la série des dérivées secondes (3 f)/) est divergente. Cepen-
oo

dant la fonction somme Z fn est deux fois dérivable sur R\ 277Z.

n=1
Exercice 3 On pose f,(z) = ﬁ pour tout = € R.
1. Calculer Z fn(z) pour tout = € R. La série de fonctions (3 f,,) est-elle

n=0
uniformément convergente sur R?

2. On introduit le reste R, = Z fr-
k=n-+1
(a) Calculer R, (z) pour tout € R\ {0}.

(b) Montrer que la suite de fonctions (R, )nen converge uniformément
vers la fonction nulle sur | — 0o, —a] U [a, +00[ pour tout a > 0, et
donc que la série de fonctions (Y f,,) est uniformément convergente
sur ces mémes ensembles.

3. Soit g, = (=1)"f,. Montrer que la série de fonctions (> g,) est unifor-
mément convergente sur R.

Exercice 4
1. On considére la série de fonctions (3 f,,) sur R de terme général donné
‘,L.n+1
par fn (.T) = W
(a) Montrer que la série (> f)) est uniformément convergente sur [—a, a
pour tout a € [0, 2].

(b) Calculer Z f1.(z) pour tout x €] — 2,2].
n=0
(c) En déduire 'expression de Z fn(z) pour tout = €] — 2,2[. Donner
n=0 oo
1
la valeur numérique de la somme Z m

(d) Montrer que la série (3 fn) est unlformement convergente sur

( 1)7l

[—2,0]. Donner la valeur numérique de la somme Z

gt 1
2. On consideére la série de fonctions (3 g,,) sur R de terme général donné
cos[(n + 1)t]
par gn (1) = =, jan

(a) Déterminer le domaine D de convergence simple de la série de fonc-

tions (> gn). On pose S(¢ Zgn ) pour tout t € D.

(b) La série de fonctions (> gn) est—elle uniformément convergente sur
D7 La fonction S est-elle continue sur D ?

(c) A-t-on S'(t) Zgn ) pour tout t € D ?

Exercice 5 Le but de cet exercice est de prouver ’égalité

oo .1
g n "= / % dz.
n=1 0

1. Prouver la convergence de l'intégrale ainsi que celle de la série.

2. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange & €Y en posant y = —z Inx,
montrer l'inégalité

_r n+1
’/ Idl’*Z/ J:lnx da:’\ //7( (th_xl))' dz.
n !

k=0

3. On pose I, i —/ "(Inz)* de.
0

(a) Exprimer I, 1 en fonction de I,, ;1.
(b) Calculer I, o, puis obtenir I, .
(¢) En déduire ’égalité annoncée.



