INSA 1¢" cycle

Séries numériques

Exercice 1 Etudier la convergence des séries numeériques (3. u,) de terme
général donné par :
2ntt n 1.1
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Exercice 2 Montrer la convergence des séries (> u,) suivantes puis calculer

+oo
leur somme Z Up :
n=0 ou 1

1 1 (décomposer en
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Exercice 3

1. Montrer que la série de terme général u,, = sin(mvn? + 1) est conver-
gente (on pourra introduire €, tel que vn? +1 = n + &,). Cette série
est-elle absolument convergente ?

oo
2. Soit S = Z“” Montrer que la somme partielle des 1570 (resp. 1571)
n=1
premiers termes approche S & 0,001 prés par excés (resp. par défaut).

3. La série de terme général u,, = sin(mv/n? + n) est-elle convergente ?

1
Exercice 4 Soit u,, = / 2" sin(wx) dz pour tout n € N,
0

1. Montrer que nll}r_{loo u, = 0; pour cela, on majorera =" sin(wz) par une
expression plus facile & intégrer.

2. Ecrire une relation de récurrence entre Up, et Up4a.

3. Déduire des deux questions précédentes un équivalent pour u,, de la forme
— ot A et a sont deux réels que 'on déterminera. En déduire la conver-

n
gence de la série (3 uy).
4. On pose S, = Zuk.
k=0

(a) Exprimer S,, par une intégrale.

sin T
(b) Montrer que la fonction x — 7

est bornée sur [0, 1].

1 .
. . sin 7z
(¢) En déduire que lim =
n—+oo Jq —x

la série (> u,) est donnée par

= T sint

S = Uy = — dt.
S u, /0 ;
n=0

dx = 0, puis que la somme de

1
Exercice 5 On pose u, = / x"e” " dx.
0

1. Montrer que la suite (un)nen est positive et décroissante. Donner une
relation de récurrence entre u, et u,_1.

. . n! )
2. En déduire pour u,, une expression de la forme u,, = — (e—w,,), w, étant
e
uﬂ,

s

le terme général d’une suite a expliciter (on pourra introduire v, =

1
3. Montrer que 'on a pour tout n € N, < up < el En déduire
n

1
e(n+1)
la nature des séries (> u,), (Zu—n), o (=1)"up).

n

(—Z‘)n+1
+1 1+2
1. Ecrire un développement de Taylor de arctanz. En déduire la valeur de
[e%s} 1"
la somme Z (=1)

2n+1

n=0

Exercice 6 On rappelle que =l—a+2? -2+ 4 (—2)"+
x

2. (a) Ecrire un développement de Taylor de In(1+z). En déduire la valeur
(="

n+1’

o0
de la somme E
n=0



(b) Calculer la somme de la série obtenue en prenant dans la série pré-
cédente un terme positif suivi de deux termes négatifs, dans ’ordre
dans lequel ils se présentent :

111_|_1 1 1+1 1 1+
2 4 3 6 8 b5 10 12

Exercice 7 (Série hypergéométrique)

Soient , 3,7 € R\Z et z € R. Etudier la nature de la série de terme général
_afla+1). . (a+n—-1)BB+1)...(B+n—1) " z"
" Yy +1)...(y+n-1) n!’

On distinguera les cas |z| < 1, |z| > 1, |z| = 1. Pour le cas |z| = 1, on effectuera

, . Un+1
un développement limité de ——+
U/n/

1
en — & l'ordre 2 et on appliquera la régle de
n

Gauss.

Exercice 8 (Constante d’Euler)

On considére la suite (7, )nen+ de terme général
Tn :1+1+1+~~~+lflnn
) 2 3 n
et on introduit la série (3 u,) de somme partielle v, c’est-a-dire telle que
Uy +uUg + -+ Up = Tn-

1. Montrer que la suite (vn)nen tend en décroissant vers une constante
v € [0,1] (constante d’Euler, v = 0,577215...).

A
2. Donner pour u, un équivalent de la forme — ot A et a sont deux réels
n

que 'on déterminera.

1
3. En comparant série et intégrale pour la fonction  — —, a > 1, montrer
x
1 1
a—1no-1"

1
que le reste de la série () —) est équivalent &
n

1 1
4. Déduire de ce qui précéde que v =, — — + 0<—).
n

2 n
. 1 1 1 1
5. On pose =144 o4 t-———lnn
2 3 n  2n

et on introduit la série (3 u/,) de somme partielle ~,,.
Donner pour u, un équivalent de la forme —3-
n
6. En utilisant de nouveau la question 3, montrer que le reste de la série
1
ul) est équivalent & ——.
(2 uq) est éq TTE

7. On pose ,,_1+1+1+ +l_i+ 1 Ctan
=TTy n_ 2n ' 122

Comparer les vitesses de convergence des suites (Vn)nen+, (7, )nen+ €t
1!
(’Yn)TLGN*'

Exercice 9 (Formule de Stirling)

Le but de cet exercice est de trouver un équivalent de n! lorsque n — 4oc.

1. En comparant série et intégrale pour la fonction x — Inxz, montrer que

Inn! ~ nlnn ~ n(lnn—1). On ne peut toutefois en déduire que
n—-+o0o n—-+4oo

n
n! ~ (E) car In(n!) — n(lnn — 1) ne tend pas vers 0.

2. On pose S, = In(n!)—n(lnn—1) et on introduit la série (> u,,) de somme
1
partielle S,,. Donner un développement limité de u,, en — a 'ordre 2.
n
1 n 1
2 3
qu’il existe une constante A > 0 telle que

n!  ~ )\(n)n\/ﬁ

n—-+oo e

1
3. Sachant que 1+ +---4+—=Inn+~vy+o0(1) (voir ex. 8), en déduire
n

En fait A = /27 peut étre obtenu par la formule de Wallis :

247 (n))*
Bl 1 ot 3 © Lon A (ormule de Stising)
. . M—>+00
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