INSA 1¢" cycle

Analyse

Suites de fonctions

Exercice 1 On considére la suite de fonctions (f,)nen sur R de terme général

donné par
n+1

n

x.

falz) =

1. Montrer que la suite (f,)nen est simplement convergente sur R.

2. La suite de fonctions (fy)nen est-elle uniformément convergente sur R ?
sur [a,b] pour a,b € R avec a < b?

Exercice 2 On considére la suite de fonctions (f,,)nen de terme général défini
sur [0,1] par
fu(z) =n(z™ — x"“).

1. Montrer que la suite (f,,)nen est simplement convergente sur [0, 1].

2. La suite de fonctions (f,)nen est-elle uniformément convergente sur
[0,1] 7 sur [0,1[? sur [0,d] pour § €]0,1[?

Exercice 3 On considére la suite de fonctions (fy,)nen de terme général défini
sur [0, 1] par

1
dn’x si 0<o< —,
2n
. L1 1
fa(x) =4 4n—4n’z si — <z < —,
2n n
1
0 si —<x<1.
n

1. Montrer que la suite (f,,)nen est simplement convergente sur [0, 1].

2. La suite de fonctions (f,)nen est-elle uniformément convergente sur
[0,1] 7 sur ]0,1] 7 sur [e, 1] pour € €]0,1[?

Exercice 4 On considére la suite de fonctions (f,,)nen sur R de terme général
donné par
_ e si |z <n
f ”(I) = n =

0 si x| > n.
1. Montrer que la suite (f,)nen est simplement convergente sur R.

2. La suite de fonctions (fy)nen est-elle uniformément convergente sur R ?
sur [a,b] pour a,b € R avec a < b?

Exercice 5 On étudie la suite de fonctions (f,)nen de terme général défini

sur R par
x

n2z2+1°

fn(z) =

1. Donner le domaine D de convergence simple de la suite (f,,)nen et préciser
la fonction limite f.

2. La suite de fonctions (f,)nen est-elle uniformément, convergente sur D ?

3. Donner le domaine D’ de convergence simple de la suite des dérivées
(f!)nen et préciser la fonction limite g.

4. La suite de fonctions (f])nen est-elle uniformément convergente sur D’ ?
sur toute partie de D’ de la forme | — oo, —4] U [, +o0[ pour d,e > 07

5. At-ong=f sur D'?

Exercice 6 On étudie la suite de fonctions (fy)nen de terme général défini
sur R par

fo(z) = n%z(1 —2)".

1. Donner le domaine D de convergence simple de la suite (f,,)nen et préciser
la fonction limite f.

2. La suite de fonctions (fy,)nen est-elle uniformément convergente sur D ?
sur |0,2[? sur [a,b] pour a,b €]0,2[ avec a < b?

1
3. On pose u, = / fn(z)dx. La suite numérique (u,)nen est-elle conver-
0

1
gente vers/ flz)dx?
0

Exercice 7 On étudie la suite de fonctions (fy)nen de terme général défini

™
5] par

sur [0, 5

fu(x) =ncos" x sinx.

1. Donner le domaine D de convergence simple de la suite (f,,)nen et préciser
la fonction limite f.

1
2. Soit &, = —. Déterminer la limite de la suite numérique (fr(2n))nen-

vn

/2
3. Calculer u,, = / fn(z) dx. La suite numeérique (uy, )nen est-elle conver-
0

/2
gente vers (x)dz?
0

4. La suite de fonctions (f,)nen est-elle uniformément convergente sur D ?



