INSA 3TC PROBABILITES ET STATISTIQUES TD n° 6

Variables aléatoires continues

Exercice 1

Une personne doit se rendre & un rendez-vous & 17 h 30. Elle appelle un taxi qui arrive a son domicile entre
16 h et 17 h & un instant 16 + T ou T suit une loi uniforme sur [0,1]. Etant donné la circulation, la durée de la
course est

T+1 1
D:T+siT<§7
3T 1
D=—siT>—-.
5 S1 >2

1. Déterminer la fonction de répartition de ’heure d’arrivée au rendez-vous.
2. Déterminer I'espérance mathématique de I’heure d’arrivée.

3. Sachant que la personne est arrivée a I’heure a son rendez-vous, quelle est la probabilité que le taxi soit
arrivé chez elle avant 16 h 307

Exercice 2 (Moyenne et quantiles)

Soit X une v.a. de fonction de répartition continue et strictement croissante sur R. Pour tout p €]0, 1], on
note Q(p) le p—quantile de X défini par P(X < Q(p)) = p.

&=

(

1. On suppose que X > 0 et que E(X) existe. Montrer que Q(p) < —=.

\1_

— Q=

2. On suppose que la loi de X est symétrique par rapport 4 0 et que E(X?

2v/20(X).

existe. Montrer que Q(2)—Q(5) <

Exercice 3 (Loi Gamma)

La loi Gamma de paramétres (a, A) est la loi absolument continue de densité % o lem e 1jo,4oo[(2). On

rappelle que pour a > 0, I'(a) = O+OO 2% e ®dr et T(a+ 1) = al'(a).
1. Calculer la moyenne et la variance de la loi Gamma.
2. Supposons que le taux de 'humidité de l’air, A, un jour donné suit une loi Gamma de paramétres (a, yt).
On note N le nombre d’accidents durant ce jour et T, le temps écoulé entre les n-iéme et (n + 1)-iéme

acccidents. On suppose qu’étant donné A = A\, N suit la loi de Poisson de parameétre X\ et que la suite
(Th)n>1 est indépendante et identiquement distribuée de loi exponentielle de paramétre .

(a) Montrer que la distribution conditionnelle de A sachant N = n est la loi Gamma de paramétres
(a+mn,p+1).

(b) Montrer que la distribution conditionnelle de A sachant T} = t,...,T,, = t, est la loi Gamma de
parameétres (a +mn, pu+t1 + -+ ty).

Exercice 4 (Lois Béta-Gamma)

Soit X et Y deux v.a. indépendantes suivant des lois Gamma de paramétres respectifs (a, A) et (b, A). On

pose U=X+Y etV = XLJFY On donne B(a,b) = fol 22711 —z)tdr = Fr(ﬁzigf;)

1. Déterminer la densité du couple aléatoire (U, V).
2. En déduire les lois de U et V. Les v.a. U et V sont-elles indépendantes ?

Exercice 5

Soit X une v.a. suivant la loi Gamma de parameétres (n,A) et Y une v.a. suivant la loi de Poisson de
paramétre At. Montrer que P(Y < n) =P(X > t).

Application.— Soit T}, le temps qui s’écoule entre les arrivées des (n — 1)-iéme et n—iéme clients a un guichet
de France Telecom. On suppose que deux clients n’arrivent jamais simultanément. Soit N; la v.a. représentant
le nombre de clients pendant l'intervalle de temps [0, ¢].

Déterminer la probabilité P(N; = n) en admettant que les T;, sont des v.a. exponentielles de méme paramétre
A indépendantes.



Exercice 6 (Loi de Cauchy)

1. Soit © une v.a. suivant la loi uniforme sur | — 7, 7[. On pose C' = tan ©.

(a) Déterminer la fonction de répartition ainsi que la densité de la v.a. C.

(b) Calculer la médiane de C. Que dire de l’espérance de C'?

2. Soit X et Y deux v.a. indépendantes normalement distribuées. Déterminer la densité de la v.a. %

Exercice 7
2
Soit R une v.a. suivant la loi de Rayleigh dont la densité est donnée par fr(r) = re” "z Ig+(r) et © une v.a.
suivant la loi uniforme sur [0, 27].
1. Déterminer la fonction de répartition ainsi que la densité de la v.a. cos ©.

2. Calculer la densité du couple aléatoire (R cos ©, Rsin ©).

Exercice 8 (Déplacement aléatoire dans le plan ou l’espace)

1. On considére une particule dans un plan et se déplagant par sauts de longueur fixe mais orientés dans
n’importe quelle direction. Plus précisément, on admettra que la longueur des sauts est égale & une unité,
tandis que l'angle entre I'axe des abscisses et la direction prise & la suite d’un saut est une v.a. uniforme
sur [0,27]. On supposera également que les sauts sont indépendants les uns des autres.

Calculer la moyenne du carré de la distance entre la particule et sa position initiale aprés n sauts.

2. Reprendre le probléme dans ’espace.

Exercice 9 (Statistiques d’ordre)

Soit (X1,...,X,) un n—échantillon d’une v.a. X absolument continue de fonction de répartition F et de
densité f. On réordonne cet échantillon en la suite X(;) < -+ < X(p)-

1. Soit z1,...,2, € Ret &1,...,6, > 0 des nombres tels que z; + &; < x;41 — €41 pour tout ¢ € {1,...,n}.

On pose I; = [z; — &;, x5 + &;]. Montrer que P(X (1) € I1,..., Xy € L) = n! [] [F(2i + &) — F(2; — )]
i=1

2. En déduire la densité conjointe des v.a. X1y, ..., X(n)-
3. Déterminer la fonction de répartition ainsi que la densité de X ;).
4. Calculer P(X (1) > z, X(,,) < y). En déduire la densité du couple (X1, X(5)), puis celle de I'étendue de
I'échantillon : R = X,y — X(1).
5. Examiner les cas particuliers ou :
(a) X suit la loi uniforme sur [0,1];
(b) X suit la loi exponentielle de paramétre .
Application.— n personnes sont échelonnées « au hasard » sur une route longue d’un kilométre.

1

1. Quelle est la probabilité que les personnes soient espacées d’au moins d kilomeétres, d < =7

2. Calculer la distance moyenne séparant les deux personnes extrémes.

Exercice 10
1. Soit X une v.a. a valeurs dans [a,b] et ® € C?([a, b]). En utilisant une formule de Taylor, prouver I'inégalité

[E(2(X)) ~ B(E(X)| < gvar (X) s, (2]

2. Démontrer alors le résultat suivant :
Soit f : [a,b] — RY une fonction continue non identiquement nulle et ® : [a,b] — R une fonction de

b
classe C?. On pose c = M Alors
fa f(z)dx
/ " 0(a) () dz — () / oy de] < L2 sy o) / ' fla)dr
a a h 8 xe[alz,)b] a ‘

(b)n pourra remarquer que pour toute v.a. X a valeurs dans [a, b], var (X) = var (X — 2F2) et |X — 2£2| <
b—a

3 -



Exercice 11 (Lois du Khi-Deux, de Student et de Fisher)

1. Soit X4,..., X, des v.a. indépendantes normalement distribuées. On pose

Y, = En:Xf.
i=1

(a) Déterminer la densité de la v.a. Y7.

(b) Calculer l’espérance et la variance de Y7, puis déterminer sa fonction caractéristique.

—
¢]

) Montrer par récurrence que la v.a. Y, suit la loi Gamma de paramétres (%, 1). (On donne B(a,b) =
fol 20711 —2)b"lde = Fllegigl;) pour a,b > 0.)

(d) Calculer I’espérance et la variance de Y,,, puis déterminer sa fonction caractéristique.

2. Soit X, X1,...,X,, des v.a. indépendantes normalement distribuées. On pose

= X
Y=Y X? et T=+vn-—.
2 v
(a) Déterminer la densité du couple (X, T"), puis celle de la v.a. T.

(b) Calculer l'espérance et la variance de T lorsqu’elles sont définies. (On pourra effectuer le chan-
gement de variable ¢ = tan6 dans 'intégrale donnant var (T); on donne B(a,b) = L®)

T'(a+b)
2 foﬂ/z 02?16 sin®*~10 dh pour a,b > 0.)

3. Soit Xy,...,X,,Y1,...,Y,, des v.a. indépendantes normalement distribuées. On pose

U="X2 V=¥ et F:m—g.
i=1 i=1 "
(a) Déterminer la densité du couple (U, F), puis celle de la v.a. F.

(b) Calculer 'espérance et la variance de F lorsqu’elles sont définies. (On pourra effectuer un changement
de variable analogue & celui utilisé en 3.(b).)

Exercice 12 (Statistique des échantillons gaussiens)

Soit (Xi,...,X,) un échantillon de la loi gaussienne X de paramétres (u,o?). On définit la moyenne et
I’écart-type empiriques de cet échantillon respectivement par

— 1< 1 < — 1 - —2
X==) X, et 82 =—— X, —X)? = X2 _nX" ).
n; ¢ X nflizzl( ) nl(Z "

i=1

1. Reconnaitre la loi de X. Calculer E(X), var (X) et E(S%).

2. Soit A une matrice orthogonale de type n x n dont tous les termes de la premiére ligne sont égaux a 1/4/n.
On pose (Y1,...,Y,) = (X1,...,X,) 'A.

(a) Déterminer la fonction caractéristique du vecteur aléatoire (X1, ..., X,,). En déduire celle de (Y7, ...,Y},).
Quelle est alors la loi de (Y7,...,Y,)7

(b) Exprimer X et S% en fonction de Yi,...,Y,,.
(c) Déduire de (a) et (b) que X et S% sont indépendantes.

(d) Déterminer la loi de “315%.

3. On pose o
X—p

T = Vi o

Déterminer la loi de T.

4. On considére un deuxiéme échantillon (Y7,...,Y,,) de X indépendant de (X1,...,X,) et 'on pose

Fo S e ML -XP 4=V o [ V- X
SZ m+n—2 m+n X

Déterminer les lois des v.a. F, ZE2=152 et U.



Exercice 13 (Simulation aléatoire)

I — Le résultat fondamental
Soit X : Q —]a, b[ (éventuellement a = —oo, b = 400) une v.a. absolument continue de fonction de
répartition F' continue sur R et strictement croissante sur ]a, b|.
Montrer que la v.a. U = F o X suit la loi uniforme sur ]0, 1.

II — Un générateur de nombres aléatoires
Soit (X, )n>1 une suite de v.a. indépendantes identiquement distribuées suivant la loi uniforme sur
o0
X,
0,...,9}. On pose X = -
{ }. Onp ; o
Calculer P(X < a) et P(X = a) pour tout a €]0,1[. On introduira le développement décimal propre

e
a

illimité) de a : a = — . R itre alors la loi de X.
(illimité) de a : a ; Ton - Reconnaitre alors la loi de
IIT — Exemples

Dans les exemples ci-dessous, U désigne une v.a. uniformément distribuée sur 10,1[ et Uy,...,U, des

v.a. indépendantes uniformément distribuées sur 0,1[. Vérifier les assertions suivantes :

1
1. X = Y In U suit la loi exponentielle de paramétre \;

1 n
2. X = Y Zln U; suit la loi Gamma de paramétres (n, A) ;
i=1
3. (X,Y) = (y/—2InU; cos2rUs,/—2InU; sin27rUs) suit la loi normale sur R? et alors X suit la loi
normale sur R;

4. X = [U+p] ([.] désignant la partie entiére) et X = I,y suivent la loi de Bernoulli de parameétre p;

5 X = Z[U’ +plet X = Z 1{y, <py suivent la loi binomiale de paramétre (n,p);
=1 i=1

InU
In(1 —p)

7. X =min{n >1: [[ U; <e *} — 1 suit la loi de Poisson de paramétre \;
i=1

6. X =1+ [ ] et X =min{n > 1: U, < p} suivent la loi géométrique de paramétre p;

k k
8. X =-2 Z InU; et X = -2 Z InU; +Y?, ou Y est une v.a. gaussienne indépendante de Uy, ..., U,,
i=1 i=1
suivent respectivement les lois du Khi-Deux & 2k et 2k + 1 degrés de liberté.
o InU; )
9. X = % suit la loi Béta de paramétres (m,n).
2z U

Exercice 14 (Fiabilité)

I — Définitions générales
Oun considére un élément (par exemple mécanique ou électrique) (E) qui, & partir de sa mise en service,
est soumis & un risque de panne. Lorsqu’une panne survient, I’élément (E) cesse de fonctionner. Soit T la
durée de service (aléatoire) de (E). On suppose que T est une v.a. a valeurs dans R* U {+occ0} absolument
continue de densité fp. On définit :
o la fiabilité de I’élément (E) : Rp(t) =P(T > t);
(0 .
Ry(t)’
e la durée de vie moyenne de (E) : T = E(T) (ou encore MTBF : mean time before failure).

3
N—

e le taux de panne de (F) : Ap(t) =

1. Interpréter le taux de panne Ar en termes de probabilité conditionnelle de défaillance entre deux
instants infiniment proches t et t + dt.

2. Que vaut R/.(t) ? En déduire expression de fr(t) en fonction de Ap(t).
Exemples. Déterminer fr(t) et Rr(t) dans chacun des cas suivants :

1. taux de panne constant : Ap(t) = A;

2. taux de panne linéaire : Ap(t) = At;

3. taux de panne puissance : Ap(t) = A% ;

4

. taux de panne exponentiel : Ay (t) = e,



II — Etude de quelques systémes

On considére maintenant un systéme matériel (S) formé de n éléments identiques (E),. .., (E,), mis
en service au méme instant, dont les durées de vie T1,...,T, sont des v.a. indépendantes identiquement
distribuées selon la loi exponentielle de paramétre .

1. Les n éléments (E4),...,(E,) sont montés en série. On note X, la durée de fonctionnement du
systéme (S); celui-ci est en panne dés que I'un au moins des (E;) cesse de fonctionner.

(a) Exprimer X, en fonction de Ti,...,T,.

(b) Déterminer la fiabilité Ry, de (S), son taux de panne My, , sa durée de vie moyenne X,, ainsi
que var (X,,).

2. Les n éléments (E1), ..., (E,) sont montés en paralléle. On note Y, la durée de fonctionnement du
systéme (S); celui-ci ne tombe en panne que lorsque tous les (E;) ont cessé de fonctionner.

(a) Exprimer Y,, en fonction de T1,...,T,.

(b) Déterminer la fiabilité Ry, de (S), puis son taux de panne Ay, . Montrer que Ay, est une fonction
strictement croissante sur R™ et calculer lim;—, 4o Ay, (£).

—+oo
(c) Calculer la durée de vie moyenne de (S) : Y, = / Ry, (t) dt.
0

1 -1 oo
(d) Montrer que var (Y,) = 2 Z 2 On pourra utiliser la formule E(Y,?) = 2/ tRy, (t) dt.
i=1 0

3. Pour chacun des systémes suivants, calculer la fiabilité ainsi que la la durée de vie moyenne :




