Université Claude Bernard — Lyon 1
Math IV: ANALYSE (L2) — Corrigé de I’examen final de 5 juin 2007

Exercice 1. Soient H une fonction réelle continue d’une variable réelle et A(0,0) et B(1,1) deuz points dans le plan R?.

(1) Démontrer que lintégrale curviligne
B
[ i@+ )ade+ HE + vy dy
A

ne depend pas du choixz de chemin reliant A et B.

(2) Calculer cette intégrale pour H(u) = 2 cosu.

(1) L’intégrale curviligne entre deux points ne depend pas du chemin choisi si ¢’est une intégrale
d’une forme différentielle exacte, c’est-a-dire d’une expression du type dF, ou F' est une
fonction de deux variables. C’est le cas ici.

La fonction H étant continue mais peut-étre pas de classe C'', on ne peut pas utiliser le
lemme de Poincaré car on ne peut pas vérifier si O(H (z2+y?)x) /0y = O(H (x*>+y?)y)/0x. Ce
qu’on peut utiliser c’est que H a une primitive. Soit h une primitive de H(u) : h'(u) = H(u).

h 2 2
Soit F(x,y) = (962-1-21) Alors,
dF(z,y) = 95 (2, y)dx + 5E (z,y)dy
= %(h/(u) ’U:IQerQ 2xdx + h'(u) |u:xz+y2 2ydy)
= H(2? + y})adr + H(2? + y?)dy.

Finalement, ff dF(z,y) = F(z,y)|§ = F(B) — F(A) ne dépend que des extremités du
chemin reliant A et B.
(2) Si H(u) = 2cosu, alors h(u) = sinu et F(z,y) = sin(z? + y?). Donc

ff 2 cos(z? + y?)wdr + 2 cos(z? + yH)ydy = ff d(sin(z? + y?))
= sin(z? + y?)|§ = sin(1%2 4 12) — sin 0 = sin 2.
Exercice II. Soit l’ensemble

D= 2, P

(1) Dessiner D.
(2) Soit C l’ensemble des points du bord de D. Déterminer l’équation de la droite tangente a la courbe C en un point

(z0,y0) € C, en supposant xo > 0 et yg > 0.
(3) Calculer de deux fagons différentes l'intégrale I = // (z —y)dzdy,
D

T = 2rcosf
(a) en utilisant le changement de variables : .
y = 3rsinf ;

(b) en utilisant la formule de Green-Riemann.

(1) Voici le dessin :




r = 2cost x? 2

(2) Soit t — ) (t € [0,7/2]) la paramétrisation de 1’équation — + Y~ — 1. Soit to
y = 3sint 4 9

la valeur de t tel que xg = 2costg et yy = 3sinty. La droite tangente a la courbe C en ce

point (xg,yp) est une droite parallele a la direction du vecteur tangent {%f—k %;H ity

Par conséquent, son équation est

r—x9  Y—Y% . dx 2 dy

de/dt — dy/dt O @t S0 = TR Ty

3

= 3 costy = —xp.

t=to t=to 2
3r—=x 2y —

La droite tangente a pour équation : —— 0_2Y yo'
2 yo 3 xo

Une autre facon de trouver I’équation de la droite tangente a une courbe se base sur le

fait que le gradient de la fonction F'(x,y) est perpendiculaire & la direction tangente (la
2 2

courbe est définie par une relation F(x,y) = 0). Dans notre cas F(z,y) = Ty % —1, et

4
gradF(zo,yo) = OF 9z i + OF/dy | 2

o - 92 2
= 3%0 ¢+ 3% J-

(z,y)=(z0,y0)
- - —_
Un vecteur (z — x0)i + (y — yo0)J est perpendiculair au gradF'(zo,yo) si et seulement si
leur produit scalaire est 0 ce qui donne 1’équation de la droite tangente:

- AN (2 - 2 - 1 2
((95 —wo)i+ (y — yo)]) (4£l?0Z 9y03> =0 = 5(37 — o) o + §(y —90)yo = 0.

=2 0
(3) (a) Le Jacobien du changement de variables rea C,OS est
y = 3rsinf

det Ox/0r Oz/0t — det 20?89 —2rsin 6 6.
dy/or 0Oy/ot 3sinf  3rcosf

alors dx dy = 6rdrdf, les bornes sont 0 <r <1, 0 <6 < 7/2. L’intégrale devient :

1 pr/2 1 w/2 1 w/2
/ / (2r cos§ — 3rsin 0) 6rdrd0:/ 1272 dr/ cosfdf — / 1872 dr/ sinfdf = —2.
0 JO 0 0 0 0

(b) La formule de Green-Riemann :

/C (Pdz + Qdy) = / /D (9Q )9z — OP/dy) da dy.

Alors on cherche P(z,y) et Q(z,y) tel que (0Q/0x—0P/dy) = x—y. Il y a une infinité
de possibilités. Nous pouvons mettre P(z,y) = 0 ce qui definira @ par 0Q/0xr = x —y
et par exemple Q(z,y) = 22/2 — xy fera l'affaire. L’intégrale & calculer sera alors:

[ @2 =smay.
C

La courbe C' consiste en 3 morceaux i, v2,73. On peut les paramétrer:

vt — N , t€10,2] et v
y=20 dy =0dt;

y = 3sint dy = 3costdt ;

’)/3:t—>{x O e et { v=0
y

— 2cost do = —2sintdt
WQ;H{“" OB telo,n/2 et{ v i

dy = dt;



Les parties de 'intégrale sur =1 et 3 donnent 0. Ce qui reste c¢’est

fw(xQ/Q—xy)dy:f ((2cost)?/2 —2cost 3sint)3 costdt
:ng/Q(ﬁcos?’t—lScos t sint)dt = 7r/2(6003 t —18cos?t sint)dt
:% J/Qcos3tdt+ fﬂ/zcostdt 18fﬂ/2cos td(— cost)z—%—i—%—G:—Q.

N .1 3, eit_’_efzt 3 _ 1 631t+87 it eit_i_efit 1 3 .
Ou on utilise que cos’ t = (“5—)° = (55— +3%"5—) = 7 cos 3t + § cost. (Si

on veut absolument éviter avoir le cos®t on n’a qu’a choisir P et @ différemment, par

exemple, P = zy et Q = 2y ou bien utiliser que cos®t = cost — sin® ¢ cost.)

Exercice III. Soit f : R? — R lapplication définie par f(x,y) = 23(a — x) — b%y?, avec a,b > 0.

(1) Déterminer les extrema locauz et globauz de f.

(2) Calculer le développement limité de f a l'ordre 2 au voisinage de (a,0).
On considére maintenant la courbe T' de R? définie par la condition f(x,y) = 0.

(3) Représenter graphiquement T' en déterminant les points de R? sur lesquels la tangente a la courbe est soit horizontale,
soit verticale. On pourra éventuellement s’aider de la symétrie naturelle de la courbe I'.

(4) Déterminer le plus grand ensemble de points de ' pour lesquels le théoréme des fonctions implicites s’applique.
3

Ta
(5) Vérifier que Uaire de la figure délimitée par I" vaut ——. On pourra éventuellement utiliser le changement de variable

8b

a
suivant: v = 5(1 —cost) et effectuer l'intégration pour la variable x sur Uintervalle [0, al.

(1) On cherche les points critiques :

Of/0x = 2?(3a —4x) =0 = ac:Ooua::??Ta

of /oy = —b*2y =0 = y=0

. . 3a 3a
On trouve deux points critiques : (0,0) et R 0 | avec les valeurs f(0,0) =0, f R 0] =
33a*
T Calcul des derivées secondes :

o> f ) Of ) 0%

— = bax — 12 —= ==-2b =

Ox? @ v Oy? T Ox0y

Le déterminant de la matrice hessienne au point (0,0) est 0 ce qui nous force a regarder la
fonction autour de (0,0) pour constater que c’est un point selle. En effet, f(0,0) = 0 mais
pour x = 0 et y quelconque la fonction prend les valeurs negatives, tandis que pour y = 0
et © < a la fonction est positive. Ce qui signifie que au voisinage du point (0,0) la fonction

f prend des valeurs negatives et positives, donc elle n’a pas d’'un extremum en (0, 0).

3a a’b?
En (4,0) le déterminant de la matrice hessienne est égale a — 5 < 0 - c’est un
maximum local. Sur R? il n’y a pas de minimum global car f peut étre arbitrairement
petit - il suffit de prendre y suffisament grand. On remarque que pour |z| > a la valeur est

a
négative pour tout y donc on peut conclure (Z’ 0) est un point de maximum global.

)
fo) = a¥a= o)~ 1o = f(00) + L (@0 - )+ T (@0
2

9 2
;(gaj;@,om_a)? 25 (@0~ )y + 55 (a0 >+o(|](x—a,y)!2)

= —a*(z —a) = 3a*(z — a)” = b*y* + o([|(z — a,)|?)

(3) La courbe x3(a — x) — b%*y? = 0 a une présentation explicite sur son domaine de définition
x/z(a — x)

(x €0,a]): y==+ b

. Elle est symétrique par rapport a ’axe Ox. Elle a un point



(4)

singulier en (0,0) - les deux dérivés partielles sont 0. La tangente est horizontale au point
(3a/4,0).
Voici la courbe pour a =1, b=2:
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La fonction f est de classe C*°. Le théoreme des fonctions implicites : il existe un intervale
ouvert I contenant x et un intervale ouvert J contenant y et une fonction g : I — J de

classe C° tel que pour (z,y) € I x J on a I’équivalence f(x,y) =0< y = g(x) si gf # 0.
)

0
Donc le théoreme des fonctions implicites n’applique pas si —f # 0, ce qui est le cas pour

dy
les points de la courbe (0,0) et (a,0).

0 3a
On peut aussi exprimer z localement comme fonction de y si of #£0,ie x#0,x0 # —
x

En conclusion, on ne peut pas appliquer le théoreme des fonctions implicites, c’est a dire
on ne peut pas exprimer y comme fonction de z, ni x comme fonction de y en un seul point
de la courbe : (0,0), le point ou le gradient est nul (le point (%Ta,()) n’appartient pas a la
courbe).

Pour tous les autres points de la courbe, le théoreme des fonctions implicites s’applique.
L’aire est donnée par I'intégrale double avec les bords 0 < z < a et yop < y < y; avec

Yo = _cc\/ml()a—z)’ v = x\/ml()a—z) :
a ryi a / —
/ / dydz = 2/ w dzx
0 Y 0 b

0

:2/”a(1—cost)\/2(1—cost)2( (1—COSt))gsintdt

:b/ 1—Cost 2 (1—cos2t)g sint dt
3
4b (1 — cost)sin®tdt = a8;r.
22 — 12
Exercice IV. (1) La fonction f définie par f(x,y) = PR pour (z,y) # (0,0)

(a) n’admet pas de limite en (z,y) = (0,0); vif

(b) admet la limite 0 en (0,0); O

(¢c) admet la limite 1 en (0,0). O

(2)

La dérivée d’une fonction de classe C!, f de deux variables dans la direction du vecteur

unitaire @ est donnée par la formule

(a) grad f(o.y)- @ 2
(b) }/E}% f((x,y)—i—t:)—f(a:,y); il
(© lim f((z,y) + tu) 0



(3) Le plan normal & une courbe dans ’espace en un point

(a) peut étre tangent a une surface qui contient cette courbe; U
(b)  est donné par deux équations du type : 0 = Y0 — 250, O
(¢) est perpendiculaire au vecteur tangent a la courbe en ce point.

(4) La fonction f(x,y) = 22007 4 42007

(a) posseéde un maximum global sur R?; O
(b) posseéde un minimum global sur R?; O
(¢) posséde un maximum sur le carré C = {1 <2 <2, 1<y<2}. [
(5) La condition nécessaire pour qu'un champ de vecteurs Vo= P(x,y, z);—i— Q(x,y, z)j+
R(x,y, Z)E de R? soit un champ de gradient est

(a) divV =0; 0
(b) 1ot V =0; i

(¢) OP/Oy=0Q/0x, 0Q/0z =0R/0y et OR/0x = OP/0z.

(6) Le changement de variables z = pcosf et y = psinf a pour jacobien Ex’ Z))
P
(a) —1; O
(b) 1, O
(©) p; i
(d) p?cosfsinf. O
(7) Une application R — R3
(a) est un champ de vecteurs; O
(b) parametre une courbe dans l’espace; vif
(¢) peut paramétrer un plan dans 'espace. O
(8) Une application R? — R3
(a) est un champ de vecteurs; O
(b) parametre une courbe dans l’espace; O
(¢) peut paramétrer un plan dans 'espace. Ml

(9) Soit A le triangle défini par les trois droites : =0, y =1 et y = z. L’intégrale double

// ze™ est égale a
A
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I - - > . = —T7 TN
(10) Soit V = zyi + yzj + xzk. Le rotationel de V', rotV, est égal a

- - —

5 ] i
() | 0/0x 9/Oy 0/0z |;
Ty Yz xz

(b) —z—y—z
() —(yi+zj+ak).
(11) Soit F = zi+yj+ zk. La divergence de 1_7), div?, est égale a
(a) O;
(b) 3;
(¢) i+j+F.
(12) Soit f une fonction de R? vers R. Alors :
(a) r—o_‘E(gradf) est toujours 6);
—
(b) div(gradf) est toujours O ;
(c) gradf est une application de R? vers R3.

O8O

O

O



