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Résumé. Le probléme viscoélastique simplifié
Ut — Ugg — OlUggt = [, (.’E,t) € (O’L) X (07 T), a >0,

avec des conditions unilatérales aux bords

(u(0,t) +ag) >0, —(uz+ aug)(0,t)
(u(L,t) +ar) >0, (uy+ oug)(L,t)

(w(0,t) + ao) ((us + aug)(0,t)) =0,

>0,
>0, (u(L,t)+ aL)((ugc + aug)(L, t)) =0,

et des conditions initiales
u(-,0) =up et ug(-,0) =wuy,

modélise une barre de longueur L qui vibre longitudinalement entre deux obstacles. On prouve ’existence
d’une solution en passant & la limite dans le probléme pénalisé et en utilisant les estimations d’énergie
préalablement établies. On détermine ensuite les espaces fonctionnels qui caractérisent les contraintes
aux bords.

1 Introduction et notations

Les premiers résultats significatifs concernant les problémes de vibrations d’un milieu élastique
soumis & des contraintes unilatérales sur le bord ont été obtenus par Amerio et Prouse [3, 4],
Schatzman [11] dans le cas d’un obstacle continu et par Amerio [1, 2], Schatzman [12], Citrini
[5] et Marchionna [6] dans le cas d’un obstacle ponctuel. Le probléme élastodynamique reste
complétement ouvert en plus d’une dimension d’espace. Notons qu’il n’existe & I’heure actuelle
qu’un résultat d’unicité établi par Lebeau et Schatzman dans [9] pour I’équation des ondes avec
contrainte unilatérale au bord dans un demi-espace. Par ailleurs, des résultats d’existence ont
été obtenus dans un cadre plus général pour des probléemes viscoélastodynamiques avec contact
dans [7] et [8] mais sans information sur le bilan d’énergie; de plus la trace de la contrainte
normale n’est définie que par dualité dans ces travaux, ce qui ne permet pas de dire si c’est
effectivement une trace au sens habituel du terme.

On considére une barre de longueur L qui vibre longitudinalement entre deux obstacles; chaque
extrémité de la barre est libre de se mouvoir tant qu’elle ne touche pas ’obstacle. Expliquons la
modélisation. Nous supposerons dans cet article que le matériau est un matériau de Kelvin-Voigt
et qu’il est homogene et isotrope. Soit = la coordonnée le long de la barre avec pour origine une
des extrémités et soit u(z,t) le déplacement au temps ¢ du point matériel z. Soit f la densité
des forces extérieures dépendant du temps et de I’espace. Le déplacement u satisfait I’équation
suivante:

uy —ogy = f dans (0,L) x (0,7), (1)
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avec une loi constitutive de Kelvin-Voigt:
0 = Uy + QUgs, >0, (2)

et des conditions initiales
u(-,0) =up et wuy(-,0)=uq, (3)

ou U, Ug, U, Uz €t Uy désignent les dérivées de u. Supposons que les obstacles en 0 et L
aient pour coordonnées respectives: ag > 0 et a;, > 0. Les conditions aux limites viennent de la
formulation variationnelle et elles seront complétement justifiées plus loin. Ces conditions sont
respectivement en z = 0 et x = L:

(u(0,-) +ag) >0, —(uy+ augy)(0,-) >0, (u(0,-)+ap) ((uw + aug)(0, )) =0, (4a)
(w(L,")+ar) >0, (ug—+aug)(L,-)>0, (u(L,-)+ar)((us+ aus)(L,-)) =0.  (4b)

Les conditions (4a)-(4b) sont appelées conditions de Signorini. On se donne des données initiales
de Cauchy ug et uj; on suppose que la position initiale ug appartient a 1’espace de Sobolev
H?2(0, L) et satisfait les conditions de compatibilité ug(0) > —ag et ug(L) > —ar. La vitesse
initiale u; appartient & L2(0, L) et la densité des forces appartient & L2(0,T; L?(0, L)).

Pour tout 7 € [0, 7], on définit les ensembles suivants:

QT = (07L) X (OaT)7 Q; =R" x (OaT)a Y, = {07 L} X (077—)'
Soit K le convexe:
K = {U € HI(QT) 1 Ugt € L2(QT)7U(0") > _GJO’U(L7 ) > _aL}'

La formulation faible du probléme (1)-(4b) est obtenue de la maniére suivante: on multiplie (1)
par v — u, pour tout v € K, on integre ensuite formellement sur @), le résultat ainsi obtenu; on
en déduit la formulation suivante:

u € K et pour tout v € K et pour presque tout 7 € 0,77,

L
/0 (ut(v—u))‘od:c—/QT ut(vy — ug) d dt (5)

+/ (ug + Qugt)(vy — ug) dz dt > f(v —wu)dzdt.
. Q-

L’équivalence entre cette formulation faible et la formulation forte (1)-(4b) n’est pas triviale,
elle dépend de I'information précise sur la trace de uy: en {x =0} et en {x = L}.

Expliquons maintenant le plan de cet article.

Nous montrons que si ug et u; appartiennent & H2(0,L) N HJ (0, L), si f et f, appartiennent &
L?(Qr) et v est solution de (1)-(3) avec des conditions de Dirichlet en & = 0 et = = L alors les
traces (vgy + avzt)‘ET sont bornées dans H'/2(0,T).

Ensuite nous définissons un probléme pénalisé de (1)-(4b) pour lequel on prouve ’existence d’une
unique solution.

On établit alors des estimations sur le probléme pénalisé; il est possible de déduire de ces
estimations I’existence d’une solution faible pour le probleme (1)-(4b).

. . , . . 5/4
Par des estimations d’énergie, on prouve enfin que la trace u|ZT est bornée dans Hlo/C (R).
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2 Reésultats de régularité pour un probleme viscoélastique avec
des conditions de Dirichlet aux bords

Soit v la solution de
Vgt — Vgg — QU = f, (z,t) € (0,L) x (0,T), a>0, (6)

avec des conditions aux limites

et des conditions initiales
v(,0)=wug et v (-,0)=1uy. (8)

Théoréme 2.1 Si ug et uy appartiennent & H?(0,L) N HY(0,L) et si f et f, appartiennent a
L2(Qr), alors v a les propriétés fonctionnelles suivantes:

v € W»*°(0,T; L*(0, L)), (9a)
ve € W2°°(0,T; L*(0,L)) n H?(0,T; L*(0, L)), (9b)
Vee € L°°(0,T; L*(0, L)), (9¢)
Vzat € L*(Q1). (9d)

Preuve: On indique ici la démarche & suivre pour établir (9). La fin de la preuve se déduit
simplement d’une méthode de Galerkin. On établit des estimations d’énergie; en multipliant (6)
par v; puis en intégrant par parties par rapport & x, on obtient

1 o
—/ (|vt(-,'r)|2+ |vm(~,'r)|2) dm—i—a/ |vmt|2d:vdt
0 Q-

2
1 L
:/ fvtda:dt+—/ (Jur]? + |uo ) da.
Q- 2 Jo

Une simple application du lemme de Gronwall montre que si ug appartient & L?(0, L)NH(0, L),
si u; appartient & L2(0,L) et si f appartient & L?(Qr), alors v; et v, sont bornées dans
L>®(0,T; L%(0,L)), vy est bornée dans L?(Qr). En multipliant (6) par vy, puis en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que v, est bornée dans L>®(0,T; L?(0, L)); on effectue
ce calcul en intégrant tout d’abord v;,vy en temps puis en espace. En multipliant (6) par vgg:,
puis en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que v,z; est bornée dans L?(Qr). En
dérivant (6) par rapport & ¢ puis en multipliant le résultat ainsi obtenu par vy, on trouve que
vgtt est bornée dans L2(Qr) si f; est bornée dans L2(Qr). O

Corollaire 2.2 Sous les hypothéses du Théoreme 2.1, les fonctions définies par
90 = —(vg + avgye)(0,-) et gr = —(vy + avg)(L, ) (10)
sont bornées dans HY/%(0,T).

Preuve: Cette preuve est une conséquence de la théorie classique des traces des espaces de
Sobolev. O
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3 Existence et unicité de la solution pénalisée

On approche (1)-(4b) en remplagant les contraintes rigides (4a) par des contraintes tres raides:
si la contrainte est atteinte alors la réponse est linéaire et si la contrainte n’est pas atteinte alors
la réponse est nulle. Plus précisément, soit 7~ = — min(r,0), on remplace u par u® dans (1) et
on consideére le probléme suivant:

uit - uim - au;mt = f (.’E,t) € (07L) X (OvT)7 a > 07 (11)

avec des conditions aux limites

(uz + augy)(0,) = —m®(0,-) et (ug+aug,)(L,-) =m*(L,), (12)
et des conditions initiales
u®(,0)=up et ui(-,0)=u, (13)
ou
(0, = COITW ey W) ) »
Soient
ho(t) = e~ *(uo(0) + ag), (15a)
hL(t) =e ! (uo(L) + aL). (15b)
Soit

alors w® est solution de 1’équation
(v+8)°0 — (1+a(v+8))ws, =0, (z,t) € (0,L) x (0,T), (16)

avec des conditions aux limites

—(1+a(v+8))wi(0,t) = —e go(t) + (w°(0,t) + e “*ho(t)) /e, (17a)
(1+a(v+8))ws(L,t) = e “gr(t) + (w(L,t) + e “*hi(t)) /e, (17Db)

et des conditions initiales
w®(-,0) = wi(-,0) =0 (18)

Soit w la variable duale de t et

la transformée de Fourier de z. On prolonge go et gr, par 0 sur R™ et sur [T, 00); de la méme
maniére, on prolonge hg et hr par 0 sur R™. On suppose que la solution w® s’annule pour ¢ < 0.
On prend la transformée de Fourier partielle en temps de (16), et on voit que w®(-,w) satisfait

. (v+iw)®

= . 1
Yoo = 77 a(v + iw) (19)
Soit ( 2
9 _ v+ iw ~
A (w)_—1+a(y+iw)’ RA(w) > 0.

On montre maintenant qu’il existe une constante C telle que

YWw>1, Yw>0, RA(w)>C(1+|w]).
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Il suffit de regarder le cas ou w > 0, l’autre cas se déduit par une conjugaison complexe. On
montre tout d’abord que 22 ne peut pas appartenir & R™; s’il existe un nombre positif tel que
,):2(w) = —r, on aurait —r(1 + a(v + iw)) = v? — w? + 2iavw. En prenant la partie imaginaire,
on obtient que —awr = 2arw, ce qui n’est possible que si w s’annule; mais alors, en prenant la
partie réelle, on voit que —r(14 av) = 1%, ce qui est une contradiction. Une expression de A(w)

est .
~ V+aww

Alw) = V1+alv+iw)

en prenant la détermination principale de la racine carrée. Soit z = v + iw. Au voisinage de

I'infini dans C, on a
z z 1
—/Z=0(——=], 20
VItaz \/; <\/E) (20)

en prenant la détermination principale. Un calcul élémentaire permet de déduire que arg(1l +
az) > arg(z)/2 si et seulement si a?(w? 4+ v?) > 1. Sur ce domaine,

ar (#)>3—W
& Vid+az) 8

On remarque également que arg A(w) < 7/2 si w > 0 et v > 0; alors il existe 6 < /2 tel que

si Rz >0.

Yw >0, Vv>1, argi(w) < 4.
Alors (20) permet de déduire qu’il existe C > 0 ne dépendant pas de v tel que pour tout w € R
et pour tout v > 1 R
RA(w) > C(1+ v+ /|w]). (21)
Donc la partie réelle de X(w) est toujours strictement positive. En particulier,

lim arg X(w) =

)
w—r—+00

N

ceci permet de déduire que ’argument de X(w) est inférieur & 6 < 7 /2. Par ailleurs, il est évident
que pour w = 400

N |l

Rw)l ~ /2,
et puisque la partie réelle de X(w) est strictement positive, il en découle qu'il existe C > 0 telle

que

VweR, RA(w)>C(1+|w)). (22)

La solution de (19) est une combinaison linéaire de exp(—/):w) et exp (/)::c), avec des coefficients
dépendant de w. Elle est donnée par

(o) =T Q) =T (L)
1—e

(23)

—e B4 (0,0) + B (L,w) S

T 1— 6—2XL

On déduit de (22) que 1 — exp(—2XL) ne s’annule jamais. Soit

i(w) = exp(~A(w)L);
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en utilisant la notation ci-dessus, on calcule @S (0,w) et WE(L,w), on obtient

h) 7
_NE — ~E _ € _ _ € (L
w5 (0,w) T (@°(0,w) — N (L,w)) - (—=7@°(0,w) + @* (L, w)),
@ (L, w) = _ A (@°(0,w) — H° (L, w)) + N (=7@° (0, w) + @° (L, w)).
@x b 1_7/7\2 b b 1_77/\2 b b

Soit une matrice M dont la transformée de Fourier est

~

A/Z(w)_)\(l—i-oc(z/—i-iw)) 1+72 27
S 1= -2 1+7* )

En utilisant (17a) et (17b), on remarque que le vecteur suivant

NCINE)

satisfait ’équation intégrodifferentielle

CTE = vt 90 (W§ + e “thg) ™ /e
M= t( gL )+< (Wg+e”thL)/a)' @

Avant de résoudre (24), on cherche & obtenir suffisamment d’informations sur L qui est la
convolution inverse de M, dont la transformée de Fourier est

L(w) = L 1+7% 27
L(W)_(l—ﬁQ)(:\\(l-i-a(V-i-iw)))< 21 1+ﬁ2>’

puisque X(l +a(v + iw)) = (v + iw)y/1 + a(v + iw). Par ailleurs, on obtient la transformée
de Fourier inverse de w — (1 + a(v + iw))~'/? par une intégration complexe dont le calcul est
explicité dans [10]:

g+ (); (25)

0= b [ty S 1)

T o Jo 1t alv+iw) V2art

alors, p1 la transformée de Fourier inverse de X(l + a(v +iw))~! est la convolution de u avec
e “*1p+. C'est une fonction continue qui s’annule sur R~ et de plus

¢
Ogul(t):/ eVt u(s) ds < Jame™t.
0
Par ailleurs, on remarque que
1 1+72 27 10\ 27 n 1Y) _ =
W( 2% 1+72 01) 1-32\1 7 = Lo(w)-

Montrons maintenant que 7 est bornée dans I’espace de Schwartz S(R). Il est clair que

" Pr(w)y/1+a(v +iw) + Qu(w)

dwk (1+ a(v + iw))m ’

ou Py et Qp sont des polynémes en w et my est un nombre entier. Alors, 'estimation (22)

d* |2
/|w|m‘—2‘ dw
R dw
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sont bornées pour tout entier m et k; ceci prouve laffirmation sur 7). Le théoréme de Paley-
Wiener implique que 7 est & support dans R*.

De plus comme w tend vers l'infini, 7} tend vers zéro; puisque 1 — 72 ne s’annule jamais, 1 — 72
est bornée autour de 0. Alors la matrice Ly appartient & S(RR) et elle est & support inclus dans
RT. On peut écrire maintenant que

L = p1 + p1 * Lo,

et biensir u; * Ly est une matrice bornée de classe C°.
Alors (24) est équivalent a

eIyt 90 (W§ +e “thg) /e
W=t < ( gL >+< (Wg—i-e_”thL)_/s )) (26)

I1 est alors commode de définir

gty =e™ < —90(t) ) et G(W®,t)= ( (WOE + e_ytho)_ ) .

gL(t) (Wi +e™hr)
Si on dote R? d’une norme euclidienne, il est évident que
IG(W,)—G(Z,-)| < |W -Z|. (27)

Théoréme 3.1 Soit Z = {u € HY(Qr) : ux € L?(Qr)}. Alors pour tout ¢ > 0 il eriste
une unique solution faible u* € Z au probléme (11)-(12); de plus, u® posséde les propriétés
fonctionnelles suivantes:

uf € L>(0,T; H*(0, L)), (28a)
uf € L*(0,T; H(0, L)), (28b)
ug, € L*(0,T; L2(0, L)), (28¢)

et pour presque tout T € (0,T) et pour tout v € Z, l'identité variationnelle suivante est satisfaite:

L L
/ ug (-, 7)v (-, 7) dw—/ u1v(+, 0) d:c—/ ufvtdxdt—i-/ uvg dx dt
0 O T T

+a/QT Uzt Vs dwdt_/()T(mav)(L")dt_/OT(mEU)(O,-)dtz/vadxdt‘ (29)

De plus, il existe deuz constantes C et C' telles que
e (|uf(0,t) — v(0,t)| + [u¢(L,t) — v(L,t)|) < Cexp(C't/e)
Preuve: Dans la preuve on omet le parametre € en indice. On réécrit (26) de la maniére suivante:
W =Lx(g+GW,")/e). (30)

Soit T tel que
(TW)(t)=Lx*xg+ L*xG(W,-)/e.

Soit A le maximum de la norme de L(t) sur [0, 7], alors on déduit de (27) I’estimation
A t
(w6~ (20| < % [ W) - 2(s)| ds
7
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et grice aux itérées de Picard, on voit que pour p suffisamment grand, 7P est une contraction
de C’O([O,T];]Rz) dans lui méme. De plus, L * g est de classe C'*°; alors, la méthode standard
pour montrer le théoréme de Cauchy-Lipschitz marche et on obtient alors ’estimation suivante:

‘W(t)| < Cexp(At/e).

On remarque qu’on peut appliquer les itérations de Picard & (30) pour montrer I’existence d’une
solution; il suffit de considérer les itérations:

wWl=0, W' =Lx(g+GW",")/e,

et d’appliquer ensuite les estimations standard. L’unicité est obtenue par des arguments ana-
logues, puisque pour une puissance suffisamment élevée, Papplication 7 : W™ — W™ t! est une
contraction stricte dans ’espace CO([O, T}; ]R?), car L est bornée dans [0, 7. a

4 Estimations sur le probleme pénalisé

4.1 Estimations a priori

Lemme 4.1 Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, indépendamment de € > 0 , uj, u; sont
bornées dans L>(0,T; L?(0, L)), us, est bornée dans L2(Qr), e(m(0,-))? et e(ms(L,-))? sont
bornées dans L (0,T).

Preuve: Ces estimations sont simplement une application du lemme de Gronwall & I’estimation
d’énergie. On multiplie (11) par u§; puis on intégre I’expression ainsi obtenue sur @), on obtient

/ ugui dodt — / uguf dr dt — a/ U uf de dt = / fui dz dt. (31)

On intégre en temps la premiére intégrale de (31), on intégre par parties en espace la seconde
et la troisiéme intégrales, ensuite les conditions aux limites (12) permettent de déduire que

1 T

L
3 | (G nP+ ()P deta [ g Pdedt— [ (meu(z,)de
0 Qr 0

T 1 L (32)
—/0 (meui)(0,)dt = [ fuf dodt + 5/0 (luoal? + ua]?) da.
Par ailleurs, on remarque qu’en g = 0 ou g = L, on a
T c -
| e )ao. ) dt = = (m a0, )7, (3)
Alors la relation (33) implique que
1 [t 2 2 2 € 2|7
3 | (P + P dota [ fuif dade + 5 (me(0,0)2];
2 Jo Q- 2 (34)

€ - 1 [k
+5 (L0 < [ (fudldodes ;[ (uosf? + ) da.
Qr 0
On peut déduire en utilisant un lemme de Gronwall classique que u;, u sont bornées dans

L>®(0,T; L%(0, L)) et uS, est bornée dans L?(Qr), e(m*(0,-))? et e(m(L,-))? sont bornées dans
L>(0,T). 0
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Remarque 4.2 Si on suppose que f s’annule lorsque t > T alors u; et u, sont bornées dans
L>®(0,00; L%(0, L)) et uS, est bornée dans L?(0,00; L%(0,L)) indépendamment de ¢ > 0. Ces
propriétés s’obtiennent en utilisant le méme argument que celui du Lemme 4.1, avec l'origine
du temps déplacée en T'; il est important de remarquer que l’intégrale contenant f est nulle.

Lemme 4.3 Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, u® est bornée dans col/ 2(C_QT) indépen-
damment de € > 0.

Preuve: Soient

1 .
=1 et = — — .
P [0,1] PB BP<5)

Supposons que v appartienne & l'espace de Holder C%'/2. Si 8 e (0,L) et 0 <z < L— 3 alors
la fonction

o(2) - (05 * )@ B/ o(z) - v(y)) dy,
peut étre estimée de la maniere suivante:

lv(z) = (pp * v)(2)] < %\/E [vllgoaya - (35)

Par ailleurs, si v appartient & L2(0, L), et v est prolongé par 0 en dehors de (0, L) alors on voit
immeédiatement que

|U|L2
PE*V| 00 < . 36
o5 # vl < (36)

Lorsque z € [0, L — ], on estime u®(z,t) — u®(x,t') par une inégalité triangulaire
‘us . t)—us(' I | < ‘ua . ) (pﬂ*u ( /))|
+[(pg *u (1) — (pg * u (-, t))| + [w (-, ') = (pg * (-, 1'))]

a laquelle on applique (35) et (36); on obtient alors

4 1
[uf(-,t) = u® (-, t)] < g\/B|UE|Loo(o,T;co,1/2(o,L)) + 3 [uf (-, t) —us(-, t)].

Le Lemme 4.1 permet de déduire que

t' —t
w(-,t) — us (-, t) §C<\/B+| )
| | VB
On obtient une inégalité analogue si § < z < L, en prenant p = 1j_1 ). Le choix de § = |t' —¢|
montre que u® est Holder continue en temps avec un exposant 1/2; la continuité de Holder en
espace est classique. O

Lemme 4.4 Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, soit m® une suite définie par les relations
(14). Alors indépendamment de e > 0, m® est bornée dans M (X7), ’espace des mesures bornées
sur .

Preuve: On integre (11) sur @, et on obtient en utilisant les conditions aux limites I'identité
suivante:

/(;Lui(-,t)‘gdx_/oT(me(L’_)+ma(07_)) dt:/Qdexdt,
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il en découle immédiatement que

[ @y e mo < |

Etant donné que f € L2(Qr), u1 € L?(0, L) et u$ est bornée dans L>(0,T; L%(0, L)), et m® est
non négative, on en déduit le lemme. O

L
(Jug (-, 72 + [ur|?) do + L + / (£ da dt.
Qr

Lemme 4.5 Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, uS, est bornée dans L*°(0,T;L?(0,L))
indépendamment de € > 0.

Preuve: Encore une fois, on utilise des techniques d’énergie mais maintenant on multiplie la
relation (11) par u, puis on intégre sur Q,;

/ upus, drdt — / |l |2 da dt — a/ U gt sy Az dt = / ful, dzdt. (37)
, o o Q-

On intégre par parties la premiére intégrale de (37) en espace puis en temps, on observe que la
troisiéme intégrale de (37) est une dérivée totale par rapport au temps, on a alors

L T
/0((u§u;m) , ‘g /((utumt :ct |0dt+/ |ug,|? dx dt

—/ w |dwdt——/| ,t)|2\gdx=/ e, da dt.
Qr Qr

En utilisant les conditions aux limites (12), (38) devient

L
(0% e 9
el e+ 5 [Tt = e @0+ o I (2P

1 (/7 1 [7 L
+E/ (uiuz) (L, ) dt — —/ (U§Ui)(0,-)dt+/ (uu,) (-, 7) da
0 0
L
fummdxdt_/ ulan:a:dCU+ / |u0wa:| d:E-I—/ |Umt|2d$dt
Qr 0

On estime ensuite les intégrales aux bords en z = 0 et £ = L. Puisque uj et uS, sont bornées
dans L?(Q,), il en découle que

[ ()P + (2 ) e < © (1 gy + ozl (39)

et de maniére analogue on montre que
/0 (150, )2 + [ (L, ) dt < € (I3 gy + 22 ) - (40)

On approche le produit |zy| par |z|2/2v; + vi|y|?/2, en choisissant différentes valeurs de v; > 0,
1 =1,2,3, dans les différents termes, on obtient I'inégalité suivante:

(8% L £ T
[ el dmde 5 s, ()P de < (om0, + (e (20

C
8t e 71/| (o) da ﬂ?/ e P dudi 4 I,
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5o C’Y3

1 [L
”uwHL?(Q.,.) to (”ut”L2(QT) + ”u:ctHL?(Q.r + E/o jug (z, 7)|? da

2ay3
2 o 2 e |2
—F—/Lﬂma+/hmmﬂm+—/mMAMw/N%Aw#
272 Q‘r 0 2 0 Q,,_

On choisit y; > 0 tels que a > 1 et @ > Cvy3/(2 — 72), par conséquent on obtient

L
Q_B_Qﬁ)/|;PMﬁ+<——ﬂ)/h@mﬂPm
2 ) Jo (41)

sgamwﬁ)+((LﬂUb+E

étant donné que f est bornée dans L?(Qr), on déduit le lemme en utilisant le Lemme 4.1. O

Remarque 4.6 Si on suppose que f s’annule lorsque t > T alors indépendamment de € > 0,
u, est bornée dans L?(0,00; L?(0, L)). Ces propriétés se démontrent en utilisant un argument

analogue a celui de la Remarque 4.2.

Remarque 4.7 Les Lemmes 4.1 et 4.5 permettent de déduire que uS est bornée dans H'(Qr).
Soit ui‘ET la trace de uf sur Xr. Puisque ui‘ZT est bornée dans HY/?(3r), on peut extraire

une sous-suite que l’on note encore u;‘ZT telle que

uE

m|ET - uz‘ZT faible dans H'/?(Sr).

4.2 Estimations intérieures

On effectue ici des estimations intérieures.

Lemme 4.8 Sous les hypothése du Théoréme 2.1, pour tout B € (0,L/2), uj, et ul,, sont
bornées dans L?(0,T; L?(B3,L — f3)), indépendamment de ¢ > 0.

Preuve: On commence par multiplier 4° par une fonction de troncature w € C§°(R), et on définit
v® = wuf; ensuite on remarque que w® = v est solution de I’équation de la chaleur, dont le
membre de droite peut étre estimé grace aux lemmes donnés ci-dessus.

La fonction de troncature est définie de la maniére suivante:

1 si <z<L-—
w@={l S P=rsLh (12)
0 si 2z<fB/2 ou z>L-—pj/2.
Soit
ve(+,t) = wu(-,t) (43)
Les dérivées de v® sont
Utat('7 t) = wuit('a t)7
v, (1) = wul, (-, t) + 2waul (-, t) + weu® (-, ),
Vgat (1) = Wtigay (1) + 2waugy (-5 1) + waauf (-, 0).
Les relations ci-dessus ainsi que (11) permettent de déduire que v° satisfait
Uft - vs -G Ummt 'g'ey (44)
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ou

9 =wf — 2wy (ug + auy,) —wm(u6+ onf).

Dans les Lemmes 4.1 et 4.3, nous avons montré que u$, uS, uS, sont bornées dans L?(Q7), u® est
bornée dans C%/2(Qr); puisque f appartient & L2(QT) 11 en découle que g¢ est bornée dans
L*[R x (0,T)). Soit

w®=v; et ¢°=7g°+v,. (45)

En utilisant (45) dans (44), on obtient
w; —aws, =¢°. (46)

Etant donné que v, et g° sont bornées dans L*(R x (0,T)), ¢° est bornée dans L?(R x (0,T)).
Montrons maintenant que w§ est bornée dans L?(R x (0,T)). Tout d’abord, on commence par
multiplier (46) par w$ puis on intégre le résultat ainsi obtenu sur R,

/|w€|2 x—a/wfw;wdx:/gawfdx.
R

On integre par parties le second terme du membre de gauche; puisque w € C§°(R), il en découle
que wiw; s’annule lorsque z tend vers l'infini et on en déduit que

/|wt 1 da + a/ wh, W, dr = / g° wy dx. (47)
R R R
Par ailleurs, on remarque que
€ 2,E 1 €12 1 2
g wide < = [ |gf|°dz + = |wt| dzx. (48)
R 2 Jr 2

En utilisant (48) dans (47) puis en intégrant le résultat ainsi obtenu sur (0, 7), on obtient

/ /|w§|2dacdt+ /lw 2 :c——/| 0)2 dz
g 2dxdt-|— w”dwdt
t

/ /|w§|2dxdt+a/|w N dz
<a/|w |2dx+/ /|g |2 de dt.

wg(+,0) = wau1 + Wiz, (50)

ce qui implique que

(49)

Puisque

uy appartient & H'(0, L) et w appartient & C§°(R), la relation (50) implique que ws(-,0) € L*(R).
Etant donné que g° appartient & L2(R x (0,T)), alors le membre de gauche de (49) est borné.
Alors on déduit de (43) et (45) que u§, est bornée dans L?((3, L — ) x (0,T)) indépendamment,
de €.

On utilise un raisonnement analogue pour montrer que uS,,; est borné dans L2((3, L—3) x (0, T)):
on multiplie (46) par wt,, puis on intégre sur (), puis en utilisant une intégration par parties,

on obtient
1 r T T
—= [ Wi, )P " de—a we,|? dx dt = g°ws,, dx dt. 51
T 0 Tz zT
2 Jr o Jr o Jr

Canum 2003 12



Ensuite on remarque que yz < y2/2vy +v2z2/2 ou 7 € (0,2a) et on obtient

Y /T/ e |2 1 /T/ €12 1/ € 2
a— = wy,|“drdt < — g°|"daxdt + - [ |wi(-,0)|" d.
( 2) 0 ]R| | 27 Jo R| | 2 Rl (- 0)

Puisque g° et wS(-,0) sont bornées dans L?(R) alors on déduit de I'inégalité ci-dessus que w¢,
est bornée dans L2(R x (0,T)). Alors les identités (43) et (45) impliquent que uS,, est bornée
dans L?(0,T; L?(B,L — f3)). O

Remarque 4.9 Si on dérive (44) par rapport a t puis on multiplie le résultat ainsi obtenu par
v§, et on intégre sur (0,7) X R, on déduit que pour tout B € (0,L/2), uS,, est bornée dans
L%(0,T; L?(B, L — B)), indépendamment de ¢.

5 Passage a la limite dans la formulation variationnelle

Les lemmes établis dans le paragraphe précédent permettent de passer & la limite dans la for-
mulation variationnelle associée au probleme pénalisé et de déduire ’existence d’une solution au
probléme (1)-(4b). On commence par remplacer v — u® par v dans (29), on obtient

/OL(ui(v_ue))(.,t)gdx_/ (w0 — ) d

-

+ / (u + o) (v — uZ)dar dt — /0 "(mf (v — ) (L, ) dt (52)

T

—/OT(mE(v—ue))(O,-)dt: /QTf(v—uE) dz dt.

Lemme 5.1 Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, soit u® la solution de (11)-(12). II existe
une sous-suite, encore notée u®, telle que

u® — u dans C%Y2(Qr), (53a)
uf — u; faible x dans L>(0,T; L*(0, L)), (53b)
us — u, dans L*(Qr), (53c)
uS, — ugy faible x dans L>®(0,T; L*(0, L)), (53d)
us, — ugy faible x dans L*(Qr), (53e)
m¢ — m faible * dans M'(Xr). (53f)

De plus le support de m, noté par suppm est inclus dans ’ensemble suivant:
{t e R" : u(0,-) = —ag, w(L,) = —ar}.

Preuve: Le Lemme 5.1 est une conséquence immédiate des Lemmes 4.1-4.4. En effet, puisque u°,
ug, us,, us, et m® sont bornées dans les espaces fonctionnels explicités dans les Lemmes 4.1-4.4
alors on peut extraire des sous-suites, encore notées u®, ug, u;, u>, et m®, qui convergent comme
dans (53). Par ailleurs, uS, est bornée dans L?(Qr) et uS, est bornée dans L*°(0,T; L?(0, L))
alors en utilisant les injections de Sobolev, on déduit qu’on peut extraire une sous-suite, encore

notée uS, telle que uS converge fortement vers u, dans L%(Q7). a

La convergence de u; est obtenue en utilisant les estimations intérieures (Lemme 4.8).
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Lemme 5.2 Sous les hypothése du Théoréeme 2.1. Alors ui converge fortement vers sa limite
dans L?(Qr).

Preuve: Soit y = |uf — uy|2. Pour tout 8 > 0, on a

T / B L-B L
/ ydwdt:/ (/ ydw+/ yd:c-l—/ ydm) dt. (54)
T 0 0 B L-p

Puisque u$ est bornée dans I’espace de Sobolev H(0, L; L?(0,T)), u$ est bornée dans ’espace
C%1/2(0,L; L?(0,T)). On note par C le maximum de |u§($7')|L2(O,T) par rapport a4 x; une
inégalité de Cauchy-Schwarz permet de déduire que

T B8 T L
/ / |u§|2dacdt+/ / e da dt < 2C78. (55)
o Jo 0 JL-p

Soit C' le maximum de [u¢(x, )| 12(0,7);

T B T ,L
/ / |ut|2da:dt+/ / |lug|? d dt < 2C°8. (56)
o Jo o JL-p

Soit v un nombre positif. On choisit S tel que 8C?3 < v /2. Le Lemme 4.8 implique que u§ est
bornée dans H! ([B, L— 3] x [0, T]) alors on peut extraire une sous-suite telle que la restriction
de u§ a [B, L — ] x [0,T] converge fortement vers u;; en particulier, pour «y suffisamment petit,

T L—8
/ / |u§—ut|2d:cdt§
0 Jp

En utilisant (55)-(57) dans (54), on déduit le Lemme. ]

N2

(57)

Théoréme 5.3 Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, le probléme (1)-(4b) posséde une solution
faible u telle que u est COV/2(Qr), ug et uy sont bornées dans L>®(0,T; L?(0, L)), uge est bornée
dans L*(Qr).

Preuve: On passe & la limite dans (52) lorsque € tend vers zéro. Puisque pour tout (r,s) € R2,
(s =r7)(r—s)>0,sionprend s = u®(0,-) + ap et » = v(0, -) + ag, on déduit que

(v(0,-) + ao) (v(0,-) + @) — (u*(0,-) + ao) (v(0,) + ao)

_ _ (58)
< (v(0,-) + ao) (u®(0,-) + ao)~ — (u®(0,-) + ao) (v°(0,-) + ag) -

Puisque v(0,-) > —ag pour tout ¢ € [0, 7], le membre de gauche de 'inégalité (58) s’annule. Par
ailleurs, le membre de droite (58) est égal & (m®(v — u®))(0,-) ce qui nous conduit & I'inégalité
suivante:

/OT (m® (v —u®))(0,-)dt > 0. (59)

On a une inégalité analogue en r = L

/O " (e (v — ) (L, ) dt > 0. (60)

Les inégalités (59), (60), les Lemmes 5.1 et 5.2 permettent de passer a la limite dans la formu-
lation variationnelle (52), on obtient alors (5), ce qui démontre le théoréme. O

Remarque 5.4 L’unicité reste un probléme ouvert.
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6 Les traces
Nous avons montré dans 3.1 ’existence d’une solution u® de (29) telle que
e ! (|uf(0,t) — v(0,t)| + [u®(L,t) — v(L,t)]) < Cexp(C't/e)

et C' est le maximum de la norme de la matrice ||L(t)|| sur R; cette matrice dépend de v comme
C et C' . Soient v/ > 0 et
c'(V)

v=v 4+ 74 1;
€
alors e (Juf(0,¢) —v(0,t)|+|u®(L, t) —v(L,t)|) est une distribution tempérée. Supposons que f
soit & support compact en ¢; alors on déduit de la Remarque 4.2 que les traces u(0, -) et u§ (L, -)
sont bornées dans H/2(R), et donc W§, = e Y (uf(0,t) — vuf(0,1)) et Wi, =e" (uf(L,t) —
vu(L,t)) sont de carré intégrable sur R. On voit immédiatement que ¢t — G(WE(t),t) est de

carré intégrable. On effectue ensuite un produit scalaire de (24) par Wf + vW¢ puis on inteégre
sur R", ce qui est possible grace aux considérations données ci-dessus. On remarque que

| e 0) - (W +vwe) s
= /Ooo (W§(t) + e *(uo(0) +ao)) ™ ((8¢ + v) (W§ + e *(uo(0) + ao))) dt
+ /0 h (W (t) + e (uo(0) + ag)) (e (ug(0) + ao)) dt
+ /0 T (WE®) + e wo(L) + an) (04 +v) (W5 + e (uo(L) +az))) dt
+ /O ” (WE(t) + et (uo(L) + ar))” (€7D (ug(L) + ar)) dt.

Mais
/0 (WE () + e (uo(0) + o))~ (8 + ) (WE(®) + e (uo(0) + ao))) dt
= 2 (W5 )+ e (wol0) +a0)) ™) | ]
2

_ /O - (W5 () + e (uo(0) +a0)) "),

t=00

/0 - (WS (t) + e (uo(0) + ao)) ™ (e 7+ D (ug(0) + ag)) dt

oo B 1 o
= V/ (W5 () + e *(u0(0) + ao)) )2 dt + 4y / e 2 (ug(0) + ag)? dt.
0 0
Alors

1

50+ 1) (00) +00)” + (wo(L) +ar)?)

o0
| @i ®.0)- we 0wy dr <
0
On applique ’identité de Plancherel au terme qui contient M * W¢ dans (24):

/(;OO(M *We) - ((0p +v)W®) dt = % %/R|V +iw* 1+ a(v + iw)|Ws(w)‘2 dw
+% sce/Rp/ 4w/ TF al T iw) (W) (@) Mo (w) W (w) dw

Canum 2003 15



ou 1\70 est défini de la maniére suivante:
2’\ n -1
-2\ - n

En particulier une conséquence de (21) est que la norme de la matrice

v+ iw>/1+a(v + iw)J/\J\o(w)

est bornée indépendamment de w € R et v > 1; soit v la borne supérieure de cette quantité.
Pourv>1letweR, ona

Rv/1+ a(v +iw) > Co(1 + v + /]wl),

alors on déduit en utilisant 'inégalité classique |ab| < |al?/2 + |b|?/2 que
C
=0 ((1+\/_+\/|w v + iw|? ‘Ws |)dw
o
2 3 2 1 2 2
<L dw+ —— L
< o [P d s ((0n(0) + 0 + (L) + 01?)
Co

=y ((1+\/5+ \/W)IvaF\WE(w)V) dw

(61)

|2
/Co 1+f+\/|U)

ce qui implique immédiatement une borne sur la norme L? de W€ indépendamment de ¢ et
de v > 1, puisque W¢ est bornée dans L?(0,00)? grace 4 la Remarque 4.2. Il reste & montrer
(61) pour tout v > 1. Soit ¢ une fonction C*° qui est égale a 1 lorsque ¢ < T' et & 0 lorsque
t > T+ 2/v et dont le gradient est au plus égal & v sur [T, T + 2v], le probléme approché

M+« WeT = g+ orG(W=T,.) /e,

possede une solution pour la méme raison que le probleme limite posséde une unique solution.
La fonction W&7 est & décroissance rapide lorsque ¢ tend vers infini. La modification dans
Pestimation (61) est simple et on montre que

1 —
o / 1+ v + VW) v + iw2[WeT|? dw
R

est bornée indépendamment de €, T et v. On passe a la limite lorsque T" — 00, et on obtient la
conclusion en utilisant 'unicité de la solution de (30).

Théoréme 6.1 Sous les hypothéses de Théoréme 2.1, pour tout v > 1, W€ est bornée dans
H%4(R)? et on peut extraire une sous-suite telle que u5|2 converge vers u|E faiblement dans

Hlso/f(]R), et (ug + aus,) ‘E converge vers (ugy + Qg ‘E faiblement dans H, 1/ 4(R). Alors, u

est une solution forte de (1 )—(4).

Preuve: On obtient une solution forte de (1)-(4), en prenant des limites faibles dans des espaces
fonctionnels appropriés et en appliquant les méthodes standard. Puisque la démonstration est
classique, la vérification est laissée au lecteur. O

Remarque 6.2 La solution est forte car toutes les traces sont définies.

Remerciements: Nous tenons & remercier H. Attouch et L. Paoli pour leurs conseils éclairés.
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