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Idée générale : Pour obtenir des méthodes numériques efficaces, il
ne suffit plus de considérer les critéres habituels (ordre, stabilité,
colit algorithmique), mais il faut réviser |'usage des méthodes en
tenant compte de I'architecture des machines actuelles.



Idée générale : Pour obtenir des méthodes numériques efficaces, il
ne suffit plus de considérer les critéres habituels (ordre, stabilité,
colit algorithmique), mais il faut réviser |'usage des méthodes en
tenant compte de I'architecture des machines actuelles.
Plan :

> Exemple introductif.

» Le modeéle du roofline et ses conséquences.

» Algorithmes, discrétisations et implantation efficaces.



Un exemple introductif. Modele fluide en physique des
plasmas (simulation d'un streamer).

Cathode Computation Anode
domain ]

Figure 1: Computational domain for the studied point-to-plane geometry.

Décharges périodiques :

Un fort voltage est appliqué pendant ~ 10~8 seconde, suivi par
une période relaxation de ~ 10~* seconde.

Distance entre la cathode et I'anode : 1 cm.



Simulation d'un streamer
Modeéle de Drift-Diffusion :

» Systeme de Réaction—Diffusion—Convection :

Otne — Ox - Ne & — Ox - (De Oxne) = Ne|Ve| — Nen|Ve| + NenpBep + My
Oenp + Ox - npif, — O - (Dp Oxnp) = Ne 0| V| — NenpBep + MnNpPup
8tnn - 8x ‘ \21 8 (Dn 8><nn) - ne77|‘7e‘ - nnnpﬂnp — Np7y

» Couplé a une équation de Poisson :

aoafV:—qe(np—nn—ne), Ez—@XV, \7,-:/1,-5.



Simulation d'un streamer
Modeéle de Drift-Diffusion :

» Systeme de Réaction—Diffusion—Convection :

Otne — Ox - Ne & — Ox - (De Oxne) = Ne|Ve| — Nen|Ve| + NenpBep + My
Oenp + Ox - npif, — O - (Dp Oxnp) = Ne 0| V| — NenpBep + MnNpPup
Orny — Oy - My — Ox - (D Oxny) = NeN|Ve| — MnpBup — My

» Couplé a une équation de Poisson :

5083V:—qe(np—nn—ne)7 E:—(?XV, \Z:M;E.

Echelles de temps les plus rapides de la réaction ~ 1014
seconde :

Ce probleme est vraiment multi-échelles !



Plasma, méthode numérique

Splitting de Strang :

Sat(uo) = Rats2© Daey2 0 Car © Datyz © Raey2(uo)-
Comment choisir v; in Cat?

1. Calculer v; a partir de ug (résoudre une équation de Poisson)
=> méthode d'ordre 1.



Plasma, méthode numérique

Splitting de Strang :

Sat(uo) = Rats2© Daey2 0 Car © Datyz © Raey2(uo)-

Comment choisir v; in Cat?
1. Calculer v; a partir de ug (résoudre une équation de Poisson)
=> méthode d'ordre 1.
2. Calculer uyj = Catj2 © Datj2 © Rae/2(to), puis calculer v; a
partir de uy /> (une équation de Poisson) => méthode
d'ordre 2.



Plasma, méthode numérique

» On a des approximations d'ordre 1 et 2 => pas de temps
adaptatif.

1. Max DUARTE et al. « A new numerical strategy with space-time adaptivity
and error control for multi-scale streamer discharge simulations ». In : J.
Comput. Phys. 231.3 (2012), p. 1002-1019.

2. Stéphane DESCOMBES et al. « Task-based adaptive multiresolution for
time-space multi-scale reaction-diffusion systems on multi-core architectures ».
In : SMAI Journal of Computational Mathematics 3 (avr.. 20&7), p= 29-51.



Plasma, méthode numérique

» On a des approximations d'ordre 1 et 2 => pas de temps
adaptatif.

> La solution développe de forts gradients qui se propagent : il
faut adapter le maillage. Nous utilisons une méthode
multiresolution / volumes finis. ! 2

1. Max DUARTE et al. « A new numerical strategy with space-time adaptivity
and error control for multi-scale streamer discharge simulations ». In : J.
Comput. Phys. 231.3 (2012), p. 1002-1019.

2. Stéphane DESCOMBES et al. « Task-based adaptive multiresolution for
time-space multi-scale reaction-diffusion systems on multi-core architectures ».
In : SMAI Journal of Computational Mathematics 3 (avr.. 20&7), p= 29-51.



Plasma, méthode numérique

» Réaction : Radaub.
» Equation de la chaleur et équation de Poisson :
» Factorisation incompléte : coliteuse.

» Solution : coliteuse.
» La plus grande partie de temps calcul est employée a les

résoudre.



Plasma, méthode numérique

» Réaction : Radaub.
» Equation de la chaleur et équation de Poisson :

» Factorisation incompléte : coliteuse.

» Solution : cofiteuse.

» La plus grande partie de temps calcul est employée a les
résoudre.

Pour comprendre pourquoi, il faut comprendre (un peu) le
fonctionnement des ordinateurs contemporains.



Processeurs contemporains

SIMD (instructions AVX) :

En un tour d’horloge, faire :

yi= aix; + bi, i=1,4 (8 flops).
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Processeurs contemporains

SIMD (instructions AVX) :

En un tour d’horloge, faire :

yi= aix; + bi, i=1,4 (8 flops).

Supposons que nous ayons une machine qui posséde 2 x 12 ceeurs,
avec une fréquence d’horloge de 2,2 10° cycles par seconde et qui
peut faire 2 instructions AVX simultanément (architecture Intel
Broadwell).

La performance « pic »est :

AVX fréqu. ceeurs

2x8 x 22100 x 2x12 844,8 Gflops/second.
Performances presque impossibles a atteindre !
Pourquoi ?
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L'intensité arithmétique et le modéle en Toit (Roofline
Model)

RAM
En pratique, dans la plupart
¢T des cas, les performances sont
limitées par la bande passante
de la machine.

Performances atteignables (en
CrU GFlops/sec) ?

CACHE
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L'intensité arithmétique et le modéle en Toit (Roofline
Model)

RAM

En pratique, dans la plupart
¢T des cas, les performances sont
CACHE limitées par la bande passante

de la machine.

Performances atteignables (en

CrU GFlops/sec) ?

Intensité arithmétique d'un programme

I, = nombre d'opérations / nombre de flottants doubles échangés.

Performances atteignables (GFlops/sec) =

min(Performance « pic », Bande passante de la machine x /,).



L'intensité arithmétique et le modéle en Toit (Roofline
Model)

Broadwell, 2 x 12 cceurs : bande passante ~ 13,6 Giga-doubles/s.



L'intensité arithmétique et le modéle en Toit (Roofline
Model)

Broadwell, 2 x 12 cceurs : bande passante ~ 13,6 Giga-doubles/s.

Pour atteindre la performance pic vous avez besoin de : [, ~ 62!
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Modele en Toit 3
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Si 'intensité arithmétique dépasse 4, il faut vectoriser.

3. Samuel WiLLIAMS, Andrew WATERMAN et David PATTERSON. « Roofline:
An Insightful Visual Performance Model for Multicore Architectures ». In :
Commun. ACM 52.4 (avr. 2009), p. 65-76.




L'intensité arithmétique et le modéle en Toit (Roofline
Model) : quelques exemples.

Unité utilisée : double.

1. Produit scalaire s =Yy xi.yi © [ =1.
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L'intensité arithmétique et le modéle en Toit (Roofline
Model) : quelques exemples.

Unité utilisée : double.

1. Produit scalaire s =Yy xi.yi © [ =1.

2. Appliquer le stencil a 7 points du Laplacien (3d) :
l,=8/8=1.

3. Produit de 2 Matrices C = A.B: [, =2 n®/4 n> = O(n).

0.1-1.0 flops per byte Typically < 2 flops per byte 0(10) flops per byte
A A A

Particle

Stencils (PDEs) Methods
FFTs, Dense
Lattice Boltzmann Speciral Methods Linear Algebra
(BLAS3)

Methods 2

v N Y
o(1) O(log(N) ) O(N)



Intensité arithmétique : expériences
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Produit de deux matrices (DGEMM, Intel mkl version paralléle).



Intensité arithmétique : expériences
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Produit Matrice x Vecteur (DGEMV, Intel mkl, version paralléle).



Intensité arithmétique : expériences

Gflops/s

T T
matrice x matrice @

700 | Matrice x vecteur @ o

600 L4

400 - [ ] L]
300 [ °
200 |
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Lo o @ 0 8 o0 .0 ® e 0 o o
1 10 100 1000 10000 10000¢
n

Matrice x Matrice et Matrice x Vecteur.



Intensité arithmétique : expériences

Appliquer le stencil a 7 points du Laplacien 3-d, stocké dans une
matrice CSR/CSL (cad.. stocker les coefficients et les indices des
lignes) :



Intensité arithmétique : expériences
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Intensité arithmétique : expériences

Appliquer le stencil a 7 points du Laplacien 3-d, stocké dans une
matrice CSR/CSL (cad.. stocker les coefficients et les indices des

lignes) :
0O 1 2 3 4 0 1 2 3 45
o[ TosT Te1] wafo L[ T] 1T
1 82 9.2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
2 11|28 ooﬁnd‘o{z‘q‘l‘zh‘2‘0‘2‘3|1‘3‘
3|30 15| 45 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
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» Bande passante : 37/2 doubles; Flops : 13 => /[, ~ 0, 7.
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Intensité arithmétique : expériences

Appliquer le stencil a 7 points du Laplacien 3-d, stocké dans une
matrice CSR/CSL (cad.. stocker les coefficients et les indices des
lignes) :

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5

2o Jos|_Ter] o To T ol T T

82 92 01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
11|28 wﬁm‘o{z‘q‘l‘zh‘z‘n‘z‘z‘1‘3‘

3.0 15|45

2w on o~ o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
2.5 8.9 values [2.0[3.5‘o./‘&z‘&z‘l.l‘2.8‘3.0‘1.5‘4.5"2.5‘8.9‘

» Bande passante : 37/2 doubles; Flops : 13 => /[, ~ 0, 7.
» Bdwth machine : 13,6 Giga doubles/s
=> Atteignable = 0,7 x 13,6 = 9,52 Gflops.

Mesuré : 8,99 Gflops.



Pas d'espoir ? Le stencil a 7 points (I, = 1) est-il limité a
13,6 Gflop/s?
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Pas d'espoir ? Le stencil a 7 points (I, = 1) est-il limité a
13,6 Gflop/s?

Non! On peut réutiliser les données en cache.

k | Max.l, | Gflops/s
0| 4,0 54, 4
1 3,3 44,8
2] 3,0 40,8
3 2,8 38,1
Y =S7(U) + XV



Eviter :
» Les produits scalaires.
» Les matrices CSR/CSL (LU incomplet).

Les combinaisons linéaires de grands vecteurs..

v

v

Les méthodes peu parallélisables.

v

Les méthodes a faible intensité arithmétique.



Eviter :
» Les produits scalaires.
» Les matrices CSR/CSL (LU incomplet).

Les combinaisons linéaires de grands vecteurs..

v

v

Les méthodes peu parallélisables.

v

Les méthodes a faible intensité arithmétique.
Préférer :
> ... les méthodes a grande intensité arithmétique.

> Les méthodes « embarrassingly parallel ».



Equation de la chaleur

Comment éviter :
> Les matrices CSR/CSL (LU incomplet).

Les combinaisons linéaires de grands vecteurs..

v

v

Les méthodes peu parallélisables.

v

Les produits scalaires.



Méthodes de Runge—Kutta et problemes linéaires

— = F(t,u), u(ty) = wo,

F : [to, +oo[xR" — R".



Méthodes de Runge—Kutta et problemes linéaires

— = F(t,u), u(ty) = wo,
F : [to, +oo[xR" — R".

Méthode de Runge—Kutta, avec s étages :

ki = F(Xo+Ci5f,)/0+5t(zjs':13ijkj)) i=1...

up = U()+51.‘ijkj.
j=1



a al11 da12 e dls—1 dls
8) ar1 a2 e d2s—1 dazs
Cs | ds1 ds2 ' dss—1 dss

bl b2 e bs—l bs

Tableau de Butcher
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s x n. Exemple : Radaub.



a al11 da12 e dls—1 dls
8) ar1 a2 e d2s—1 dazs
Cs | ds1 ds2 ' dss—1 dss

bl b2 ot bs—l bs

Tableau de Butcher

Classification :
» Méthode implicite : résoudre un systeme linéaire de taille
s x n. Exemple : Radaub.
» Diagonalement implicite : Vi, Vj > i, a; = 0. Résoudre s
systémes de taille n; (en général : Vi a; = 7).



a al11 da12 e dls—1 dls
8) ar1 a2 e d2s—1 dazs
Cs | ds1 ds2 ' dss—1 dss

bl b2 ot bs—l bs

Tableau de Butcher

Classification :
» Méthode implicite : résoudre un systeme linéaire de taille
s x n. Exemple : Radaub.
» Diagonalement implicite : Vi, Vj > i, a; = 0. Résoudre s
systémes de taille n; (en général : Vi a; = 7).
» R-K. Explicite : Vi,Vj > i, aj = 0. pas de systéme a
résoudre !



Méthodes de Runge—Kutta et problemes linéaires

On regarde :



Méthodes de Runge—Kutta et problemes linéaires

On regarde :

du
— =\ A
™ u, e C

Posons : z = A\dt. Alors :
> si la méthode est (diagonalement) implicite : u; = Q(z)up ou
@ est une fraction rationnelle.

> si la méthode est explicite : u3 = Q(z)up, mais Q est un
polyndme.



Runge—Kutta méthode : stabilité

D={zeC, |Q(2)] < 1}.



Runge—Kutta méthode : stabilité

D={zeC, |Q(2)] < 1}.

» Méthode explicite : D est borné dans toutes les directions.
(la taille de D est de I'ordre de 1).
» Méthode implicite :
» A-stabilité : C~ C D.
» L-stabilité : A-stabilité et Q(z) — 0 quand Re(z) — —oc.
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E = EAU,
on a z~edt/h?. Alors :
» méthode explicite Classique : dt < Ch?/e,
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Pour :

E = EAU,

on a z~edt/h?. Alors :
» méthode explicite Classique : dt < Ch?/e,

» Méthode (diagonalement) implicite et A-stable : pas de borne
pour dt (excepté la précision !)



Runge—Kutta méthodes : stabilité

Pour :

E = EAU,

on a z~edt/h?. Alors :
» méthode explicite Classique : dt < Ch?/e,
» Méthode (diagonalement) implicite et A-stable : pas de borne
pour dt (excepté la précision !)

Y a-t-il de la place entre ces méthodes?



Méthodes de Runge—Kutta explicites a grand domaine de
stabilité

Une méthode RK. explicite d'ordre p a au moins p étages. Par
exemple la méthode RK4 classique :

Q(z)=1+2z+42%/2+4 23/6 + z*/24.



Méthodes de Runge—Kutta explicites a grand domaine de
stabilité

Une méthode RK. explicite d'ordre p a au moins p étages. Par
exemple la méthode RK4 classique :

Q(z)=1+z+2%/2+2%/6+ 2*/24.

Idée pour I'ordre p, utiliser s > p étages :

et choisir a;,i = p+ 1, s de sorte que D ait la plus grande
extension possible le long de I'axe réel négatif.



Méthodes de Runge—Kutta explicites a grand domaine de
stabilité

» 1r¢ génération. Dumka (Lebedev). Polyndme optimaux de la

forme
S

H(l — jz).

i=0
Pour du/dt = Au :

s

up = H(/ — aj0tA)up.
i=0

Produit de méthodes d'Euler explicites => probléme de
stabilité, résolu par un ordonnancement astucieux des
coefficients a;.

Un peu trop délicat.



Méthodes de Runge—Kutta explicites a grand domaine de
stabilité

» 2¢ génération. Méthodes Rock (A. Abdulle). Polynéme quasi
optimal.
» Pour un s donné on a un ensemble de s — p polynémes

orthogonaux pur un poids w.
> le poids w est un polynéme.

4. A. ABDULLE et A. MEDOVIKOV. « Second order Chebyshev methods based
on orthogonal polynomials ». In : Numer. Math. 90.1 (2001), p. 1-18.

5. A. ABDULLE. « Fourth order Chebyshev methods with recurrence
relation ». In : SIAM J. Sci. Comput. 23.6 (2002), 20412054 (electronie).



Méthodes de Runge—Kutta explicites a grand domaine de
stabilité

» 2¢ génération. Méthodes Rock (A. Abdulle). Polynéme quasi
optimal.
» Pour un s donné on a un ensemble de s — p polynémes
orthogonaux pur un poids w.
> le poids w est un polynéme.
Difficultés :

> reconstruire une méthode de Runge—Kutta.
(apparaft comme la composition de deux méthodes RK).
> trouver son ordre.

(B-series, groupe de Butcher).

4. A. ABDULLE et A. MEDOVIKOV. « Second order Chebyshev methods based
on orthogonal polynomials ». In : Numer. Math. 90.1 (2001), p. 1-18.

5. A. ABDULLE. « Fourth order Chebyshev methods with recurrence
relation ». In : SIAM J. Sci. Comput. 23.6 (2002), 20412054 (electronie).



Méthodes de Runge—Kutta explicites a grand domaine de
stabilité

» 2¢ génération. Méthodes Rock (A. Abdulle). Polynéme quasi
optimal.
» Pour un s donné on a un ensemble de s — p polynémes
orthogonaux pur un poids w.
> le poids w est un polynéme.
Difficultés :

> reconstruire une méthode de Runge—Kutta.
(apparaft comme la composition de deux méthodes RK).
> trouver son ordre.

(B-series, groupe de Butcher).

Existe pour I'ordre 2 et I'ordre 4 (Rock2, Rock4)*5.

La taille du domaine de stabilité le long de R~ croit comme p?.

4. A. ABDULLE et A. MEDOVIKOV. « Second order Chebyshev methods based
on orthogonal polynomials ». In : Numer. Math. 90.1 (2001), p. 1-18.

5. A. ABDULLE. « Fourth order Chebyshev methods with recurrence
relation ». In : SIAM J. Sci. Comput. 23.6 (2002), 20412054 (electronie).




Méthodes de Runge—Kutta explicites a grand domaine de
stabilité

Cas linéaire :
1. 1 méthode : récurrence a 3 termes.

2. 2 méthode : RK explicite classique
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Méthodes de Runge—Kutta explicites a grand domaine de
stabilité

Cas linéaire :
1. 1 méthode : récurrence a 3 termes.

2. 2 méthode : RK explicite classique — polynédme— schéma de
Horner pour I'évaluer.

Pour du/dt = Au, il suffit de savoir calculer :

> v+ aAx + By,
> v aAx + [y +vz.

Pour le « Laplacien a sept points » on peut atteindre 30 Gflops/s.



Comparaison entre Crank-Nikolson et Rock2.

_1+4+2z/2
1-2z/2

(A-stable mais pas L-stable!).
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Comparaison entre Crank-Nikolson et Rock2.

_1+4+2z/2

R_l—z/2

(A-stable mais pas L-stable!). .
Crank-Nikolson(circles) and Rock2 (triangles) degree of (full) polynomial in Rock2
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Précision/h comparables. Pouvez-vous résoudre un grand systéme
linéaire pour un coiit inférieur a 5 produits matrice x vecteur?



30 Gigaflops/s... comment faire mieux ?



Stencils a haute intensité arithmétique avec les méthodes
DG

> Maillage cartésien 3d : on obtient un stencil a 7 matrices.
» Haute intensité /.

» Libre choix des bases de polynémes.



Stencils a haute intensité arithmétique avec les méthodes
DG

> Maillage cartésien 3d : on obtient un stencil a 7 matrices.
» Haute intensité /.

» Libre choix des bases de polynémes.

|

(assez facile DG!)



Stencils a haute intensité arithmétique avec les méthodes
DG

Quelle méthode DG?

1P [50] LDG [41]
BabuskaZlimal [7)
Brezzi et al. [22]
Brezi et al. [23]

NIPG (64 Bassi et al. [13)

consistent methods (section 3.4) stable methods (section 4.2)

Le meilleur choix semble étre la méthode de pénalité intérieure
Interior Penalty (IP)®.

6. Douglas N. ARNOLD et al. « Unified analysis of discontinuous Galerkin
methods for elliptic problems ». In : SIAM J. Numer. Anal. 39.5 (2001/02),
p. 1749-1779.



Méthode DG / Ip

Les inconnues sont o, et up.

/O'h.TdX: —/uhV.de+ / Uknk.Tds V1 € X(K),
K K oK

/ah.VvdW: /fvdx + / Fk-mkvds Vv € P(K).
K K K

Ou Gk sont ik des flux numériques.



Méthode DG / Ip

Les inconnues sont o, et up.

/O'h.TdX: —/uhV.de+ / Uknk.Tds V1 € X(K),
K K oK

/ah.VvdW: /fvdx + / Fk-mkvds Vv € P(K).
K K K

Ou Gk sont ik des flux numériques.

Soient K; et K> deux éléments e
voisins avec une face commune e. N

Sur e :

$(x) eRT ¢=%(¢1+¢2) [¢] = ¢p1.m1 + P2.12,
HNER - o= (bitd) o= +om



Méthode DG / Ip

0=up, &= Vpup—nehg up).

Mais on peut éliminer oy, :

Forme primale

Bh(uh, V) = /Qthh.thdx = /r([uh].th + thh.[v])ds

I /I_a[uh].[v]ds.

avec a = 7ch; Lsur chaque e € £.



DG

On implante la méthode en utilisant :
> La base de Legendre :
Qijk = Pijk(x,y,2z) = pi(x) pi(y) p(2),

avec

pi(s) = Li((2s — h)/h), | = 0,degré.
(normalisée pour avoir une matrice de masse identité).

» pour des polyndmes de degrés 2 a 5 (thanks to SageMath
software).



DG

Meilleures performances pour le degré 3 :
> [, croit avec le degré.

» Les ordinateurs actuels vectorisent les opérations sur les
vecteurs de taille multiple de 4.



DG : stencil pour des polynémes de degré 3

> A;; est une matrice 64 x 64 avec 4 termes non nuls par ligne.

> If i #j, Aij a 256 termes non nuls, avec une structure
réguliere (boucle sur une matrice 4 x 4 pour effectuer le
produit).
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A,",' 1 X 512 = 512

Total : 3584 flops.



DG : stencil pour des polynémes de degré 3

> A;; est une matrice 64 x 64 avec 4 termes non nuls par ligne.

> If i #j, Aij a 256 termes non nuls, avec une structure
réguliere (boucle sur une matrice 4 x 4 pour effectuer le

produit).
1,7
> Flops :
Aij, i#j + 6 x 512 = 3072
A,",' 1 X 512 = 512
Total : 3584 flops.

» Bande passante de la méthode : 8 x 64 = 512 (doubles).
Donc, I, = 7 sans réutilisation des données.



DG : stencil pour des polynémes de degré 3

l,=T17.

» Performance « pic » théorique :
7 x 13,6 = 95, 2 Gigaflops/second.



L’équation de Poisson

Gradient conjugué préconditionne.

Préconditionnement Tchébichef :

Trouver s € P, qui minimise :

1—Xs(\
I \ s(A)]-

La solution est un polynéme de Tchébichef « shifté ».

Pour résoudre Ax = B, utiliser M~! = s(A) comme
préconditionneur :



L’équation de Poisson

Gradient conjugué préconditionne.

Préconditionnement Tchébichef :

Trouver s € P, qui minimise :

1—Xs(\
I \ s(A)]-

La solution est un polynéme de Tchébichef « shifté ».

Pour résoudre Ax = B, utiliser M~! = s(A) comme
préconditionneur :

Evaluation avec la formule de récurrence a 3 termes.



GCP

ro: =b—Axp;uo =M tr; po = uo;
for i=0,...do:

s := Ap;

a=<r,u>/<s pi>

Xit1 = Xj + ap;

riq1 ‘= ri — Qs

Uip1 := M7 1ri

B =< riy1, Uip1 > [/ < ri,up >

pi+1 = Ui+1+ Bpi



GCP

ro: =b—Axp;uo =M tr; po = uo;
for i=0,...do:

s = Ap;

a=<r,u >/ <s pi>

riq1 ‘= ri — Qs

uiy1 == M rig

B =< riy1, Uity > / < ri,up >

Xi+1 1= Xj + apj

pi+1 = ui+1 + Bp;i



Retour vers le passé
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Grille 1283 éléments (5123 inconnues).
Indexation des éléments par la fonction de Peano (= Z-curve) =>
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Implantation et Résultats

Grille 1283 éléments (5123 inconnues).
Indexation des éléments par la fonction de Peano (= Z-curve) =>
réutilisation des données en cache.

> Y = AX.

197 Gflops/s, 3 10° Pts/s.

Sans réutilisation des caches : 95,2 Gflops/s.
» Y' = AY, Rocké.

185 Gflops.



Résultats

» AX =F, GCP.
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Peut-on faire mieux?

» Mieux utiliser les coeurs superscalaires et limiter les accés au
cache.

Intel Haswell Execution Engine

192-entry Reorder Buffer

y Unified Reservation Station
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Coeur de processeur contemporain




Peut-on faire mieux?

» Mieux utiliser les coeurs superscalaires et limiter les accés au
cache.

Intel Haswell Execution Engine

192-entry Reorder Buffer

y Unified Reservation Station

Outil Intel IACA.

FMA Ful
2560 FP.
Add

FVA
2560 F
Mul

Réorganiser le code a
I'échelle « microscopique ».

Coeur de processeur contemporain




Peut-on faire mieux?

> Meilleur « tiling ».

[

c N

Ordre « Z »(Peano)

x =0,x1x2...Xp.

Peano(x,y,z) = x1y121x0)222

. XnYnZn-



Peut-on faire mieux?

Double tiling.

Boucles imbriquées sur les
A et les B.

Tailles choisies pour que A
tienne dans le cache L2 et
B dans le cache L1.



Merci!



