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Premiere partie

ALGEBRE






Chapitre 1

Fractions rationnelles

1.1 Définitions

Les fractions rationnelles font suite aux polynomes que vous avez étudiés
au Semestre 1. La encore l'esprit est algébrique plutot qu’analytique. Il ne
s’agit pas d’étudier les propriétés exactes des fonctions rationnelles (graphes,
limites, dérivées etc.), mais plutot les propriétés algébriques de ces fonctions :
manipulation des expressions, simplifications, etc. Avec un objectif majeur :
la décomposition en éléments simples. C’est une représentation tres pratique
et tres simple des fractions rationnelles ; la principale application est le calcul
des primitives. En effet, a la fin de ce chapitre nous serons capable de calculer
la primitive de n’importe quelle fonction de la forme

P(x)
Q(x)

ou P et ) sont des polynomes. Par exemple

F(z) =

3xt—Tr+5
33—+ —12°

F(x) =

Aujourd’hui avec vos outils usuels de calcul de primitives, vous ne pouvez
en aucune maniere calculer une primitive (ou une intégrale) avec une telle
fonction.

Nous pouvons attaquer les définitions.

Définition 1 Une fraction rationnelle sur un corps K (qui sera Q, R ou C)
est une expression formelle de la forme
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ot P et Q sont des éléments de K[X].

On comprend cette expression comme un quotient de polynomes avec les
propriétés algébriques qui en découlent, en particulier on identifie deux frac-
tions rationnelles

si et seulement si
Pi(X)Q2(X) = P(X)Q2(X)

au sens de l’égalité dans K[X].
L’ensemble des fractions rationnelles sur le corps K est noté K(X).

Proposition 1.1.1 Toute fraction rationnelle f(X) peut s’écrire

FX) = o)

avec PN Q =1 et QQ unitaire. L’écriture de F sous cette forme est unique.

Démonstration Si F(X) = P(X)/Q(X) et que D = P A Q, on alors
P=P Det @Q=Q;Ddonc f=(P,D)/(Q D). Mais avec la définition de
I'égalité des fractions rationnelles, cette fraction est aussi égale a P;/Q);.

On peut aussi factoriser le coefficient de plus haut degré de @) et simplifier
le quotient, cela rend () unitaire. Nous avons prouvé l'existence de cette
représentation de f.

Pour I'unicité, par 1'absurde supposons que F = P;/Q; = P»/Qs sont
deux représentations de F' avec ces propriétés. On a donc P Qs = P, @y,
donc Q9 divise P, ()1, mais comme Qo A P, = 1 on a (), divise ()1, par le
Théoreme de Gauss pour les polynomes. De la méme fagon on montre que (04
divise ()2, donc les polynomes ()1 et ()5 sont égaux a un facteur scalaire pres.
Mais comme ils sont tous deux unitaires, ils sont donc égaux. On obtient
ensuite facilement que P; et P, sont aussi égaux. O

Les polynomes usuels (P(X) € K[X]) sont vu comme des cas particulier
de fractions rationnelles, en les identifiant & la fraction rationnelle P(X)/1.

Définition 2 Les opérations de somme et de produit pour les fractions ra-
tionnelles sont définies comme suit : si F(X) = P (X)/Q1(X) et G(X) =
Py(X)/Qa(X), on pose

Pi(X)Q2(X) + P(X)Q:(X)
Q1(X)Q2(X)

F(X)+G(X)=
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et

Ce sont encore des éléments de K(X).
Muni de ces lois (K(X),+, x) est un corps commutatif (remarque cultu-
relle, hors programme).

Définition 3 On appelle degré d’une fraction rationnelle F = P/Q, la
quantité
deg F = deg P —deg @,
ou deg P et deg () sont les degrés usuels de P et () en tant que polynomes.
Notez que deg F' appartient a Z et pas seulement a N.

Proposition 1.1.2 Le degré de F' ne dépend pas de la représentation de F
sous la forme P/Q.
On a les mémes propriétés que pour les polynomes, a savoir

deg (F' + G) < max{deg f,deg g}, deg FG =deg f +deg g.

Démonstration Si F' = P,/Q; = P»/Qq, alors PiQy = P,Q,, donc
deg (P1Q2) = deg (P2Q4), c’est a dire deg P, + deg Q2 = deg P> + deg Q.
Ce qui donne finalement deg P, — deg Q1 = deg P, — deg ()3. Ce qui prouve
que deg F' ne dépend pas de la représentation f = P/Q.

La formule de degré du produit est laissée en exercice. Faisons le cas de
la somme. On a

deg '+ G = deg P1Q2 + Q1 — deg Q1Q:
< max{deg P1Qy,deg P} — deg Q1 — deg Q2
= max{deg P, + deg Q2,deg P, + deg Q1} — deg Q1 — deg Q- .

On distingue les deux cas :

—sideg Py+deg Q2 < deg Py+deg Q1 (ce qui revient a deg F' < deg G),
alors le dernier membre ci-dessus vaut deg P, +deg Q1 —deg @1 —deg Qs =
deg G,

—si deg P +deg (Qy > deg Py +deg Q) (ce qui revient a deg f > deg g),
alors le dernier membre ci-dessus vaut deg P 4+ deg ()2 —deg ()1 —deg ()s =
deg F.

Donc au final deg F'+ G < max{deg F,deg G}. O

Définition 4 Soit ' = P/Q € K(X) mis sous sa forme réduite. On appelle
zéros de F' les racines de P. On appelle poles de F' les racines de Q).

Les poles sont les points de K ou la fonction f n’est pas définie.

La multiplicité d’un pole xo de [ est la multiplicité de xq comme racine

de Q).
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Définition 5 On définit la dérivée formelle de la fraction rationnelle F' =

P/Q par
/ P/Q_PQI

C’est aussi une fraction rationnelle.

1.2 Décomposition en éléments simples

La premiere étape consiste a se ramener a des fractions rationnelles P/Q
ol deg P < deg Q).

Proposition 1.2.1 Soit F' € K(X), alors il existe un unique décomposition
F=FE+G

ou E est un polynome (E € K[X]) et G est une fraction rationnelle telle que
deg G < 0.

Démonstration On prend une représentation f = P/Q. Si deg P <
deg @ il n’y a rien a faire. Si deg P > deg () alors on effectue une division
euclidienne de P par (), ce qui donne une décomposition

P=FEQ+R
avec E, R € K[X] et deg R < deg Q. Cela donne

F=E+1,
Q@
d’ou la représentation annoncée.

Montrons 'unicité de cette représentation. Si F' = E, + Gy = Ey + Go
sont deux décompositions de cette forme, alors E; — Ey = G5 — GG est de
degré strictement négatif, ce qui est impossible pour un polynome, sauf pour
le polynome nul. On a donc F; = Es et donc G = Gbs. O

On traite maintenant chaque pole.

Proposition 1.2.2 Soit F' = P/Q une fraction rationnelle, avec un péle a

de multiplicité k. Soit Q € K[X] tel que Q(X) = (X — a)*Q(X). Alors, il
existe un unique couple R, S € K[X] tel que deg S < k et
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Démonstration Regardons tout de suite I'unicité. Si

R S R S
B S RS

F Q (X —a)k Q (X- a)k

on a alors

(R — Ry)(X —a)f = (1 — $2)Q.

La racine a est de multiplicité au moins k£ dans le membre de gauche, alors
qu’elle ne peut étre que de multiplicité strictement inférieure dans le membre
de droite. Donc on a forcément R, — Ry = 0 et on obtient facilement 'unicité.

Montrons D'existence maintenant. Comme (X — a)* et @ sont premiers
entre eux, il existe U,V € K[X] tels que P = U(X — a)* + V Q. On effectue
ensuite la division euclidienne de V' par (X — a)*, ce qui donne V = A(X —
a)® + B, avec deg B < k. On a ainsi

P=(U+AQ)(X —a)*"+ BQ,

ce qui donne
U+ AQ B
= ke A _
Q (X —a)k

C’est la décomposition annoncée. O

F

Définition 6 La partie S/(X — a)* dans le théoréme ci-dessus est appelée
partie polaire de F associée au pole a.

On peut maintenant énoncer le premier grand théoreme de décomposition
en éléments simples.

Théoréme 1.2.3 (Décomposition en éléments simples dans C(X)) Pour
toute fraction rationnelle F = P/Q € C(X) avec

QIX)= (X —a)™ ... (X —a,)*
il existe une unique décomposition

n

PV AL AL
F=E L 2 NI R
+Zx?—m+a>mﬁ+ +u>mw)

avec E € C[X] et tous les X, € C.
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Démonstration On applique la proposition 1.2.1, puis on répete la
proposition 1.2.2 pour obtenir la représentation

F= E+Z (1.1)

_az

avec B, Ay, ..., A, € K[X] et deg A; < k;. 1l suffit maintenant de voir com-
ment s’effectue le passage de A;/(X — a;)* A

al + X +...+ )\;‘ci
X —a; (X — CLZ')2 o (X — ai)ki .
Le polynome A; appartient & Cy, 1[X], la famille 1, (X —a;), .. (X a;)ki—t
est une base de Cy,_1[X] (car échelonnée), donc il existe A{,..., X € C tels
que

A; = Z /\’ — az . (1.2)

Ce qui donne la décomposition voulue.

Montrons l'unicité. Si on a deux telles décompositions alors les parties
entieres sont égales, en utilisant 'argument déja vu de degré strictement
négatif pour un polynome.

Ensuite, dans la proposition 1.2.2, la partie polaire de a est unique. Donc
la décomposition (1.1) est unique.

Ensuite la décomposition (1.2) est aussi unique car ¢’est une décomposition
dans une base. On a montré I'unicité. 0

Dans R(X) la décomposition en éléments simples prend une forme différente.

Théoréme 1.2.4 (Décomposition en éléments simples dans R(X)) Pour
toute fraction rationnelle F = P/Q € R(X) avec

QX)) =(X—a)" ... (X —a)" (X?+ 5 X 4+7)" . (X2 4B X 49

la décomposition de Q) en facteurs irréductibles de R[X], il existe une unique
décomposition

Al |
F=E 2 o
+Z< T T oap T +(f—ai)ki>+

+Z( /~L1X+771 + 4 /’LinX—i_nin )
i=1 X2+ B X +y (X2 BX + )

avec E € R[X] et tous les X, i, 1’ € R,
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Démonstration On décompose @) en facteur irréductibles dans C[X]
et on considere la décomposition en éléments simples associée, pour F', sur
C[X]. Comme F' est réelle, en particulier les racines de ) sont complexes
conjuguées. Il est alors facile de voir, en considérant F que les coefficients
)\j- de la décomposition de F' en éléments simples, sont conjugués pour les
racines conjuguées, i.e. de la forme

A A
+ .
(X —2)F (X —%2)F

Quand on regroupe ces deux termes on obtient quelque chose de la forme
P/(X? + BX + ) ot les polynomes sont réels maintenant et ot deg P = k.

En faisant des divisions euclidiennes successives de P par X? + X + v
on obtient une représentation de P sous la forme

k
P=> DX’ +BX +7)

1=0

ou les D; sont de degré 1 au plus. Cela donne la représentation annoncée. [

1.3 Meéthodes pratiques

Nous allons passer en revue, a travers des exemples, des méthodes effec-
tives pour calculer ces décompositions en éléments simples.

1.3.1 La partie entiere

On rappelle ici brievement que la partie entiere de F' est obtenue en
effectuant la division euclidienne de P par ). On suppose donc dans la suite
que deg P < deg Q.

1.3.2 Multiplicité 1, degré 1
Regardons le cas ou les zéros de ) sont tous de multiplicité 1 et qu’il n’y
a pas de partie irréductible de degré 2. Typiquement
3X?2 —7X +5
(X+1)X(X-2)

F =

On sait que F' va se décomposer sous la forme

a b c
+—+

F = S
X+1' X (X-2
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Si on multiplie & gauche et a droite par (X + 1) on obtient

3X2—-7X +5 —a+b(X+1) +c(X+1)
X(X-2) X (X —2)°
En prenant X = —1, on trouve
15
— =q
3 Y
lLe.a=>5.

De la méme facon, en multipliant par X et en faisant X = 0 on trouve
b= —5/2. Enfin, en multipliant par (X — 2) et en faisant X = 2, on obtient
c=1/2. D’ou

3X2—7X +5 5 —5/2  1/2

(X+1)X(X—2)_X+1+ X +()(—2)‘

1.3.3 Multiplicité quelconque, degré 1

Ici on regarde toujours le cas ou les partie irréductibles sont de degré 1,
mais avec multiplicité. La meilleure technique ici est celle des développements
limités.

Par exemple, si

4X? -3X +1
F(X)=
(X) X(X —1)2
on sait qu’on aura une décomposition en
a b c
F(X)= <+ +

X (X-1  (x-12

On va déterminer b et c. Notez que dans cette méthode cela se fait indépen-
damment de la connaissance ou non de a (que I'on obtient facilement d’ailleurs
par la méthode ci-dessus : multiplication par X, puis X = 0).

On multiplie tout par (X — 1)? et on pose X =1+ h :

4A1+h)?=31+h)+1 a _
T h _1+hh +bh+c=c+bh+o(h).

On fait un développement limité a I’ordre 1 du membre de gauche (en h = 0) :
(44+8h—3—-3h+1+40(h))(1—h+o(h)) =2+3h+o(h).

Ce qui donne directement b = 3 et ¢ = 2.
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On obtient @ = 1 par la méthode du cas précédent, ce qui donne finale-

ment
4XQ_3X+1—1+ 3,2
X(X—-12 X (X-1) (X-172

Un autre exemple

L —i+i+i+ d b
a (X +1)2°

FX)=———
(X) X3(X 412 X X2 X3 X+1

On multiplie par X3 et on pose X = h :

h? = ah® + bh + ¢ + o(h?).

d e
———— =ah®+bh h?
(h+1)2 o +C+h+1 +(h+1)2

On effectue un D.L. a 'ordre 2 du membre de gauche :

1

it 1 — (2h + h?) 4+ (2h + B2 + o(h*) = 1 — 2h + 3h? + o(h?) .

Ce qui donne a =3,b= —2,c¢=1.
On multiplie par (X + 1)? et on pose X = —1 + h :

1 B a B2t b
(=1+h)*  (=14+h)  (=1+4h)
On fait un D.L. a l'ordre 1 :

1
TP

d
¢ h*+—+e = e+dh-+o(h) .

h2
2 +(—1 +h)3 h

=—1-3h+o(h).

Ce qui donne e = —1,d = —3. Finalement

1 3,2, 1. =3 -l
X3(X+1)?2 X X2 X3 X+1 (X+12°

Il y a une méthode sans D.L., mais plus longue; la voici.

4X2—3X+1_a+ b N c
X(X-12 X (X-1 (X-12

On multiplie par (X — 1)% et on fait X =1 :

1X?-3X+1 a
X X

(X =1 +bX —1) +c,

et finalement ¢ = 2.
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On retranche 2/(X — 1)? des deux cotés :

4X2 -3X +1 2 a b
X(X —1)2 (X—-12 X (X-1)

i.e.
4X2—5X+1_ a b

XX-1?2 X (X-1
Le membre de gauche doit se simplifier par X — 1 ... c’est le cas
4X —1 a b

XX-1) X (X=1

et 1a on sait faire, par substitution! (a =1, b = 3)

De la méme fagon, on fait le deuxieme exemple. On part de la forme

B 1 _a_l_b_'_c_i_ d L e
XX +1)2 X X2 X3 X41 (X41)2°

F(X)

On multiplie par X3
1 d e

— = aX?+bX — X —

X1 TRyt T e

et on fait X =0

X3

l=c.
On soustrait 1/X3
11 1-(X 1 X2
X3(X+1)2 X3 X3(X+1)2 X2(X+1)2
-X -2 a b d e

XX+ X X2 X411 (XF1p

et on recommence : multiplication par X2, X = 0, donnent

b=-2.
Ainsi de suite ...
—X -2 -2 2X+3
X2(X +1)2 X2 X(X+1)2
d’ou
a=3
puis

2X+3 3  —3X -4

X(X+12 X (X+1)2
etc.
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1.3.4 Cas général

Maintenant on incorpore les termes irréductibles de degré 2.
Commengons par

1 _aX—i—b_l_ c
(X24+1)(X—-1) X241 X-—1’

F(X) =
avec a, b, ¢ réels. On utilise la méthode de multiplication, substitution avec
une des racines complexes de X2 + 1 :

1 aX +b ¢

xX-1) + X-1’
et en faisant X =1

1
—§(i+1):ai+b.

Comme a, b sont réels, on a directement a = b = —1/2. Ensuite on obtient
¢ = 1/2 par la méme méthode.

Dans un cas de multiplicité

X aX +b cX +d e

F(X) = _
M= ermpex oy el T er T x o1

On fait la méthode par substitutions successives (faire des D.L. dans C est
un peu délicat et hors programme) :

X e
F(X)=———=(aX+0b(X%?+1 X +d+ ——(X?+1)?
puis X =1
1
—§:CZ+CZ,

d’out ¢ = 0,d = —1/2. On soustrait

X ~1/2 1/2

(X24+1)2(X -1)2 (X241 (X2+1)(X-1)*

On trouve facilement a = 0,b = 1/4, et ainsi de suite ...
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Chapitre 2

Développements limités

Nous attaquons ici un chapitre fondamental de ’analyse : celui ou 'on va
aborder les développements limités. Il s’agit d’un outil incontournable pour
I’étude fine du comportement des fonctions, c’est un outil redoutablement
efficace pour le calcul de limites difficiles.

2.1 Comparaison de fonctions

Dans ce qui suit a est soit un réel, soit +oo.

Définition 7 On dit qu’une fonction f est négligeable devant une fonction
g au voisinage de a, s’il existe une fonction e telle que lim,_,,e(x) =0 et

f(z) =e(z)g(x).
On écrit alors que f = o(g) au voisinage de a, ou encore f = 0,(g).

Par exemple 2 = o(x?) au voisinage de 0, puisque z° = x x 2% et que
e(x) = x tend vers 0 en 0. Ou encore 2% = o(x”) au voisinage de +oco, puisque
r? =% x 1/a3.

Je vous rappelle ici un théoreme que vous avez vu au ler semestre, le
théoreme des croissances comparées, exprimé ici en terme de négligeabilité.

Théoreme 2.1.1 Quelques soient o, 3,7 > 0 on a
(In(z))* = o (z”) et 2’ =o(e"),
au voisinage de +00 et on a
In(z)|* = o (z77)

au voisinage de 0.

21
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Quelques propriétés et manipulations avec les o.

Proposition 2.1.2

1) Au voisinage de a, si f = o(g) et si g =o(h) alors f = o(h).

2) Au voisinage de a, si fi = o0(g1) et fo = 0(g2) alors fifo = 0(g192) -
3) Au voisinage de a, si fy = o(g) et fo = o(g) alors f1 + fo = 0(g) .
4) Au voisinage de a, si f = o(g) alors 1/g = o(1/f).

Toutes les démonstrations des résultats ci-dessus sont évidentes et laissées
au lecteur. Par contre, notez bien qu’il ne faut pas faire les erreurs suivantes.

—Si fi = o(g1) et fo = o(g2) alors il n’est pas vrai que f1+ fo = 0(g1+92) .
En effet, au voisinage de 0, on a 22 = o(z) et —2% = o(—z + %) mais par
contre 2 — 2 n’est pas un o(x?).

— Avec les quotients de fonctions rien de général ne marche.

Notez qu’avec nos notations on écrit f = o(1) au voisinage de a pour dire
f tend vers 0 en a.

2.2 Equivalence de fonctions

Définition 8 On dit que f est équivalente a g au voisinage de a si

limmzl.

On note cela f ~, g, ou bien f ~ g au voisinage de a. Notez que c’est
équivalent a f = g+ o(g) au voisinage de a.

Théoréme 2.2.1

1) La relation ~ au voisinage de a est une relation d’équivalence entre fonc-
tions : elle est symétrique, réflexive et transitive.

2) Si f ~q g alors lim,_,, f(x) existe si et seulement si lim,_,, g(x) existe.
Dans ce cas les limites sont €gales.

3) On peut prendre le produit, le quotient (si bien défini) et les puissances
des équivalents.

4) Silim,_y, ¢(x) =a et si f ~, g alors fop~y goo.

Démonstration

1) Le fait que f ~, f est une évidence.
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Si f ~, g alors f(x) = (14 e(x))g(z) ou lim,,, e(x) = 0. Mais dans ce
cas, en posant

T 1+ 5( )
onalim, ,,&'(z) =0et g(x) = (1 —€'(x))f(z). Ainsi g ~, f.
Enfin, si f ~, get g ~, halors f = (1 +¢)get g = (1+¢)h dou
f=0Q+¢e+¢ +e€)h ce qui donne le résultat facilement.
2) On a g(x) = (1 4+ &(z)) f(z) donc lim,_, g(z) = .

é) Ona f(é(z)) = (14+e(o(x)))g(p(x)), mais lim,_p e(d(x)) = lim,_q e(z) =

3) Si f1 ~a g1 €t fa ~, go alors

fix) fa(x) = (1 +&1(2))(1 + e2(2)) g1 (x) ga()
= (1 +e1(z) +e2(x) + er(w)ea(x))g1(z)ga() -
file)  T+e(x) gi(x)
fo(z) 1+ e2(z) golz)

— (1+&1(2))(1 — gh(x)) L

On passe facilement aux puissances n € Z en itérant le résultat ci-dessus, du
coup on passe aux puissances rationnelles (si les fonctions sont > 0). Pour
les puissances quelconques, si f et g sont > 0 et f ~, g alors

Fl2)* = e@MUE) — om(4e@)g@) _ gain(l+=() galn(g(a)

La limite de e®™1+@) quand & — a est clairement 1, d’ou le résultat. O
Les erreurs a ne pas faire avec les équivalents :

— En général on ne peut pas additionner (ou soustraire) des équivalents. Par
exemple 22 — x ~¢ —x et & ~g x, par contre 2% g 0

— On ne peut pas composer les équivalents par une fonction a gauche. Par
exemple 22 + x ~, 7%, mais

x4
xX

lim — = lim e =400
z—+oo et —+00

2 2
et donc e T L, o €®

Théoréme 2.2.2 (Equivalents importants en 0)
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e’ ~1+uwx, e* =14z + o(x)

In(1+2x) ~ =z, In(l+ ) =+ o(x)

sin(x) ~ z, sin(z) = z + o(x?)

2 2
cos(z) ~ 1 — %, cos(z) =1— % + o(z?)
tan(z) ~ z, tan(r) = = + o(x?)
1 1

——— ~ 1+ ax, —— =14+axr+o(x).
(1+a) (1+x)~ (@)

Pour I'instant nous donnons ces résultats sans preuve, ces formules seront
nettement améliorées (et prouvées) dans la suite.

2.3 Les formules de Taylor

La formule de Taylor et ses variantes, sont des formules qui disent que les
bonnes fonctions (C™, par exemple) peuvent étre correctement approchées
par des polynomes, en tout cas localement pres d’un point, et qu’en plus
on sait mesurer assez précisément 'erreur que I'on commet en faisant cette
approximation.

2.3.1 Un rappel concernant la dérivation
Rappelons un résultat du premier semestre.

Théoreme 2.3.1 Une fonction f définie au voisinage de xq est dérivable en
To st et seulement si

f(xzo +h) = f(xo) + hf'(x0) + o(h),
ou encore

f(@) = f(xo) + (x = x0).f'(x0) + oz — o).

Par exemple :

_ ef:p+o(1)
et donc \n
lim (1 — —) =e 7
n—-+4oo n
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2.3.2 La formule de Taylor-Young

Lemme 2.3.2 Soit k € N et g une fonction dérivable au voisinage de 0. Si
¢/ (h) = o(h*) alors g(h) — g(0) = o(A¥+1).

Démonstration Par hypothese ¢'(h) = £(h)h* au voisinage de 0, ou £ est
une fonction qui tend vers 0 en 0. En particulier, pour tout £ > 0, il existe
ho > 0 tel que pour |h| < kg on a |¢'(h)| < e |h|*. Notez qu’alors, pour tout
0 < |I/| < || on a du coup |¢'(R')| < € |h|". Par Pinégalité des accroissements
finis on a alors

l9(h) — g(0)] < e B

En d’autre termes, la fonction g(h) = (g(h) — g(0))/h**1 tend vers 0 et donc
g(h) = g(0) = o(h**+). =

Théoréme 2.3.3 (Formule de Taylor-Young) Soit f une fonction définie
et n fois dérivable au voisinage de xy. Alors au voisinage de xq on

n ) (g
1) = o) + 30T ) o ()
k=1 '

Démonstration Nous le montrons par récurrence sur n. On a vu qu’elle
est vraie pour n = 1. Supposons-la vraie au rang n — 1, on 'applique a f’ :

n—1 N (k) Zo
i) = flag) + 32 L)

k=1
n—1 f(k+1)(x0>

= f'(z0) + Z 5

k=1

(x —20)* + 0 ((m — mo)"_l)

(x —z0)" + 0 ((x —20)"") .

On applique le lemme ci-dessus a la fonction

") (o)
o(h) = flao+h) — Jzo) = TP e
k=1 '

"L Bz 1
)= £ )= 3 L

n—1 (k+1)
= f'(xo+ h) — Z (@) k!(fCo)

k=0

hk

=o(h" ).

et comme ¢(0) = 0 on conclut que g(h) = o(h™) par le lemme précédent. O
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2.3.3 Développements limités

On dit qu'une fonction f définie au voisinage de zy admet un développement
limité a 'ordre n en xq si il existe des coefficients ag, . . ., a, tels que

f(z) = Z ar, (x — 20)" + o((x — 10)")

k=0

au voisinage de xg.

Attention! On a vu que 'existence d’un développement limité a 1’ordre
1 est équivalent a la dérivabilité. Cette propriété ne s’étend pas aux ordres
supérieurs a 1 : ce n’est pas parce qu'une fonction admet un développement
limité a 'ordre n qu’elle est n fois dérivable. Voyons cela sur un exemple.

La fonction f(z) = |z[**sin(1/z) est définie sur R*, elle est C>° sur R*
et elle vérifie | f(z)| < |z|*’%. Elle est donc prolongeable par continuité en 0
par une fonction f telle que f(0) = 0. Regardons la dérivabilité en 0. On a

f(2) = £(0) _ |

T

sin(1/x)

dont la limite est 0 quand x tend vers 0. Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
Pour les autres valeurs de z on a

Fl(x) = % |$|3/2 sin(1/x) — |:1c|1/2 cos(l/x) x>0,
—3 " sin(1/x) — o[ cos(1/x) = <0.

En particulier
’ |1/2

f'() ; f'(0) _ g ‘x’1/2 sin(1/z) — x

cos(1/z).

A cause du second terme cette expression n’a pas de limite en 0. Notre
fonction n’est pas deux fois dérivable en 0. Pourtant

|f(@)] < |22

donc
f(z) = o(z?).

La fonction f admet bien un développement limité d’ordre 2 en 0.

Revenons sur les développements limités en général. Nous allons démontrer
I'unicité du développement limité.
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Lemme 2.3.4 Soit P un polynome de degré n. Si P(x) = o(z") au voisinage
de 0 alors P = 0.

Démonstration Soit P(z) = >_,_, axz" le développement de P. Supposons
qu’au moins un des ay est non nul. Soit p le plus petit indice tel que a; # 0.
Alors en divisant par =P on a

a, = — Z arr" P 4+ o(1).
k=p+1

Le membre de droite tend vers 0 quand z tend vers 0, donc a, = 0. Contra-
diction. Tous les a; sont donc nuls. O

Proposition 2.3.5 Soit f une fonction définie au voisinage de xqy. Si il
existe des coefficients aq, ..., a, €t by, ..., b, tels que

fla) =) an (e —z0)" + of(x — 20)") = Y be (& = 20)" + of( — 20)")

alors ap = by, pour tout k =10,...,n.

Démonstration On fait la différence des deux développements et on ap-
plique le lemme précédent. U

Le résultat suivant montre que le développement limité de f a l'ordre n
est la meilleure approximation de f au voisinage de 0 par un polynome de
degré n.

Proposition 2.3.6 Soit f une fonction définie au voisinage de xy et possédant
un développement limité a l'ordre n en xq, de la forme f(x) = P(x — xo) +
o((x — xo)™). Alors, pour tout polynome Q de degré n, il existe 6 > 0 tel que

(&) = P(x = xo)| < [f(2) = Q(x — o)
pour tout x tel que |x — xo| < 4.

Démonstration Si P = @ alors le résultat est évident. On suppose donc

P#Q.
On sait que |f(z) — P(x — zo)| = o((x — x¢)™). D’autre part, comme P
et () sont différents on a

P(x — x9) — Q(z — z0) = ay(x — z0)? + o((x — x0)?)
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pour un a, € R* et un p < n — 1. En particulier, on a

f(x) — Q(x — x) — ap(x — x0)? =
= f(x) — P(x — x0) + P(x — x0) — Q(z — m0) — ap(x — x0)”
= o((z — xo)?).

Donc il existe §; > 0 tel que
1£(&) ~ Qa — 20)| 2 lay(z — 20)’| ~ lol(z — 20)")| 2 2] o — P
pour tout z tel que |x — zo| < ;. D’autre part
|f(z) = P(z = 20)| = o((x — x0)") = E(x) |& — xo|" " [ — @]’
donc il existe aussi 6o > 0 tel que
1)~ Pl —z0)l < 12 o

pour tout z tel que |z — x| < d2. En prenant § = min{d;, do } on a le résultat
annonce. O

2.3.4 Développement des fonctions usuelles

En application directe de la Formule de Taylor-Young on assez facilement
les développements suivants, qu’il faut connaitre par coeur.

Théoréme 2.3.7 Au voisinage de 0 on a

e :ZH—FO(I‘ ),
k=0

autrement dit

22 2 "
On a
In(1+2) = Y <_1ljk_l ¥+ o(z") |,
k=1
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autrement dit

2 3 _1n—1
ln(l—ka:):x—?—i—%— +(r>b " 4 o(z")
On a
- —D(a—2). —k+1
A rCETIEE MCEY TR
k=0 ’

autrement dit

ala—1 ala—1)(a—2)...(a—n+1
(1+x)a:1+a$+—(2 )$2+...+ ( ) 7’2' ( )x”Jro(x”)
On a
n _1 k
cos(z) = <(2k;;! 2 4 o(x? )|,
k=0
autrement dit
x? ot (=" 5, 2n+1
cos(:c)zl—;—i—z—i— + (2n>‘x + o(z")
On a
. . = (—1) 2k+1 2n+2
sin(z) = k1) T 4 o(x ) |,
k=0
autrement dit
. a? P (_1)n 2n+1 2n+2
sm(a:):x—g—i—a—l—...%—mx + o(x*" %) |.
On a
"1
ch(z) = ) 2% 4 o(2x® )|,
k=0
autrement dit
ot 1 on 2n+1
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On a
_ . 1 2k+1 2n+2
sh(z) = )’ +o(z™7) |,
k=0
autrement dit
x3 2 1 o1 M+2

2.3.5 Taylor-Lagrange, reste intégral

Sous certaines conditions un peu plus fortes on peut dire plus de choses
sur le reste dans la formule de Taylor-Young.

Théoréme 2.3.8 (Formule de Taylor-Lagrange) Si f est C™ sur [a,b]
et n+ 1 fois dérivable sur la,b|, alors il existe ¢ €]a, b| tel que

(b—a)"t!

) = @+ 3 O ) + G s,
Démonstration Soit
" (b — ) (b — x)"*!
g(z) = f(b) — f(z) — 2. F® () RCESUEE

ou C est une constante choisie telle que g(a) = 0 (ce qui possible car le
facteur devant C' est non nul en z = a.

On a aussi g(b) = 0 clairement. La fonction g est continue sur [a, b] et
dérivable sur ]a,b[. On peut donc appliquer le théoréeme de Rolle : il existe
c €a, b[ tel que ¢'(c) =. Mais on a aussi

@) =—f(z) =Y <_(b_—x)k_l F® () + (b—=)* f(k+1)(x)> i

=\ (k=1 k!
Lol ;!x)n
- _(b;—{r)n S (@) + C(b;—!‘”)n |
En particulier
0=g'(c) = _b=o" £ () + 0(177—1_'0)”

n!
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ce qui donne

C=f""(c).

Du coup quand on écrit a nouveau g(a) = 0 on obtient la formule annoncée.

O

On a du coup une jolie estimation de 'erreur.

Théoréme 2.3.9 (Inégalité de Taylor-Lagrange) Si f est C™ sur [a,b]
et n+ 1 fois dérivable sur]a,b[, alors si f"*1) est bornée sur]a,b[ on a

£6) ~ fa) - 3 P8 o

k=1

(b — a>n+1 sup ‘f(n-i-l)(a:)’ '

A
- (n+1)' z€[a,b]

Enfin on termine par une autre formule exacte pour le reste.

Théoréme 2.3.10 (Formule de Taylor avec reste intégral) Si f est de
classe C" ™! sur [a, b] alors

n —a)k b _ \n
10 = @)+ 3 Lo s+ [ pee g

Démonstration La déonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 0,
la fonction f est C! sur [a,b] et donc

b
)= f@+ [ riear

Donc l'assertion est vraie.
Supposons-la vraie au rang n — 1. Nous avons donc

n—1 _a b -1
f(b) = f(a) + (b—af f(’“)(a)+/ %f(")(t)dt.

On fait une intégration par parties dans I'intégrale :

_ (b—a)" f(")(a) + /b M f(n+1)(t) dt .

n! (n)!

Ce qui permet de terminer la récurrence. Il
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2.4 Propriétés des développements limités

2.4.1 Opérations sur les développements limités

Proposition 2.4.1 Si f et g sont deux fonctions définies au voisinage de xq
qut admettent des développements limitésa ['ordre n et p

n

flao+h) =Y ah®+o(h"),  glwg+h) = bh"+o(h?),

k=0 k=0

alors pour tous A\, i € R les fonctions \f+ug et fg admettent un développement
limité a l'ordre ¢ = min{n, p}

q

(Af + 1g) (o + ) = > (Aax + pby) ¥ + o(h?),

(fg)(xo+h) = chh + o(h?)

ot

k
Cp = E a; bkfj .
=0

Démonstration Supposons pour simplifier que n < p. On a donc

n

(Af +pg)(xo+h) = Z()\ak + pby,) B* + Z by B* + o(h™) + o(hP) .

k=0 k=n+1

Les trois derniers termes du membre de droite sont des o(h"). D’ou le résultat
pour la somme.
De méme pour le produit :

f(l'0+h .I'o"‘h <Z ag hk) (i bl hl> +0(hn) g(l'o—i‘h)—i‘O(hp) f(lCo—f—h) .

Les fonctions f et g sont continues en xy donc bornées au voisinage de xq,

d’ou
n

flao +h) glao+h) =Y Z agby BFT 4 o(h™) .

k=0 =0
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Dans les puissances h**! qui apparaissent dans la double somme ci-dessus on
ne garde que les puissances < n et on regroupe

f(wo+ h) glzo + h) = ZZa]bk]h’“Jro(h")

k=0 j=0

g

Proposition 2.4.2 Soit g une fonction définie au voisinage de xq et f une
fonction définie au voisinage de b = g(xg). Si g admet un développement
limité a Uordre p en xq et si f admet un développement limité a ['ordre n en
b alors f o g admet un développement limité a l'ordre ¢ = min{n,p} obtenu
en substituant les développements limités et en tronquant a ['ordre q.

Démonstration Comme g est continue en zy on a lim, ,og(zo + h) =
g(xo) = b. Donc

f(g(zo +R)) = f(b+ (g(zo +h) = b))
= ar(g(zo + k) — b)* + o((g(zo + h) — b)?)
k=0
RN a (Zbl hl) o((h+o(h))?)
d’otu le résultat. O

Proposition 2.4.3 Soient [ et g deux fonctions définies au voisinage de
xo et admettant un développement limité a 'ordre n et p respectivement. Si
g(xo) # 0 alors f/g admet un développement limité a l'ordre ¢ = min{n, p}.

Démonstration La fonction z — 1/x admet un développement limité de
tout ordre en tout point by # 0. Donc par le théoreme de composition des
développements limités la fonction 1/g admet un développement limité en 0,
a l'ordre p. Ensuite on applique le résultat sur les produits de développements
limités. U

Proposition 2.4.4 Soit f une fonction dérivable définie au voisinage de xg
et telle que f' admette un développement limité a l'ordre n

f/(ﬂfo + h) = Z ag hk + O(hn) .
k=0
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Alors f admet un développement limité a l'ordre n + 1

n+1
f(xo + h .I'() -+ Z -1 hk hn+1)

Démonstration Soit

Par hypothese
g (h) = f'(zo+h) Z ar h¥ = o(h™).

On applique alors le lemme 2.3.2. O

Proposition 2.4.5 Soit f une fonction dérivable définie au voisinage de x
admettant un développement limité a l’ordre n

n

f(l’() + h) = Z ag hk + O(hn) .

k=0

Si f' admet un développement limité a ['ordre n — 1 alors ce développement
est de la forme

fl(xo+h) = Zka RE1 4 o(R™Y) .

Démonstration On applique la proposition précédente a f’. 0J

Attention ! Notez bien qu’ici on doit supposer I'existence d’un développement
limité pour f’ car celui-ci n’est pas garanti par I'existence du développement
limité de f. Par exemple f(z) = |z|”?sin(1/x) est dérivable et admet un
développement limité a I’ordre 2. Mais sa dérivée n’admet pas de développement
limité a l'ordre 1.

2.4.2 Comportement local pres des points critiques

On rappelle que pour une fonction réelle f dérivable, un point critique
est un point zy tel que f'(zo) = 0. Ces points peuvent étre de 3 natures
différentes : un minimum local, un maximum local, ni 'un ni 'autre (du
type 22 en 0).
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Proposition 2.4.6 Soit f définie au voisinage de xo. St f admet un déve-
loppement limité au voisinage de xq de la forme

f(x) = f(zo) + a(r — 20)" + o((x — 20)")

avec o # 0 et p > 2. Alors
— 81 p est impair le point xo n’est ni un minimum, ni uN MaATIMUM,
— st p est pair et a > 0 alors xg est un minimum local strict,

— st p est pair et a < 0 alors xy est un maximum local strict.

Démonstration Si p est pair et o > 0, alors on a

% (z — 20)" + o(z — 20)?) > 0

des que |x — x| est assez petit pour que

lo((z — 0)")| <

e

(x —xo)P.
Donc on a o
f(z) > f(zo) + B (. —20)” > f(x0)

pour z suffisamment proche de x( et différent de xq. Cela prouve que zq est
un minimum local.

Le cas a < 0 se traite exactement de la méme facon.

Dans le cas p impair, supposons « > 0 (l'autre cas se traite de maniere
analogue). De la méme fagon que ci-dessus on a

f@) = flw) + 5 (@ = 20)? > f(xo)

pour x suffisamment proche de xy et x > xy. Mais lorsque = < zy on a
Q@
fl@) 2 flzo) + 5 (& = 20)” < flao) .

Ainsi on voit bien que x¢ n’est ni un minimum local, ni un maximum local.

U

Proposition 2.4.7 Soit f définie au voisinage de xo. Si f admet un déve-
loppement limité au voisinage de xq de la forme

f(@) = f(wo) + f'(20)(x — 20) + a(x — 20)" 4 o((x — 20)")

avec a # 0 et p > 2. Alors
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— si p est impair le graphe de f traverse sa tangente en (xo, f(xg)) (o est
un point d’inflexion),

— st p est pair et o > 0 le graphe de f reste localement au-dessus de sa
tangente en (o, f(xg)),

— st p est pair et a < 0 le graphe de f reste localement en-dessous de sa
tangente en (xq, f(xg)).



