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Exercise I

-  I

D Montney que
la function f ( x ) =  et "

'

est C sun  IR
,

main qui  elle  ni est pas DSE ( o )
.

2) Montez que f  E  C
-

GR ) est  DS E ( o ) si  eh seulemenl  si 7  M
, a >  o  tels que Fn

If
' " exile

Man
dans  un  voc 's  image de  O

.

Exercise 2

Soil f (3) = ÷
,

an ( 3 - a )
"

une  sehieentie 're  centre 'e  en  a  eh de RCV R . Monkey

que pour
tout re  R  on  a

↳
 "

flat  neil ) e
"

DL =  O .

Exercise 3

Monkey qu
' ie n '

exc 's he  an cane
determination  da log continue  sun £t  out earlier .

Exercise 4

Re 's  audre dans Cl  :  cos z
-

- O

Re 's  audre dans Q  i  sing =  O .

Exercise 5

Soit f .

- a - se
,

on define 't I : IR
'

→  IR
'

C x ,  y )  t ) ( Re f Cx tics )
, Imf ( xtiy ) ) = ( f ,

be ,  is )
, fz ( x

,  y ) )

Montez que f  est Cl - desirable  enzo EE  si  et  seulemenh  si f est differentiable
en ( Xo ,  yo ) et Syfy I Ko ,  go )  = 7¥ ( do ,  yo )

! 2¥ Coco ,  g.) = - 2¥ Cuomo )



Exercise 6

Les fond ions 31-3131 est  elle  IR - differentiable en  O ? Holomorphic  en  O ?

I  dem  your 31-3 1312 , pie  is 31-332 .

Calculus ¥z pour  cha  cane de  ces fo - aliens
.

Exercise 7

C-  crine les  conditions de Cauchy -
Riemann  en  Coon donuts polaehes .

Exercise 8

Pour Lout z E E I IR
-

on pose

log ( z ) = en 131 t  i  arcs p Cz )

out  argp (3) est l
'

argument principal de z ( i . e E 3-  IT , TC ) .

Si f  est une fond ion  continue E  → Cl  et  si T .

- Cai 's ] →  G  est  un  Chemin  C
"

pan  monceaux

fame
' ( Mb ) -

- Ha ) ) , inject  if , Parco  urn dam he  seas trigo ,
on pose

Jg fly )dz= fabf C Hh ) 844dL .

1) Soil go E E  el Tua  chemin  comme  ai - dem  us, qui  ne pane pas par go

at Montez que
t  n  E  I - L - I }

, f ycz
- go )

n

dry =  O

O

O  sizo¢ 8

b) none  neg que fyztz.dz = { o

Zit  si
go ET

I

2) Calculus J cost dsc
-  y

I  t  x
2



Exercise 9

The 've me ( Morena )

Soil r oared annexe de a  et fir → Q  continue
, helle que

J f Cz ) dry = o

20

pour
Lout  triangle O  Cr

.

Alon f E Hcr )
.

Exercise 10

The 've me ( Holomorphic  sous l
'

integrate)

Soit r o  avert de E  et ( T
, &

, m ) un  espace  meson
'

.
Soil fire T - s ¢ tg

c- ) Fg Er
,

ht s fc2.tl EL
'

( p ) .

ii ) pour presque Lout LET
, zl→f(z ,

t ) E Hcr )

iii ) FK  compact Cr
,

il exist e gu E L' ( m ) tq Iffy ,
t ) I E guar ) Hasek ,

p.tt E T .

Alon F (3) =L
,

fcz.LI doe C v ) E H ( r ) et F' (g) = f
,

HJzcz.tl dark ) .

Exercise It

The ' ovine ( Laurent )

Soil D= 431 a  < 131 cb } elf E H Cr ) . Aeons I C ca )
nez

CQ to

f- (3) = ¥245 teaser

avec  CVN de la  retie ( in de 'xe' e par I ) sun Lout compact de r
.



Exercise 12

D=  Dco ,  i )

Soil f :  D - s  a holomonphe , Lq f ( o ) = 0  EL Itcz ) Is  I try C-  D .
Aeons

it try E  D
, Ifczsl E3 eh IfTo) I E I

.

ii ) Sr  ie ex  isle got  Dito } ta f ( 31=30  ,  ou  si If
'

Cost = I

alon f  = Tidy .

Exercise 13

a  C-  ID,
I fUIL

Ya
, ,

:  ID  → ¢

3 I → a a-z|
- a- z

Thun

Jens des  automorphism  es
bi holomorphic de  D esh f Ra

, > ; a  E  ID
,

d  E  Kl } .

Exercise 14

f , g E H ( r ) ,
r  ou  went  corn  exe .

fg I  0  ⇒ f  =  O  ou GEO .

Exercise 15

Soil f E H ( O )
,

U ou - ah 31W .
2 we  want

I = { co , , ! 2+3 t  Iz ) FLI) dry .

Zone  want Jolt fee " ) cos 4421dL . ?

Exercise 16



Co  rrige
'

I

1) A  mean pb hors de O
.

Rest e  a-  voir  en O
.

f- ( o ) =  O par prolonge  meat .

K¥0
, f

'

C x ) = I ,

e-
 '  "  '  '

qui  tend vers O  en  O
.

Do - a  parle them de la limit e de la de 're . vie
,

f  est dehi - able  en  0  eh f
'

Co )=o .

Par  recurrence , f
" '

( x ) = Qu C x ) e-
 Y ' ' '

oui Qa  = fraction  ration  nelle
.

 Done limfcnlcx ) =  o
.

0

A  ins : f  est  C -
e - O eh f

' at C o ) =  O ht  n
.

Si f Cx ) = In an  x
" dam  un  voir .

de O
,

alois  an  = f"n. =  o t  n
.  Impossible .

2) Si f  est  C
-

C IR ) et  ve 're . fie e' estimation
,  afore

f- CH = ⇐
 
of "n x

'
+ Jo

"

9÷ f
'  Nt  '

ly , dy

⇒ Ifcxs - ⇐ f"n an ( e So "HI n  ant '

dog s n4"ai →  o .

N ! N ! N

Done Ea  since I f"n yen converge ,
vers feel .

u -

- O

n - k

Inverse  meal ,  si f ( x ) -
- ¥

,

an  a
"  sun  DCO,  r )

,
aeons f

' h '
c so ,  =  €2 an  non - e )  - - - Cn - htt )  x

M

Iflhlcxlf e Ia tant  n - in - h  tetra at
'

⇐an ' laal r
"

= ye
.

-
loller meme  R  cu que El  ant "

n  ⇒  CV



Carriage '2

a

sur D ( a
,  r ) on  a f (3) = I an ( 3-  a )

"

el la  convergence  est  normale
.

La fouch  on

h=o

•

g ( LI = f ( at  re
" ) = -2 an @eih )

"

est une  Seki de fo  nations  i Co ,
2T ] →  E

,  elle  est

n=o

non  male  meal convergent e  sur C o , 2  IT ] .  Done

I
 "

gate
"

di  = ⇐
,
↳

 "

an C re
" )

"

e

" all  =⇐
,

an  rn ) !
"

e

" " " "

du =  o
.

-
=  O For .

Carriage
'

3

Si f :  I - s  a  est  continue  et  ve 're ' fie  etc 3)
=3 t z ,

alon  et ( e
" t

)=
 eih th  E  IR

.

En  particulier left  e
" ) I = I ⇒ f ( e  

it ) f  Cercle  unite !

eit
- f ( e

" )
=  O ⇒

it
- f ( e' 

'

h) E  ZITI
.

Cette fonclion  continue
, difinie  sun  an  ensemble

Connex  e  esta  racecars dans 21T  7L ( em .
discrete ) est done  Constante .

La fonccion f ( e
it ) esh  2  IT - pehiodique ,  aeons que

it
ne Eest pas , c

' est done  impossible .

Carriage
'  4

Cos ( ztz
' ) =  cos (3)cos ( 3

' ) - sin ( z ) sin ( z ') pan  calc - e simple
sin ( ztz

' ) =  cos (3) sin ( 3
' ) t  cos ( 3

' ) sing

• cos ( ate
. b) =  cos Ca ) cos Cib ) - since )  since - b ) =  cos  a  ch b t  is  in  Cal sh b

I cos ( at :b ) 12 =  cos
?

a  ch 2b t  since sh
'

b = costa ( ch 2b - sh 2b ) t  sh 2b =  cos
?

a  +  sh ' b

main  anne
'  

=  eh 2b - sin
'

a
.

cos C at :b ) =  o  c  ⇒ y
Cosa  =  o

⇐  , {
a  =  Fk  thru

,
ke  I

.

sh b  =  o b  =  O

Cos 3=0  c⇒ z = Tf t k IT
.

•  sin ( ate
- b ) =  icon  a shlb )  t  ch b since

I sin ( ate
- b) I

2
=  ch 2b  sin '

at  co  slash 2b =  sin
?

at  shlb

=  ch 2b
- costa

.

sin 3=0  c  ⇒ y
s in  a  =  o

Bh b  =  o

c  ⇒ f
a  =  kit

b  =  O

sing =o  2=3 z=
GIT

.



Carriage 'S

C- Ine Cl -
derivable  easy , pour f  c' est :

f ( 3. ten ) = f I 3.) t f
'
( So ) h to ( en ) .

C- he differentiable  en ( Xo ,  yo ) pour I c' est

~  .

f- ( Kota , got  b) = f ( do .  go ) t  Df Glo
,  y .

) ( I ) to ( Cais )
,

out  Df ( xo ,  g.) = (
3¥ C "  a so ) ¥y Cao ,  y . ,

' ¥ Kors .
) Fey cx.is . , )

Done  si f  est  E - definable  en zo avec f
'

( go )=  x tip ,
on  a pour

h=  at  ib

F ( Kota , got b) = F ( Xo ,  go ) + ( da - psb ,
Lb  t Pa ) t  o ( Ca ,  s ) )

-

- FCxois.lt ( gI ) ( an ) t  o ( ca ,
's ) )

( e qui procure que F est differentiable  en ( Xo ,  go ) eh que
l

'
o - a  les  relations  an  non -

c  E' es  sun les ¥
Zog .

"

Tous les  arguments  se  nearer  sent  one 's  e  ' meal pour la  receiver que .

Carriage
'

6

• f (3) = 131 , fcxcg ) = ( Vx2tyT
,

o )

lion o )
= fairy

'Et Pas IR - diff  en  0 .

h - so

k¥-76 )
C hee ) = that pas de Emile  em  O

.

Pas halo  morph e  em O
.

f C 31=651
"  ⇒ Itg  = I }⇒ ,

= I ¥,
=  's eius 137

flu .  g) = Vx2tgT , 3¥ = I 2 "

, HIS =  I 29

s¥=H¥ti¥ ) -

- E -

• f (3) 32

• f (3) = 1312=35 fix ,  g) = ( x
'  

-y4t2ixy

f Ca , g) =  xlty ' IR - diff .

112 - deff - ¥ ,  = 2x  t  Zig

1- = - 2g tlc .

x

rnsty,  = z pas
holo  mathe -

Azz
-
-

O
-

z⇐.
+  c.tt#-0holomarphe

.



Carriage
'

7

t€=¥z Eat ¥
,

II =  e

"

HE +  e-
 

iast

It = Fg Zeo + ¥ Fo =  ireioszfz - in  e-
 ' 

' a

tf

in ¥ - If =  in  e-
 ' 

'

oft

Hq =  e'  
'

oft t  In e'  
'

Otto

d
'

oui Iff -

- o  ⇒ ¥ t I ¥ =  O

Carriage
'

8

1) a ) I
,

cz-z.idz-fakrat-z.ir '

Cudi  = ( K¥705
"

3 ! = o .

b) On  real  ucieiser le log -
Le faut moaner

que log C sees )
'

= C s

o ,

Deja  voir que  c
'

est desirable :

Hui -
- x Cult  i y C 4

, log ( Kh ) = en local ti  argp ( 841 )

.

18411 est definable  car  on  e' vice  O

,
done Entrust acini

yet

.  argp ( rest = (
arcs " (

⇒
,  si  occas  so

arc  cos ( ) ,  si  x Cheo
, y C t - I >  o

1h41!
are  cos ( ) ,  six Cheo , gal  co



y
' Vx2+gI - y 2s#arcs  in ( ¥y )

"

= ↳ 2 rocky 2

Vi -
I -

Jc  2 t  y 2 x It y
2

✓ x2+yT ( y

-

-

⇒i"y
'  x - y  al-
X

2 t  y
2

Mccool ) !
-

cg
1911×2+425

=
Y"

> Cdt y
2

etc . . .

Pour le calc  al de la ( t (4)
"

o - peut faire brute force .
Ou bien re  marquee que

exp ( log C 841 ) = Hut

D
'

oui log C 8cal )
'

exp ( log C Hn )) = 844 i . e log ( Has ) '
= .

Ainsi J ! He dt : 3 cos

His

0-0/70
C as 1 : = @og C 841 ) ] ! = O

.

Carl :  
= fino Ja !! do  = fig fogI res ) ] !! = figo log C Hb - e ) ) - log Creates )

( on  suppose
le  para  me 't - age commence  ec finite sun IR

-

,
simon facile de  s

'

g ramen  a )

= 2 i  IT .

C as 3 :
 log ( Hb - e ) ) - log Hate ) t log ( Kc - es ) - log C Hates )

→2 i  IT - Ii  IT  
=  O

.

E - so



2) Regard on Jg ¥÷dz pour R >  I .

= z÷÷ z÷.

.
La fo - clean ez!÷ est  D  SE  an  uois de tout point de r

si  on fail  an DSE de e÷i #①
out  our de c

'

 on  oblient  § an ( y - i )
n

Du  coup = f÷ t  ⇐
.

dnt , Cz - it -

)
,

flag ) dz =  litho . Comme  Lo  = f = =3 Jg fczsdz = Ie .

↳ fczldz = I ! die  t ↳ ,
,

rindt .

÷

lost '  ¥31 fair " " "
⇐ fire"You e ÷

.

rt

%

D
'

ai I
.

! ok -
- Te

It : du He



Carriage
'

g

S oil V o  avert  convex  e C r
.

On fait comme dam la pre are de Cauchy local
,

on  construct surv
,

f Cand w
f- (3) = ka

, 33

el on  moat  ne F C- H C V ) eh F
'

(g) = fly ) sun V
.

On  sail que
F est analyte -

que

sun
V

,
done f  acini

,
done f E H ( V ) . Comme  cela  est unai pour Lout con - exe Vcr

,

aeons f E H Cr )
.

Come .ge
'

10

F ( z ) = f
,

ffg ,
t ) dm Chl

.

Soil O triangle C r
,

aeons ↳ F (3) d 's = §
,

f
,

f- Cz ,
t ) dm C 4. dry

) flfcz.LI/dzdpeC4E L
,

such long C 201 dL  so .

T  20

¥? . ↳ FC 3) dz =/
,

fgofcz.tl day dorm =L
,

o drew car ff ,  u ) a  H Cr )

= O
.

Par Monera F  C- H Cr )
.

F' b) = ¥ So
↳ ,

.

,Irdw=
it§am ,

!

fifty
dal " du

= It ↳ ↳
↳ mf%ydwdm 41 ( idem par Fubini )

=/
,

¥3 ( z ,
t ) dm ( t )

.



Come .ge 'll

Soil a  crab
,

la fo - cheon 2T - pehiodique Ots f ( re
"  a ) est CZ

.
Elle  se de 've loppe

en  se Lies de Fourier :

f ( reio ) = Fez Cn Cr ) e'  
' nd

avec  a Cr ) -

- ¥ fitfcneio ) e-
 in  Odo

Cf ( r ) = ÷ fo
"

Encino ) e-
 ' 

'

node  = !
"

FoFCnole-inoda-aIIn@FCnio33o2ttin1tIn.o
, e-

 inodo )

= ÷n 12¥ Gio ) e-
 i  n Oda  = f- Cn Cn ) .

,
n  E K

.

⇒  Cn Cn ) =  Cn rn
,  n  E  Z .

Carriage
'

12

i , I gholom  sur D Lg f (3) = 3913 ) '

Sc . 131 = Yr  ⇒ lgczsf = I f'zI I ⇐ In

Principe da  maximum :  sup ( g (g) I ⇐÷ .

131  Er

r  →  I -  ⇒  sign 191331 E I

⇒ If  Czs I E Z .

f
'

(g) = gcz ) t z g
'

Cz ) ⇒ f
'
Co) = g cos ec If

'

Cos I El

icy size  D  yo } est  Cq If(3)f-§ . ) alois fgczo)1=1 .
Comme Ig I E  C  sun  D ⇒ g

esh  constant
sun  D

.

i . e . f (3) = day .



Carriage
'

13

⇐ Ya
, ,

.

.

 .
bien de Fini : car  si  a  C-  ID

, 3 E  ID I - a- 3  to

• Ya
,  ,

C  ID : I - / Ia⇒z 12 =

I - 2  the ( a-  3)  t  lat 4312 - la 121312+2  Re C a- z )

I I - a- z 12

( I - la  12 ) ( I - 1312 )
so .  ✓

=
-

I I - a- z 12

y
a - z

.  w  = k⇒ C- a- 3) I w  =  a - z

a - I  w
c ⇒

z =
-

I - a-  d-  w

Ya
, ,

halo  on  et E et .

⇒  : Soil  YE et  EL a  = 4-
 '

( o ) E ID
.

Soil  UT
= Yo Ya

,
,

Tco ) = Thea
, ,

lol ) =  Tca ) =  O .

UT holon
,

UT ( ID )  c  ID done ( ex 12 I : 1443114-31 tz C- ID .

UT
-  '

( o ) =  O
,

T
-  ' holon

.
 et  I

- '

(D) C ID ⇒ 131 E 147311 toy C-  CD .

Finale meal ITIS ) 1=131*3 E ID

C- x 12  ⇒ I
= did ⇒ 4=295

,

'

,

 
= la

, ,  
.

Carriage
'

14

Principe des zeros  is  ole's
.

. Si I go E  r toy f- C Zo ) # O ,  aeons 7  D ( Zo ,  r ) la f  to  since disque

⇒ g IO  sur  Ce disque .  ⇒ GI O sur  r par prolonge meal  analyte '

que .

Carriage
'

15

I  = 2£ ffgsddztfefczsdztfffg3.ly dog =
Zit ( 2f Cos  t  o  tf Ko ) )

2=1%2 +  e

"
+  e-

 it ) f ( e
it ) Idt = Gif!

 "

f Ce " ) cos 4421dL

21T

) He
" ) cos

' ( %) dl  = I ( 2fco ) tf
'

Co ) )
°


