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Feuille d’exercices n° 4

Exercice 1. On identifie P1(K) avec K U {c0}.
1. Quelles sont les homographies de P*(K) qui préservent oo ?
2. Quelles sont les homographies de P1(K) qui préservent 0 ?
3. Soient A et B deux points distincts de P*(K). Montrer que le sous-groupe de PGL(2,K) formés des homo-

graphies préservant A et B est isomorphe au groupe multiplicatif K*.

Exercice 2. On considére un plan projectif muni d’un repeére projectif (A4, B, C, D). Pour i € {1,2,3}, soit P, un
point de coordonnées homogenes (x; : y; : z;) dans ce repére. Montrer que Py, P, P3 sont alignés si et seulement

si

1 Y1 2
det |22 y2 22| =0
I3 Ys Zz3

Exercice 3. Soit n un nombre entier strictement positif, et soit E un espace vectoriel de dimension n + 1.
Considérons n + 2 points Py, . . ., P,y1 de Uespace projectif P(E). Montrer que (Pp, ..., P,+1) est un repére
projectif de P(FE) si et seulement si, pour tout ¢ # j dans {0,...,n+ 1}, on a

P, gproj{Pyx : k#i,k+#j}

Exercice 4. Soient dy et dy deux droites distinctes d’un plan projectif réel. Notons O leur point d’intersection.
Soient A, B, C des points de dy et D, E, F' des points de ds, deux & deux distincts et distincts de O. La figure
ci-dessous contient sept droites : dy, da, (AE), (BD), (BF), (CD) et (CE).

Redessiner cette figure apres avoir envoyé a l'infini

(1) les points A et F';  (2) la droite (BD); (3) la droite d;.

Exercice 5 (Birapports). 1. Soient Ay, As, A3, A4 quatre points distincts d’une droite projective. On note A =
[A1, Az, A3z, A4] leur birapport. Pour chaque permutation o € &4, calculer le birapport [A, (1), A (2), A (3), Ao (a)]-

2. Soit cinq points distincts A, B, C, D, E d’une droite projective. Calculer [A, B, C, D][A, B, D, E|[A, B, E, C].



On dit que quatre points A, B, C, D sont en division harmonique si [A; B;C; D] = —1 (noter que lordre des

points est important).

Exercice 6. Dans P}(K) = KU {0}, que veut dire géométriquement le fait que A, B,C, 00 sont en division

harmonique ?

Exercice 7. Soit (4, B,C, D) un repére projectif d'un plan projectif. Soit P = (AB) N (CD), Q@ = (AD)N(BC)
et R = (AC) N (BD). Notons aussi S = (AC) N (PQ). Montrer que les quatre points A, C, R, S sont en division

harmonique. Indication. Envoyer (PQ) a Uinfini et utiliser ’exercicee précédent.

Exercice 8. Tracer la figure duale de la figure suivante (on notera a la droite dual du point A; P le point dual

de la droite p, etc)

Exercice 9. Soit ¢ une homographie de P!(K) différente de I'identité. Montrer qu’il y a équivalence entre
1. ¢ est une involution
2. ¢ est de trace nulle (c’set & dire que si ¢ = P(f) pour f € M>(K), alors trf = 0)

3. il existe un point p € P1(K) tel que ¢(p) # p et ¢(é(p)) = p.

Exercice 10. 1. Soient D et D’ deux droites distinctes d’un plan affine P, sécantes en un point O. Soient
O’ un point qui n’est sur aucune des deux droites, D1, D, D3 des droites deux & deux distinctes passant
par O'. Pour i € {1,2,3}, soient les points M; = DN D; et M = D' N D; puis A = (M1 M}) N (M2M]) et
B = (M2 M) N (MsM}). Montrer que les points O, A, B ont alignés.

Indication. Plonger P dans un plan projectif et envoyer (OO’) & linfini.
2. Sur une feuille de papier, soit deux droites non paralleles dont le point d’intersection est en dehors de la
feuille, et soit M un point qui n’est aucune des deux droites. Commnt tracer a I’aide d’une régle la droite

passant par M et l'intersection des deux droites?

3. En déduire par dualité un procédé pour tracer une droite joignant deux points a ’aide d’une régle trop

courte.



