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Analyse matricielle — L3

Feuille d’exercices n° 2

NORMES MATRICIELLES, CONDITIONNEMENT, VALEURS SINGULIERES

Dans tout ce qui suit, K =R ou C et n € N*, || - || désigne une norme sur K", || - || et cond(-) la norme

subordonnée et le conditionnement associés.

Exercice 2.0 Décomposition en valeurs singuliéres : échauffement

Donner la décomposition en valeurs singuliéres des matrices suivantes :
1. La matrice identité.
2. Une matrice orthogonale.
3. Une matrice diagonale.
4

. Une matrice n X n de la forme

0 =1 O 0
0 0 a9 0
0 0 Tn—1
0 . 0
5. Une matrice m x n de la forme

a1 as .o anp,

0 O 0

0O 0 --- 0

6. Soit A une matrice carrée inversible. Comment s’exprime la décomposition en valeurs singuliéres
de A~ en fonction de celle de A?

Exercice 2.1 Changement de base

Rappel : Représentation matricielle d’une application linéaire.

Soit E et ' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, avec dim E = n et dim F' = m. Fizons deux
bases, B = (e;)i1<j<n une base de E et ' = (fi)1<i<m base de F'.

Soitu : E — F une application linéaire. La matrice de u relativement aux bases 3 et 3 est la matrice dont
le j¢ vecteur colonne contient les coordonnées du vecteur u(ej) dans la base B' pour tout j € {1,...,n}.
On la note Matg g (u). Si E=F et §= [, on la note Matg(u).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit B = {eq,...,e,} une base de E, soit B = {f1,..., fu}
n

une autre base de E. Pour tout j € {1,...,n}, il existe (p1j,...,pn;) € K" tel que f; = Zpi,jei-
i=1

On appelle matrice de changement de base de B vers B', ou matrice de passage de B vers B, la matrice
Pg = (pij)i<ij<n : la j¢ colonne de Pgp est constituée des coordonnées de f; € B’ dans la base B,

pour tout j € {1,...,n}.



1. Soit z € E. On note X € K" le vecteur (colonne) des coordonnées de = dans la base B et X’ € K"

le vecteur (colonne) des coordonnées de x dans la base B’. Montrer que X = Pg X'

2. Vérifier que P est la matrice de I'application identité de E, Idg, relativement aux bases 5’
et B: Pgp = Matg g(Idg).

3. Vérifier que Pp g = Pl;, é,.

4. Montrer que pour tout endomorphisme U de F on a

MatB(U) = P&B/MatB/(U)Pgl ;= P&B/MatB/(U)PB/ﬁ.

5. Application. Dans R?, on considére les deux bases suivantes : B = (e, e2) et B’ = (f1, f2) avec

a= ()= () n= () 2= (1)

On considére 'endomorphisme U : R? — R? tel que
20
MatB(U) = (2 0) .
(a) 1™ méthode. Exprimer U(f1) et U(f2) en fonction de f; et fo. En déduire la représentation
matricielle de U dans la base B'.

(b) 2¢ méthode. Donner la matrice de passage P . En déduire la représentation matricielle de
U dans la base B’.

Exercice 2.2 Décomposition en valeurs singuliéres.

1. Donner la décomposition en valeurs singuliéres A = PDQT (en précisant P, D et Q) de
g (33 123
T 5\4v3 9 4)°

2. Donner la décomposition en valeurs singuliéres de

()

et tracer dans le plan (de la feuille!) I'image du cercle unité par 'application linéaire associée a A.

Exercice 2.3 Norme de Frobenius. Soit A € M,,(K). On rappelle que la norme de Frobenius est définie

par
1/2

1Alr = | D> 14l

i=1 j=1

1. Montrer que la norme de Frobenius est une norme matricielle et qu’elle est donnée par :

1A[IF = Tr(A"A).

[\)

. Montrer que la norme de Frobenius n’est pas une norme subordonnée.

w

. Montrer que si U € M,,(K) est unitaire,
IUA[lF = [[AU][F = [|All -

4. Montrer que si A est une matrice normale, de valeurs propres {1, ..., A\, }, alors
n 1/2
2
[AllF = (Zl)wl ) :
=1



Exercice 2.4 Normes subordonnées || - || et || - |- On rappelle la définition des normes > et ¢!
T n
sur K" : pour tout x = | 1 | € K", ||z]|co = max |z, ||z|1 = Z |z
: 1<i<n —
Tn =

On note || - oo €t || - |1 les normes subordonnées sur M, (K) : pour tout A € M, (K),

| Az oo
2€Cra0 [ 2]

[ Az([1
xzeCn,z#0 H$H1 '

[ Alloo = et [JAflL =

Montrer les deux formules suivantes : pour tout A € M, (K),

n n

140 = o 31l et 1Al = max 32 1A
= j=

Exercice 2.5 Norme subordonnée a la norme 2.

On rappelle la définition du produit scalaire canonique sur K" et de la norme associée :
I n

n n 1/2
pourtoutz = | @ | e K" touty=| : | €e K", (x,y) = Zm@ et ||zl =V (z,x) = (Z \:UZ\2> .
T Yn i=1 i=1

On note || - ||2 la norme subordonnée sur M,,(K) : pour tout A € M, (K),

[Az|2
IAll2 =
zeC” z#0 Hx||2

Soit A € M, (K).

1. Montrer que la norme 2 sur K" est invariante par transformation unitaire : si U est tel que
U*U = 1,,, alors pour tout = € K", |[Uz|2 = ||z|]2 = [|U*z]]2.
2. Montrer que la norme 2 subordonnée est invariante par transformation unitaire : si U est tel que
U*U =1,, alors
[Allz = IUAll2 = AU |2 = U™ AU 2.

3. Montrer que si A est une matrice normale, alors ||A|l2 = p(A), ou p(-) désigne le rayon spectral.

4. Montrer que ||All2 = /|| A*A] 2.

5. Montrer que

IAll2 = V/o(A*A) = /p(AA*) = [|A"]J2.

6. Conditionnement associé a la norme 2. On suppose A inversible, on note conda(A) = || Afl2 |47 |2
le conditionnement associé & la norme 2. Ordonnons 0 < pi(A) < ... < p,(A) les racines carrées

des valeurs propres de A*A, i.e. les valeurs singuliéres de A.
_ fin(A)
p1(A)
(b) On suppose de plus que A est une matrice normale et on note o(A) l'ensemble des valeurs

|max By
propres de A. Montrer que condy(A) = co4)

(a) Montrer que conda(A)

min |\’
A€o (A)



Exercice 2.6 Fquivalence des normes et des conditionnements.

1. Montrer que si deux normes vectorielles || - ||« et || - || vérifient Ci|| - ||« < |- |4 < Col| - ||« pour

un couple (Cy,Cs) de réels strictement positifs alors les normes subordonnées vérifient

Cl 02
=<1l - < == .
Gl <l < Z-

2. En utilisant les formules démontrées aux exercices précédents, montrer les relations suivantes, pour

tout A € M,,(K). Le cas échéant donner les inégalités associées sur les conditionnements.

() T4l < [4llr < VALl
) o 14051 < 14k < 0 (o 141).

1<i,j<n

1
() ﬁ”‘Amoo <[4z < Vn Al o

(d) \}EHAHM < [l Afl2 < v [l Al
() llAllz < VIl AllollAll1-

1
Al < llAllr < Vn[[All, pour p =1 et p = oo.

vn

Exercice 2.7 Norme et inversibilité. Soit A € M,,(K) une matrice inversible, || - | une norme sur K"
et || - || la norme subordonnée associée.
1. Montrer que pour tout z € K", ||Az| > ”’Jlll;‘l i
1
2. Soit E € M,,(K) une matrice telle que ||E| < A Montrer que pour tout x € K",
42+ B2 > (g — 181 Dl
X Il = T T Zl|.
A=

En déduire que A + E est inversible.

3. Comment s’énonce le résultat qu’on vient de montrer si A = I,,?

Exercice 2.8 Interprétations du conditionnement. Soit A € M,,(K) une matrice inversible.
1. (a) Soit b € K" non nul, Ab € K". Soit z € K" non nul et Ax € K" tels que Az = b et
A(x + Az) = b+ Ab. Montrer que

[Az]]
]

|AD]|
Iol]

ond(A)

(b) Déterminer deux vecteurs b et Ab tels qu’on ait égalité entre les deux membres de I'inégalité

précédente.
(¢) Montrer de méme que si Az =b et (A+ AA)(z+ Azx) = b, alors

| Azl
[+ Az~

[AA]

ond(4) Ay

puis que 'on peut trouver un vecteur b non nul, une matrice AA et un vecteur Ax vérifiant les

relations ci-dessus et tels que I'on ait égalité entre les deux membres de 'inégalité précédente.



2. (a) Montrer (en utilisant les résultats de ’exercice précédent) que pour toute matrice singuliére

B, on a
1 _la-B|

cond(A) = [|A]

u(A~tu)*

(b) Soit u € K" tel que |lullz2 =1 et [[A" ul|s = [|A™!||2. On pose By = A — AR
2

Montrer que ||A — Byll2 = et en déduire que

o
A2

—_—s
conda(4) 41>

B singuliére} .

Autrement dit, plus une matrice est mal conditionnée, plus elle est proche d’étre singuliére

donc difficile & inverser numériquement, et réciproquement.

Exercice 2.9 Un exemple. On note pour € > 0 suffisamment petit

11
Aa:(l 1+e>‘

. . . (2 . _ 2
1. Résoudre le systéeme A,z = b pour b = (2) puis pour b = <2 n 5)

2. Estimer a l'aide de lexercice précédent la valeur de cond(A:) et comparer a la valeur exacte de
cond(A;).



