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VERS LA CONJECTURE DE KANNAN–LOVÁSZ–SIMONOVITS
[d’après Yuansi Chen]

par Guillaume Aubrun

1. INTRODUCTION

1.1. Profil isopérimétrique

Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure borélienne µ. Si A est une partie
de X et ε > 0, on note Aε la réunion des boules ouvertes de rayon ε dont le centre
appartient à A. Si A est un borélien, on peut définir sa mesure de bord comme

bordµ(A) = lim inf
ε→0

µ(Aε)− µ(A)
ε

.

Le profil isopérimétrique de l’espace métrique mesuré (X, d, µ) est défini comme la
solution du problème de minimisation suivant, pour un réel t donné

Iµ(t) = inf{bordµ(A) : A ⊂ X borélien, µ(A) = t}.

Autrement dit, à mesure fixée, on veut minimiser la mesure de bord. La solution exacte
du problème isopérimétrique n’est connue que dans de rares situations très symétriques.
À défaut, on peut se satisfaire d’une solution approximative. Nous nous plaçons dans
cette optique, dans le cas particulier où X est un convexe de volume fini et strictement
positif de l’espace euclidien usuel (Rn, ‖ · ‖) et où la mesure µ est la mesure de Lebesgue
restreinte à X. Dans ce contexte, la conjecture de Kannan, Lovász et Simonovits

Figure 1. Si on veut partitionner un triangle équilatéral en deux parties de
même aire, la coupe rectiligne la plus courte est comparable (environ 5% plus
longue) à la coupe curviligne la plus courte. La conjecture KLS affirme que le
même phénomène est vrai pour un convexe de dimension arbitraire.
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(1995), ou conjecture KLS, affirme que restreindre l’infimum dans la définition de Iµ(1/2)
aux parties A de la forme X ∩H, où H est un demi-espace de Rn, n’affecte sa valeur
que par une constante multiplicative indépendante de la dimension. Si la conjecture
KLS est toujours ouverte, des progrès spectaculaires vers sa résolution ont été accomplis
par Chen (2021).

Ce texte est organisé comme suit. Dans une première partie, on donne une présentation
de la conjecture KLS et des conjectures liées. La seconde partie introduit le schéma de
localisation stochastique d’Eldan, qui est l’outil principal sur lequel repose la preuve de
Chen. La preuve elle-même est détaillée dans une troisième partie.

Précisons quelques notations utilisées dans le texte. Étant données deux quantités
réelles strictement positives A et B dont la valeur peut dépendre de plusieurs paramètres,
la notation A . B (ou de manière équivalente B & A) signifie que l’ensemble des valeurs
prises par le quotient A/B est une partie majorée de R. La notation A � B signifie l’on
a simultanément A . B et B . A.

1.2. Mesures log-concaves
Dans ce texte, toutes les mesures considérées seront implicitement des mesures de

probabilité. On dit qu’une mesure µ sur Rn est log-concave si elle admet une densité
p : Rn → R+ par rapport à la mesure de Lebesgue et si log p : Rn → R ∪ {−∞} est
une fonction concave.

Un exemple fondamental de mesure log-concave est donnée par la mesure uniforme
sur un ensemble convexe borné d’intérieur non vide de Rn. Les mesures gaussiennes sont
également log-concaves. Pour des questions de géométrie des convexes, il est souvent utile
de considérer la classe des mesures log-concaves, qui jouit de plus grandes propriétés de
stabilité. Retenons en particulier le théorème de Prékopa qui affirme qu’une marginale
d’une mesure log-concave est log-concave ; ce qu’on veut dire par là est que si µ est une
mesure log-concave sur Rn, son image par une surjection linéaire de Rn sur Rm est une
mesure log-concave sur Rm.

Notons également la caractérisation suivante : une mesure absolument continue µ
sur Rn est log-concave si et seulement si elle vérifie l’inégalité de Brunn–Minkowski

µ(tA+ (1− t)B) > µ(A)tµ(B)1−t

pour tout réel t de [0, 1] et pour toutes parties compactes A, B de Rn.
Un résultat remarquable (Milman, 2009 ; Sternberg et Zumbrun, 1999) qui sera

très utile pour nos considérations, est que la log-concavité peut se lire sur le profil
isopérimétrique.

Théorème 1.1. — Si µ est une mesure log-concave sur Rn, son profil isopérimétrique Iµ
est une fonction concave qui vérifie Iµ(t) = Iµ(1− t). Elle est donc maximale en 1/2.

Soit µ une mesure log-concave sur Rn de densité p. La concavité du profil isopérimé-
trique implique en particulier la minoration suivante : pour t ∈ [0, 1]
(1) Iµ(t) > 2Iµ(1/2) min(t, 1− t) > 2Iµ(1/2)t(1− t).
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Si A ⊂ Rn est une partie régulière (ce qu’on peut définir par exemple en disant que
sa frontière est de classe C2), sa mesure de bord, que l’on notera µ+(∂A) plutôt que
bordµ(A), s’écrit comme

µ+(∂A) =
∫
∂A
p(x) dx.

On peut restreindre l’infimum définissant le profil isopérimétrique aux parties régulières,
c’est-à-dire que pour tout t ∈ [0, 1] on a

Iµ(t) = inf{µ+(∂A) : A ⊂ Rn régulière, µ(A) = t}.

1.3. Conjecture de Kannan, Lovász et Simonovits : formulation et historique
Soit µ une mesure log-concave sur Rn. On obtient évidemment une majoration du

profil isopérimétrique de µ en restreignant le problème de minimisation aux demi-espaces.
(On appelle demi-espace de Rn tout ensemble de la forme f−1([a,+∞[), où a est un
réel et f est une forme linéaire non identiquement nulle sur Rn.) Définissons le profil
isopérimétrique linéaire de µ, pour un réel t ∈ [0, 1], comme

(2) I lin
µ (t) = inf{µ+(∂H) : H ⊂ Rn demi-espace, µ(H) = t},

de sorte que Iµ 6 I lin
µ . La conjecture KLS postule que le quotient I lin

µ (1/2)/Iµ(1/2) est
borné par une constante indépendante de la dimension. Pour l’étudier, posons

(3) KLSn = sup
{
I lin
µ (1/2)
Iµ(1/2) : µ mesure log-concave sur Rn

}
.

Conjecture 1.2 (Conjecture KLS). — La suite (KLSn) est bornée.

Des bornes polynomiales de la forme KLSn . nα ont été obtenues avec les améliorations
successives α = 1

2 (Kannan, Lovász et Simonovits, 1995), α = 1
3 + o(1) (Eldan,

2013) puis α = 1
4 (Lee et Vempala, 2017). Un progrès spectaculaire plus récent, dû à

Chen (2021) est l’objet de ce texte.

Théorème 1.3 (Chen). — Il existe un réel C tel que, pour tout n > 3

KLSn 6 exp
(
C
√

log n
√

log log n
)
.

Remarque 1.4. — Voici un exemple qui montre que le quotient I lin
µ /Iµ n’est pas majoré

uniformément sur ]0, 1[. Soit µ la mesure uniforme sur un disque D ⊂ R2. Les solutions
du problème isopérimétrique sont les parties dont la frontière est un arc de cercle
intersectant ∂D orthogonalement. On en déduit que pour t au voisinage de 0, on a les
relations Iµ(t) � t1/2 et I lin

µ (t) � t1/3.

Remarque 1.5. — Appelons mesure log-concave uniforme une mesure log-concave dont
la densité est constante sur son support. Nous avons formulé la conjecture KLS en
prenant la borne supérieure dans (3) sur l’ensemble des mesures log-concaves sur Rn. On
obtient une conjecture formellement équivalente en restreignant la borne supérieure aux
mesures log-concaves uniformes. La raison est que toute mesure log-concave est limite
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de marginales de mesures log-concaves uniformes. En effet, soit une mesure log-concave
sur Rn de densité p. Pour un entier s, considérons l’ensemble Ks ⊂ Rn+s défini par

Ks = {(x, y) ∈ Rn ×Rs : ‖y‖ 6 1 + s−1 log p(x)}

qui est convexe par l’inégalité de Brunn–Minkowski. L’image de la mesure uniforme
surKs par la projection de Rn×Rs sur Rn a une densité proportionnelle à (1+s−1 log p)s+,
qui tend vers p lorsque s tend vers l’infini.

1.4. Profil isopérimétrique linéaire et matrice de covariance

Expliquons comment le problème de minimisation restreint aux demi-espaces peut
être résolu approximativement. Si µ est une mesure log-concave sur Rn, on note b(µ) =∫
x dµ(x) son barycentre, et Cov(µ) sa matrice de covariance (ou d’inertie) définie par

Cov(µ) =
∫

Rn
(x− b(µ))(x− b(µ))t dµ(x) =

∫
Rn
xxt dµ(x)− b(µ)b(µ)t.

On dira qu’une mesure log-concave est isotrope si elle vérifie les conditions de norma-
lisation b(µ) = 0 et Cov(µ) = Id. Si A est une matrice réelle symétrique de taille n× n,
sa norme d’opérateur, qui est sa plus grande valeur propre en valeur absolue, s’écrit

‖A‖ = sup
θ∈Rn, ‖θ‖=1

〈Aθ,θ〉.

La proposition suivante montre que le profil isopérimétrique linéaire s’estime aisément
à partir de la matrice de covariance.

Proposition 1.6. — On a, pour tout entier n > 1 et pour toute mesure log-concave µ
sur Rn,

I lin
µ (1/2) � ‖Cov(µ)‖−1/2.

Esquisse de démonstration. — La première partie de la preuve consiste à démontrer
l’inégalité souhaitée en dimension 1, qui s’écrit ainsi : si p : R → R+ est une densité de
probabilité log-concave de médiane m et de variance v, alors

(4) p(m) � v−1/2.

Cette inégalité peut se démontrer par des considérations élémentaires sur les fonctions
d’une variable réelle.

Montrons maintenant le résultat annoncé. Soit θ un vecteur unitaire de Rn et Hθ

l’unique hyperplan orthogonal à θ vérifiant µ(Hθ) = 1/2. Considérons l’image de la
mesure µ par la projection orthogonale de Rn sur Rθ, identifié à R. Par le théorème
de Prékopa, cette mesure est log-concave. Sa densité vérifie donc l’inégalité (4) qui se
traduit pour la mesure µ en

µ+(∂Hθ) � 〈Cov(µ)θ,θ〉−1/2.

La conclusion de la proposition 1.6 s’en déduit en prenant la borne inférieure sur θ.
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1.5. Constante de Poincaré

Soit µ une mesure log-concave sur Rn. On appelle constante de Poincaré de µ, et on
note CP (µ), la plus petite constante vérifiant l’inégalité

(5) Varµ(f) 6 CP (µ)
∫

Rn
‖∇f‖2 dµ

pour toute fonction régulière f : Rn → R, où l’on note Varµ(f) =
∫
f 2 dµ− (

∫
f dµ)2.

Son inverse CP (µ)−1 est le trou spectral de l’opérateur de Laplace–Beltrami sur L2(µ) ;
ce dernier est directement relié au profil isopérimétrique par la relation

(6) CP (µ)−1 � Iµ(1/2)2.

L’inégalité CP (µ)−1 & Iµ(1/2)2, dite inégalité de Cheeger, est valable dans un contexte
beaucoup plus général. Il est connu depuis Buser (1982) et Ledoux (1994) que
l’inégalité inverse est vraie sous hypothèse de log-concavité.

Lorsque µ est la mesure uniforme sur un convexe K, sa constante de Poincaré
intervient dans des problèmes fondamentaux de géométrie algorithmique en grande
dimension. Comment échantillonner un point de K ? Comment estimer le volume de K ?
Les meilleurs algorithmes connus à ce jour ont une complexité qui fait intervenir la
constante KLSn et le théorème de Chen a donc des conséquences immédiates pour
garantir leur efficacité. Nous renvoyons à Lee et Vempala (2019) pour une présentation
détaillée de toutes ces questions.

1.6. Reformulation et liens avec d’autres conjectures

Nous mentionnons deux conjectures plus faibles que la conjecture KLS, pour lesquelles
le théorème de Chen a des conséquences directes.

La conjecture de l’hyperplan formulée par Bourgain (Bourgain, 1986) a pendant
longtemps été un des moteurs principaux de la recherche sur la distribution du volume
dans les convexes de grande dimension. Voici une des nombreuses versions équivalentes
de la conjecture : soit Ln le plus petit réel tel que, pour toute partie convexe K ⊂ Rn

de volume 1 on puisse trouver un hyperplan affine H tel que K ∩ H ait un volume
(n− 1)-dimensionnel minoré par L−1

n . La conjecture de l’hyperplan affirme que la suite
(Ln) est bornée. L’estimation Ln . n1/4 log n démontrée initialement par Bourgain n’a
été que ensuite marginalement améliorée en Ln . n1/4 par Klartag (2006) — un
progrès d’apparence modeste mais considéré comme une avancée majeure.

Or on sait depuis Eldan et Klartag (2011) que la conjecture de l’hyperplan est
une conséquence formelle de la conjecture KLS, au sens où Ln . KLSn. Le théorème de
Chen KLSn . no(1) est donc le premier pas substantiel vers la conjecture de l’hyperplan,
35 ans après sa formulation.

La conjecture de la couronne mince a attiré beaucoup d’attention, en particulier
à cause de ses conséquences pour le théorème de la limite centrale pour les mesures
log-concaves, comme exposé dans Barthe (2010). Elle s’énonce ainsi : si on note f la
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fonction définie sur Rn par x 7→ ‖x‖2, alors toute mesure log-concave isotrope µ devrait
vérifier

Varµ(f) . n.

Autrement dit, la variance de f est comparable à son espérance, d’où un phénomène de
concentration très prononcé de la masse de µ dans une couronne autour de la sphère de
rayon

√
n. Il est immédiat que la conjecture de la couronne mince est une conséquence

de la conjecture KLS, puisqu’elle est une instance de l’inégalité de Poincaré (5).

1.7. Le cas des mesures strictement log-concaves

Pour n ∈ N∗ et κ > 0, notons γn,κ la mesure gaussienne sur Rn centrée et de
covariance κ−1Id. Sa densité est la fonction

f : x 7→ (κ/2π)n/2 exp(−κ‖x‖2/2)

qui vérifie ∇2[− log(f)] = κId. C’est l’un des rares exemples où l’on connaît exactement
le profil isopérimétrique : par l’inégalité isopérimétrique gaussienne, les solutions du
problème isopérimétrique sont des demi-espaces, ce qui s’écrit comme l’égalité

Iγn,κ = I lin
γn,κ = I lin

γ1,κ .

On a en particulier

Iγn,κ(1/2) =
√
κ√
2π
.

Si une mesure est “plus log-concave” qu’une de ces mesures gaussiennes, au sens
d’un contrôle uniforme de la matrice hessienne, on peut alors contrôler son profil
isopérimétrique.

Théorème 1.7. — Soit κ > 0 et µ une mesure sur Rn de densité p vérifiant l’inégalité
∇2[− log p] > κId en tout point de son support. Alors Iµ > Iγn,κ et en particulier

Iµ(1/2) >
√
κ√
2π
.

On a de plus CP (µ) 6 CP (γn,κ) = κ−1 et ‖Cov(µ)‖ 6 κ−1.

Il existe plusieurs preuves de ce résultat. On peut invoquer un théorème de Caffarelli
(2000) qui affirme que, sous l’hypothèse du théorème 1.7, la mesure µ est l’image de la
mesure γn,κ par une contraction pour la distance euclidienne. Il est immédiat de voir
que le profil isopérimétrique augmente sous l’action d’une contraction.
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1.8. Réduction à des mesures isotropes à support compact

En conséquence de la proposition 1.6, montrons qu’on peut se restreindre pour l’étude
la conjecture KLS à des mesures isotropes, que l’on peut aussi supposer à support dans
une boule de rayon de l’ordre de

√
n. On note Bn la boule unité de l’espace euclidien

usuel (Rn, ‖ · ‖).

Proposition 1.8. — Il existe un réel R > 0 tel que, si on note KLS′n la borne supérieure
des quantités Iµ(1/2)−1 lorsque µ parcourt l’ensemble des mesures log-concaves isotropes
sur Rn à support dans R

√
nBn, on ait

KLSn � KLS′n.

Démonstration. — L’inégalité KLS′n . KLSn découle immédiatement de la proposi-
tion 1.6. Réciproquement, soit µ une mesure log-concave. Alors µ est l’image d’une
mesure isotrope ν par une transformation affine dont la partie linéaire est Cov(µ)1/2. En
particulier, cette transformation affine étant lipschitzienne de constante L = ‖Cov(µ)‖1/2,
on a Iµ > L−1Iν et donc en utisant à nouveau la proposition 1.6

I lin
µ (1/2)
Iµ(1/2) .

I lin
ν (1/2)
Iν(1/2) .

Il faut maintenant expliquer comment remplacer ν par une mesure à support dans
R
√
nBn. Pour cela, on utilisera le lemme suivant.

Lemme 1.9. — Soit ν une mesure log-concave sur Rn et K un convexe tel que ν(K) >
9
10 . Soit νK la mesure obtenue en conditionnant ν à K, définie pour un borélien A ⊂ Rn

par νK(A) = ν(A∩K)
ν(K) . Alors Iν(1/2) > 7

10IνK (1/2).

Soit ν une mesure log-concave et isotrope. Posons K = r
√
nBn où r >

√
10 est une

constante à déterminer. Puisque
∫

Rn ‖x‖2 dν(x) = n, il suit de l’inégalité de Markov que
ν(K) > 1− r−2 > 9

10 . D’après le lemme 1.9, la mesure νK obtenue en conditionnant ν
à K vérifie donc Iν(1/2) > 7

10IνK (1/2). L’inégalité

(7) 1
2Id 6 Cov(νK) 6 10

9 Id

permettra ensuite de conclure, puisque l’on peut remplacer νK par une image linéaire
isotrope π qui vérifie IνK � Iπ et I lin

νK
� I lin

π . Justifions maintenant que l’on peut choisir
r > 0 pour garantir (7). On utilisera le résultat élémentaire suivant : il existe un réel C
telle que l’inégalité

∫
x4dµ(x) 6 C est vraie pour toute mesure log-concave isotrope µ

sur R. Soit θ un vecteur unitaire de Rn. On a d’après l’inégalité de Cauchy–Schwarz

1 >
∫
K
〈x,θ〉2dν(x) = 1−

∫
Kc
〈x,θ〉2dν(x)

> 1− ν(Kc)1/2
(∫

Rn
〈x,θ〉4dν(x)

)1/2

> 1− r−1C1/2.
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On peut donc choisir la constante r de telle sorte que l’on ait
1
2 6

∫
Rn
〈x,θ〉2dνk(x) 6 ν(K)−1 6

10
9

pour tout vecteur unitaire θ, ce qui est équivalent à (7).

Démonstration du lemme 1.9. — Soit A ⊂ Rn une partie régulière telle que ν(A) = 1/2.
Alors

4
10 6

ν(A)− ν(Kc)
ν(K) 6 νK(A) 6 ν(A)

ν(K) 6
5
9

et l’inégalité (1) implique ν+
K(∂A) > IνK (4/10) > 8

10IνK (1/2). On en déduit que
ν+(∂A) > ν(K)ν+

K(∂A) > 7
10IνK (1/2), d’où le résultat en prenant la borne inférieure

sur A.

2. LE SCHÉMA DE LOCALISATION STOCHASTIQUE

2.1. Préliminaires sur les processus d’Itô
Soit (Bt)t>0 un mouvement brownien dans Rn. Pour tout t > 0, on note Ft la tribu

engendrée par {Bs : s 6 t}. Tous les processus considérés seront adaptés à la filtration
(Ft)t>0. L’intégrale stochastique dans la définition qui suit doit être comprise au sens
d’Itô.

Définition 2.1. — On appelle processus d’Itô un processus (Xt)t>0 qui peut s’écrire
sous la forme

(8) Xt = X0 +
∫ t

0
δs ds+

∫ t

0
σs · dBs

où X0 est constant et (δt)t>0, (σt)t>0 sont des processus adaptés vérifiant presque sûrement
pour tout t > 0 les conditions

∫ t
0 |δs| ds < +∞ et

∫ t
0 ‖σs‖2 ds < +∞. Lorsque presque

sûrement δt = 0 pour tout t, on dit que (Xt)t>0 est une martingale d’Itô.

Les processus (δt)t>0 et (σt)t>0 sont alors uniques, respectivement notés (δ[Xt])t>0
et (σ[Xt])t>0 et appelés dérive et volatilité de (Xt)t>0. Il est d’usage d’écrire l’équation
intégrale (8) sous la forme différentielle

dXt = δt dt+ 〈σt, dBt〉.

Rappelons les rudiments de calcul stochastique qui seront utilisés dans la preuve du
théorème de Chen. Tout d’abord, si (Xt)t>0 est un processus d’Itô, son espérance se
calcule directement en intégrant la dérive comme

(9) E[Xt] = X0 +
∫ t

0
E[δ[Xs]] ds.

Si (Xt)t>0 est une martingale d’Itô, on peut calculer sa variance en intégrant la volatilité

(10) Var[Xt] =
∫ t

0
E
[
‖σ[Xs]‖2

]
ds.
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Soit (Xt)t>0 un processus d’Itô et f : R → R une fonction de classe C2. Alors le
processus (Yt = f(Xt))t>0 est un processus d’Itô, de dérive et de volatilité donnés par la
formule d’Itô

δ[Yt] = f ′(Xt)δ[Xt] + 1
2f
′′(Xt)‖σ[Xt]‖2, σ[Yt] = f ′(Xt)σ[Xt].

Voici un autre incarnation de la formule d’Itô. Si (Xt)t>0 et (Yt)t>0 sont des processus
d’Itô, leur produit (XtYt)t>0 est un processus d’Itô qui vérifie

(11) δ[XtYt] = Xtδ[Yt] + Ytδ[Xt] + 〈σ[Xt],σ[Yt]〉,

(12) σ[XtYt] = Xtσ[Yt] + Ytσ[Xt].

Enfin, soit (Xt)t>0 un processus d’Itô et τ un temps d’arrêt. Alors le processus arrêté
défini par Zt = Xmin(t,τ) est aussi un processus d’Itô qui vérifie

(13) δ[Zt] = 1{t6τ}δ[Xt], σ[Zt] = 1{t6τ}σ[Xt]

Les résultats qui précèdent ont été énoncés pour des processus d’Itô à valeurs scalaires,
mais admettent des extensions immédiates au cas de processus d’Itô à valeurs dans un
espace vectoriel de dimension finie V . La volatilité d’un tel processus est alors à valeurs
dans V ⊗Rn.

2.2. Le processus de localisation stochastique
Soit µ une mesure log-concave sur Rn. On va définir une martingale d’Itô (µt)t>0 « à

valeurs dans les mesures log-concaves sur Rn » vérifiant µ0 = µ. Ce processus, appelé
processus de localisation stochastique, a été introduit dans Eldan (2013) et joue un
rôle central dans plusieurs avancées récentes. Nous renvoyons à Eldan (2022) pour un
panorama de ces dernières.

Le processus (µt)t>0 va être construit à partir d’un processus d’Itô (ct)t>0 à valeurs
dans Rn. On définit ensuite la mesure µt comme étant de densité

(14) pt(x) = 1
Zt
p(x) exp

(
〈ct,x〉 − t‖x‖2/2

)
,

où la variable aléatoire Zt est choisie pour que pt soit une densité de probabilité. On
note bt = b(µt) son barycentre, At = Cov(µt) sa matrice de covariance, et Tt son tenseur
des moments centrés d’ordre 3, défini comme

Tt =
∫

Rn
(x− bt)⊗3dµt ∈ Rn ⊗Rn ⊗Rn.

Théorème 2.2. — Soit µ une mesure log-concave sur Rn, de densité p. Il existe un
processus d’Itô (ct)t>0 à valeurs dans Rn tel que, avec les notations ci-avant

1. pour tout x dans Rn, le processus (pt(x))t>0 est une martingale d’Itô de volatilité
σ[pt(x)] = x− bt,

2. le processus (bt)t>0 est une martingale d’Itô (à valeurs dans Rn) de volatilité
σ[bt] = At.
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3. le processus (At)t>0 est un processus d’Itô (à valeurs dans Mn(R)) de dérive
δ[At] = −A2

t et de volatilité σ[At] = Tt.

Démonstration. — On définit le processus d’Itô (ct)t>0 comme l’unique solution de
l’équation différentielle stochastique

c0 = 0, dct = bt dt+ Id · dBt.

L’existence et l’unicité du processus (ct)t>0 se déduit de l’analogue stochastique du
théorème de Cauchy–Lipschitz (voir par exemple Øksendal, 2003, Theorem 5.2.1). La
vérification des propriétés annoncées découle d’applications répétées de la formule d’Itô.
Soit x ∈ Rn. D’après la formule d’Itô appliquée à la fonction exponentielle, on en déduit

d
[
e〈ct,x〉

]
= e〈ct,x〉

[
〈bt,x〉+ ‖x‖

2

2

]
dt+ 〈xe〈ct,x〉, dBt〉.

Si on pose qt(x) = e〈ct,x〉−t‖x‖
2/2p(x), on a donc

dqt(x) = qt(x) [〈bt,x〉 dt+ 〈x, dBt〉] .

En intégrant sur Rn, il s’ensuit que le processus Zt =
∫

Rn qt(x) dx vérifie (en utilisant
la formule

∫
Rn xqt(x) dx = btZt),

dZt = Zt
[
‖bt‖2 dt+ 〈bt, dBt〉

]
,

puis

dZ−1
t = − 1

Z2
t

dZt + 1
Z3
t

‖btZt‖2 dt = −〈bt, dBt〉
Zt

.

Enfin, on calcule la dérivée de pt(x) = Z−1
t qt(x) comme

dpt(x) = Z−1
t dqt(x) + qt(x) dZ−1

t (x)− 〈x, bt〉qt(x)
Zt

dt

= pt(x)〈x, bt〉 dt+ pt(x)〈x, dBt〉 − pt(x)〈bt, dBt〉 − pt(x)〈x, bt〉 dt
= pt(x)〈x− bt, dBt〉,

ce qui montre le premier point du théorème. Par intégration de la formule dpt(x) =
pt(x)〈x− bt, dBt〉, on obtient

dbt = At · dBt

et on en déduit que

dAt =
∫

Rn
(x− bt)⊗2〈x− bt, dBt〉pt(x) dx− A2

t dt

qui est le résultat annoncé.

Retenons comme conséquence du premier point du théorème 2.2 les informations
suivantes : pour tout borélien A ⊂ Rn, le processus (µt(A))t>0 est une martingale d’Itô
de volatilité σ[µt(A)] =

∫
A(x − bt) dµt(x). De même, si A est une partie régulière,

(µ+
t (∂A))t>0 est une martingale d’Itô.
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Il est immédiat d’après la formule (14) que l’on a presque sûrement, pour tout t > 0

∇2(− log pt) > ∇2(− log p) + tId > tId

et donc d’après le théorème 1.7

(15) Iµt(1/2) &
√
t, CP (µt) 6 1/t, ‖At‖ 6 1/t.

La mesure aléatoire µt possède ainsi des propriétés isopérimétriques d’autant meilleures
que t est grand. La difficulté va être de contrôler le processus de localisation stochastique
pour des petits temps ; on cherchera notamment à améliorer la borne (15) pour t� 1.

2.3. Exemples

Soit µ la mesure gaussienne standard sur Rn. Dans ce cas, le processus de localisation
stochastique associé admet une description simple puisqu’il découle de la formule (14)
que la mesure aléatoire µt est presque sûrement gaussienne. Comme le tenseur des
moments d’ordre 3 de toute mesure gaussienne est nul, on en déduit que le processus
(At)t>0 est déterministe et vérifie l’équation différentielle ordinaire A′t = −A2

t qui se
résout en At = 1

t+1Id. On a alors

bt =
∫ t

0

dBs

s+ 1

et à t fixé, bt suit la loi N(0, t
t+1Id). La mesure µt est donc la mesure gaussienne

N(bt, 1
t+1Id). On a de puis ct = (t+ 1)bt, donc ct suit la loi N(0, t(t+ 1)Id).

En dehors du cadre gaussien, il semble difficile d’obtenir des formules explicites. On
peut toutefois faire la remarque suivante : si µ1 et µ2 sont des mesures log-concaves,
respectivement sur Rm et Rn, alors µ1⊗µ2 est une mesure log-concave sur Rm×Rn. Si
(µ1

t )t>0 et (µ2
t )t>0 sont les processus de localisation stochastique associés respectivement

à µ1 et µ2, construits sur des mouvements browniens indépendants, alors le processus
(µ1

t ⊗ µ2
t )t>0 s’identifie au processus de localisation stochastique associé à µ1 ⊗ µ2.

Ce principe se généralise sans difficulté à un plus grand nombre de facteurs. Soit µ la
loi exponentielle, c’est-à-dire la mesure log-concave sur R de densité p(x) = e−x1{x>0}.
Soit (pt)t>0 le processus de localisation stochastique associé et vt la variance de la
densité pt. On peut observer sur la densité (14) que vt & 1/t avec probabilité positive.

Considérons maintenant la mesure sur Rn obtenue comme la loi de n variables aléa-
toires indépendantes de loi exponentielle. La matrice de covariance A(n)

t du processus
de localisation associé est diagonale et ses coefficients diagonaux sont des copies in-
dépendantes de vt. On en déduit l’information suivante : la fonction qui à t associe
supn E ‖A(n)

t ‖ est de l’ordre de 1/t, donc non intégrable au voisinage de 0. L’intérêt de
cette remarque est d’expliquer pourquoi l’approche de Chen via la proposition 3.1 ne
peut pas suffire à démontrer la conjecture KLS.
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3. PREUVE DU THÉORÈME DE CHEN

Dans cette partie, on démontre le théorème de Chen à l’aide du processus de localisation
stochastique. La preuve que nous présentons suit de très près le raisonnement de
Klartag (2021) qui incorpore des simplifications attribuées à Daniel Dadush, Ronen
Eldan et Joseph Lehec. Rappelons que notre but est de démontrer la borne supérieure

KLSn 6 exp
(
C
√

log n
√

log log n
)
.

D’après la proposition 1.8, il suffit de montrer que toute mesure µ sur Rn, log-concave,
isotrope et à support dans R

√
nBn vérifie une estimation du type

Iµ(1/2) > exp
(
−C

√
log n

√
log log n

)
.

On note (µt)t>0 le processus de localisation stochastique associé à µ, pt la densité de µt,
bt son barycentre, At sa matrice de covariance et Tt son tenseur de moment centré
d’ordre 3.

3.1. La stratégie générale de preuve

La première étape de la preuve de Chen, déjà présente dans les arguments antérieurs,
se ramène à contrôler l’évolution de la matrice de covariance au long du processus de
localisation stochastique.

Proposition 3.1. — Soit µ une mesure log-concave sur Rn. Pour tout T > 0, on a
l’inégalité

Iµ(1/2) &
√
T

(
1
4 −

∫ T

0
E[‖At‖] dt

)
.

Démonstration. — Soit E ⊂ Rn une partie régulière vérifiant µ(E) = 1/2. La propriété
de martingale implique que E[µT (E)] = 1/2 et donc Var[µT (E)] = 1

4 − E[µT (E)(1 −
µT (E))]. Le cœur de l’argument est l’enchaînement d’inégalités que voici

µ+(∂E) = E
[
µ+
T (∂E)

]
> 2 E [IµT (1/2)µT (E)(1− µT (E))]

&
√
T
(1

4 −Var[µT (E)]
)
.(16)

On a utilisé successivement le fait que (µ+
t (∂E))t>0 est une martingale, l’inégalité (1),

p. 2, sur le profil isopérimétrique de la mesure aléatoire µT et la borne inférieure presque
sûre IµT (1/2) &

√
T observée en (15).

Puisque (µt(E))t>0 est une martingale d’Itô, sa variance se calcule d’après (10) comme
volatilité cumulée

(17) Var[µT (E)] =
∫ T

0
E
[
‖σ[µt(E)]‖2

]
dt.
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On a
σ[µt(E)] =

∫
E

(x− bt) dµt(x)

et donc, en utilisant l’inégalité de Cauchy–Schwarz

‖σ[µt(E)]‖ = sup
‖u‖=1

〈u,σ[µt(E)]〉

= sup
‖u‖=1

∫
E
〈u,x− bt〉 dµt(x)

6

(
sup
‖u‖=1

∫
E
〈u,x− bt〉2 dµt(x)

)1/2

6

(
sup
‖u‖=1

∫
Rn
〈u,x− bt〉2 dµt(x)

)1/2

= ‖At‖1/2.(18)

On obtient la conclusion en combinant (16), (17) et (18), par passage à la borne inférieure
sur E.

La difficulté est maintenant de contrôler la norme d’opérateur de la matrice de
covariance pour des temps aussi grands que possible. La majoration ‖At‖ 6 1/t valable
en toute généralité est insuffisante pour cela.

Introduisons les réels T0(µ) et T1(µ) définis par les relations

T0(µ) = min
( 1

48 , inf {t : E ‖At‖ 6 3}
)
,

∫ T1(µ)

0
E ‖At‖ dt = 1

8 .

On a alors Iµ(1/2) &
√
T1(µ) d’après la proposition 3.1. La clé de la démonstration

réside dans les deux inégalités suivantes

Lemme 3.2. — Si µ est une mesure log-concave isotrope sur Rn à support contenu
dans R

√
nBn, alors

T0(µ) & KLS−2
n (log n)−1 .

Lemme 3.3. — Si µ est une mesure log-concave isotrope sur Rn, alors pour tout entier
q > 2,

T1(µ)2q+1 & T0(µ)2qn−1/q.

On peut ainsi mettre en place une boucle de rétroaction : T1(µ) est contrôlé par T0(µ),
lui-même contrôlé par KLSn ; or l’inégalité Iµ(1/2) > c

√
T1(µ) permet de contrôler T1(µ)

par KLSn.
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En détails, terminons la preuve du théorème de Chen. D’après la proposition 1.8, on
peut trouver une mesure log-concave isotrope sur Rn, à support dans R

√
nBn et telle

que Iµ(1/2) � KLS−1
n . On a alors, pour tout entier q > 2,

KLSn . T1(µ)−1/2

. T0(µ)−
q

2q+1n
1

2q(2q+1)

. KLS
2q

2q+1
n n

1
2q(2q+1) (log n)

q
2q+1

et donc il existe un réel C > 0 tel que

KLSn 6 (C log n)qn1/2q.

En choisissant la valeur optimale q �
√

log n/ log log n, on obtient le résultat souhaité

KLSn 6 exp
(
C
√

log n log log n
)
.

3.2. Preuve des lemmes 3.2 et 3.3

Le processus (At)t>0 est un processus d’Itô à valeurs matricielles. Par conséquent,
pour tout entier q > 2, le processus (tr Aqt )t>0 est un processus d’Itô à valeurs scalaires.
Le lemme suivant, démontré ultérieurement, majore sa dérive.

Lemme 3.4. — Pour tout entier q > 2 un entier, on a l’inégalité

δ[tr(Aqt )] 6 2q2CP (µt) tr(Aqt ).

Expliquons comment le lemme 3.4 implique les deux estimations sur T0(µ) et T1(µ).

Preuve du lemme 3.2. — Pout tout t > 0, la mesure µt est (presque sûrement) à support
dans R

√
nBn et vérifie donc l’inégalité ‖At‖ 6 R2n.

En combinant (6) avec la proposition 1.6, on obtient

CP (µt) � [Iµt(1/2)]−2 6 KLS2
n

[
I lin
µt (1/2)

]−2
� KLS2

n‖At‖

et le lemme 3.4 (appliqué pour un entier q > 2 à déterminer) implique que

δ[tr(Aqt )] . q2KLS2
n‖At‖ tr(Aqt ).

Soit τ le temps d’arrêt défini par τ = inf{t > 0 : ‖At‖ > 2}. Notons Xt = tr(Aq
t∧τ ) le

processus arrêté. Sa dérive, décrite par (13), satisfait

δ[Xt] . q2KLS2
nXt

et donc la fonction f(t) = E[Xt] vérifie d’après (9) l’inégalité différentielle

f ′(t) . q2KLS2
nf(t).
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Puisque f(0) = n, on en déduit, pour une constante C > 0, la borne f(t) 6
n exp(Cq2KLS2

nt) pour tout t > 0. On peut écrire

E ‖At‖ 6 2 +R2nP(‖At‖ > 2)
6 2 +R2nP(Xt > 2q)
6 2 +R2n2−q E[Xt]
6 2 +R2n22−q exp(Cq2KLS2

nt).

Choisissons q � log n de sorte que R2n22−q 6 n−1. L’inégalité E ‖At‖ 6 3 est alors
vérifiée dès que Cq2KLS2

nt 6 log n. Nous avons bien démontré

T0(µ) & q−2KLS−2
n log n & KLS−2

n (log n)−1 .

Preuve du lemme 3.3. — D’après (15), on a presque sûrement l’inégalité CP (µt) 6 1/t,
que l’on combine avec le lemme 3.4 pour obtenir

δ[tr(Aqt )] 6
2q2

t
tr(Aqt ).

Puisque la fonction x 7→ x1/q est concave, on a

δ[‖At‖q] 6
2q
t
‖At‖q.

La fonction f : t 7→ E ‖At‖q vérifie donc l’inégalité différentielle

(log f)′(t) 6 2q
t
.

Posons T0 = T0(µ) et T1 = T1(µ). Puisque f(T0) 6 3n1/q E ‖AT0‖ 6 3n1/q, on a pour
tout t > T0,

log f(t)− log f(T0) 6
∫ t

T0

2q
u

du = 2q(log t− log T0),

ou encore f(t) 6 (t/T0)2q3n1/q. On a donc

1
8 −

1
16 6

∫ T1

T0
E ‖At‖ dt 6

∫ T1

T0
f(t) dt 6 3n1/q

∫ T1

T0

(
t

T0

)2q
dt 6 3n1/qT

2q+1
1

T 2q
0

.

3.3. Calculs sur la matrice de covariance

Commençons par démontrer une inégalité qui relie la matrice de covariance et le tenseur
de moment centré d’ordre 3 d’une mesure log-concave. Il sera commode d’identifier ce
dernier à une application linéaire T : Rn →Mn(R). Ainsi, pour tout x dans Rn, T(x)
est une matrice symétrique.

Lemme 3.5. — Soit µ une mesure log-concave sur Rn, A sa matrice de covariance et
T son tenseur de moment centré d’ordre 3. Pour tous x, y dans Rn, on a

[tr(T(x)T(y))]2 6 4CP (µ)〈Ax,x〉 tr(AT(y)2).
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Démonstration. — On peut supposer que µ est centrée. Soient x et y dans Rn. Puisque∫
Rn〈x, z〉 dµ(z) = 0, on peut écrire par l’inégalité de Cauchy–Schwarz

tr (T(x)T(y)) =
∫

Rn
〈x, z〉〈T(y)z, z〉 dµ(z)

6
(∫

Rn
〈x, z〉2

)1/2
Varµ(f)1/2

où f : Rn → R est la fonction définie par f(z) = 〈T(y)z, z〉. Puisque |∇f(z)|2 =
4|T(y)z|2, l’inégalité de Poincaré s’écrit alors

Varµ(f) 6 CP (µ)
∫

Rn
‖∇f‖2 dµ = 4CP (µ)

∫
Rn
‖T(y)z‖2 dµ(z) = 4CP (µ) tr(AT(y)2),

d’où le résultat.

Démontrons maintenant le lemme 3.4. Le processus (At)t>0 est un processus d’Itô à
valeurs matricielles, de dérive et de volatilité données par le théorème 2.2 comme

δ[At] = −A2
t , σ[At] = Tt.

Pour tout entier q > 1, le processus (Aq
t )t>0 est également un processus d’Itô à valeurs

matricielles. Soit (ek) la base canonique de Rn. En itérant les formules (11)–(12), p. 9,
sur le produit de processus d’Itô, on calcule sa dérive comme étant

δ[Aqt ] = −qAq+1
t +

n∑
k=1

∑
16i<j6q

Ai−1
t Tt(ek)Aj−it Tt(ek)Aq−j−1

t .

Puisque la matrice −Aq+1
t est de trace négative, on a

δ[tr(Aqt )] 6
n∑
k=1

∑
16i<j6q

tr(Aq+i−j−2
t Tt(ek)Aj−it Tt(ek)).

Si M est une matrice symétrique positive et N est une matrice symétrique, on a pour
tout 0 6 x 6 1 l’inégalité

tr(MxNM1−xN) 6 tr(MN2)

(en effet, si on note f(x) le membre de gauche, il suit de l’inégalité de Cauchy–Schwarz
que f(x1+x2

2 ) 6
√
f(x1)f(x2) et le résultat se déduit de la convexité de log f). On a donc

(19) δ[tr(Aqt )] 6
(
q

2

)
tr(Aq−2

t

∑
k

Tt(ek)2) =
(
q

2

)
tr(Aq−2

t T∗tTt)

Soit (xk) une base orthonormée de vecteurs propres de la matrice symétrique At, vérifiant
Atxk = λkxk (on omet la dépendance en t pour alléger la notation). On a, en utilisant
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le lemme 3.5 puis l’inégalité de Cauchy–Schwarz,

tr(Aq−2
t T∗tTt) =

n∑
k=1

λq−2
k tr(Tt(xk)2)

6 2
√
CP (µt)

n∑
k=1

λq−2
k

√
λk
√

tr(AtTt(xk)2)

6 2
√
CP (µt)

(
n∑
k=1

λqk

)1/2 ( n∑
k=1

λq−3
k tr(AtTt(xk)2)

)1/2

6 2
√
CP (µt) (tr(Aqt ))1/2

(
tr(Aq−2

t T∗tTt)
)1/2

et on en déduit l’inégalité tr(Aq−2
t T∗tTt) 6 4CP (µt) tr(Aqt ), qui combinée avec (19) termine

la preuve du lemme 3.4.
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