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Résumé

L’objet de ce mémoire est ’étude d’équations hydrodynamiques du point de
vue de la mécanique lagrangienne. Plus précisément, on va voir que les solu-
tions des équations étudiées ne sont autres que des chemins généralisés dans des
espaces d’états admissibles (c’est a dire satisfaisant certaines contraintes) qui
minimisent 'action, c’est & dire l'intégrale de ’énergie cinétique. Bien sir, il
faut définir ce qu’est un chemin, ce qu’est un état, ce qu’est un état admissible,
ce qu’est I’énergie cinétique... Le premier chapitre concerne ’équation d’Euler
des fluides incompressibles. Dans ce cadre, on étudie le modéle de Brenier ex-
posé pour la premiére fois dans [4] généralisant les chemins dans ’ensemble des
difféomorphismes préservant la mesure de Arnol’d ([?]). Aprés avoir décrit ce
modéle, on en rappellera quelques propriétés et faits intéressants qui en justifie
son étude. Le deuxiéme chapitre est une réécriture de [5] qui concerne un pro-
bléme plus simple : I’étude de M phases de fluides mélangés et se déplacant en
n’intéragissant les unes sur les autres que par le fait que la densité totale ne doit
pas excéder 1. Cependant, dans notre cas, on rajoute une difficulté : on suppose
que les fluides sont le siége d’un bruit. On montre que les résultats d’existence
de solutions et de multiplicateurs de Langrange associés sont conservés dans ce
cadre.
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Chapitre 1

Formulation variationnelle de
I’équation d’Euler

1.1 L’équation d’Euler

1.1.1 Dérivation de I’équation

L’équation d’Euler est une équation décrivant 1’évolution du champ de vi-
tesses des fluides parfaits, c’est a dire les fluides pour lesquels on peut négliger la
viscosité (I’action du fluide sur une paroi sera toujours normale & cette paroi), la
conductivité thermique et la conductivité électrique. Nous allons ici considérer
le cas des fluides incompressibles, c’est & dire ceux dont le champ de vitesses est
a divergence nulle, et dont la densité est constante.

Tradditionellement, I’équation d’Euler est déduite des lois de la mécanique New-
tonienne de la fagon suivante :

On admet qu’il existe dans le fluide un champ de forces surfaciques infinitési-
males correspondant & la force que subirait une paroi plongée dans le fluide par
unité de surface (dépendant a priori de la direction de la paroi). On suppose de
plus que cette force agit sur le fluide lui-méme de la méme facon qu’il agirait sur
une paroi solide. Il parait raisonnable de penser que la dépendance de cette force
par rapport a la direction est la restristion & la sphére d’une application linéaire
sur R? de sorte que comme elle doit toujours étre normale & la paroi, elle est en
fait isotrope. Ce champ est donc un champ scalaire que ’on appelle la pression,
notée p. Il est alors facile en isolant une "particule de fluide" de voir par des
arguments euristiques que la force induite par la pression sur ladite particule
de fluide est —Vp. En appliquant le principe fondamental de la dynamique, en
normalisant la densité et en remarquant que ’accélération a de la particule de
fluide en x a l'instant ¢ peut étre écrite en fonction du champ de vitesses du
fluide v(t, z) par la formule :

a=0ow(t,z)+ (v-V)u(t,x),



on obtient I’équation d’Euler :
o(t,z) + (v- V)v(t,x) = —=Vp + Fepe(t, ).

En ajoutant la contrainte de non compressibilité div v = 0, on obtient I’équation
d’Euler pour les fluides incompressibles.

Une caractéristique fondamentale de cette équation est qu’elle détermine le
champ de pression. La pression ne se calcule pas a partir de principes physiques
indépendamment du champ de vitesse, elle est la solution d’une équation ellip-
tique faisant intervenir le champ de vitesse (il suffit pour le voir de passer a la
divergence dans I’équation). Ainsi ’équation se lit "0yv(t, )+ (v-V)v(t, @) — Fezt
est un gradient". Une fois connu le fait que cette quantité est un gradient, la
pression est caractérisée de maniére unique (ou du moins son gradient).

A partir de maintenant, on supposera toujours F.,; = 0, ce qui n’est en fait pas
du tout restrictif dans la plupart des cas.

1.1.2 Caractérisation géométrique des solutions de 1’équa-
tion d’Euler des fluides incompressibles

Nous allons montrer dans ce paragraphe que l'on peut comprendre les so-
lutions de I’équation d’Euler comme les solutions d’un probléme variationnel
avec contrainte. Le champs de pression apparaitra alors naturellement comme
un multiplicateur de Lagrange associé & la contrainte de divergence nulle.
Adoptons tout d’abord un point de vue plus géométrique du probléme. Plutot
que d’étudier le fluide par son champ de vitesses, on va définir une configuration
du fluide comme un difféomorphisme préservant le volume du domaine dans le-
quel il se meut. Cela signifie que I’on indexe les particules du fluide (par exemple
par leur position & l'instant initial), puis qu’'on appelle la configuration ¢ une
situation du fluide dans laquelle la particule x s’est déplacée en ¢(x). Ce point
de vue s’appelle le point de vue lagrangien. Le mouvement d’un fluide est alors
décrit par un chemin lisse dans I’ensemble des configurations, en général partant
de l'identité.

Le passage du point de vu lagrangien au point de vue eulérien (associé aux
champs de vitesse) est simple. A un chemin ¢; dans ensemble des configura-
tions, un temps ¢ et un point x du domaine, on associera le champ de vitesses
défini par :

v(t,z) = 0id (¢~ (2)).

Réciproquement, si un champ de vitesses v(t,z) est donné, on lui associera le
chemin dans I’ensemble des configurations solution des équations différentielles

ordinaires :
¢0($) = T,
ddu(x) = o(t,¢u(z)).
On vérifie que ces deux associations sont réciproques I'une de l'autre.

Un fluide parfait incompressible est vu comme une collection de particule n’agis-
sant les unes sur les autres que par la contrainte de non-compressibilité. Il semble



donc naturel par le principe de moindre action de supposer que les mouvements
dans un tel fluide sont des solutions du probléme associé au lagrangien :

Lion06) = ; [ 10u0u(a) P,

avec la contrainte :
¢4 conserve le volume.

Ce point du vue peut paraitre finaliste puisqu’on a I'impression qu’une particle
de fluide en un point donné agit de sorte que ’action de ’ensemble du fluide soit
minimale. En fait, on verra plus tard qu’en un certain sens, il est équivalent de
résoudre le probléme de minimisation sur I’ensemble du fluide et de résoudre un
probléme individuel sur chacune des particules : I’énergie minimale est obtenue
quand chacune des particules minimise son énergie. Insistons sur le fait que ce
résultat n’est pas évident & cause de la contrainte de non compressibilité.

Soit ¢ une configuration sur un domaine D & bord lisse de ’espace euclidien
R?. On suppose qu'il existe une solution lisse (ét)tefo,1) du probléme lagrangien
associé a ¢, c’est a dire qui minimise :

1
//|5t¢t|2dl”dt,
0 Jo

parmis les chemins (¢;) dans Pensemble des configurations vérifiant ¢y = Id et

1 = 1.
Soit maintenant un champ de vecteurs (&;) lisse sur D, dépendant du temps et
vérifiant :

divé =0,
5(07) = g(la ) = 0;
& -1 =0 sur le bord de Q.

Etant donné € > 0 on peut alors définir un nouveau chemin dans ’ensemble des
configurations par :

&7 () := exp (&) (dr (),

ot exp, (&) est la résolvante du champ de vecteurs & a l'instant e. Ce chemin
est bien a valeur dans les configurations et joint bien l'identité a ¢, grace aux
propriétés de &.

11 découle du fait que (¢;) soit un minimiseur du probléme que quelques soient

Eete:
1 1
/ /|8t¢t|2dxdt§/ /|8t¢§’6|2dxdt.
0 Q 0 Q

A Tordre 1 en ¢, il vient que :

! d
/) /Qatqﬁt(fﬂ) : %ft(@(x))dxdt =0,

(



o —/Ol/ﬂatt@(x) <& (o (x))dadt = 0.

Par des choix judicieux de &, on voit alors que quelque soit l'instant ¢, le champ
de vecteurs Oy ¢¢ est orthogonal & tous les champs de vecteurs du type o ¢, avec
divé = 0 et € tangent au bord du domaine. En d’autres termes, par formule
du changement de variables et en utilisant le fait que ¢; conserve le volume,
(Dr¢pt) © ¢; ' est un gradient Vp(t,z). En réécrivant ceci pour le champ de
vitesses associé a (¢¢), on obtient I’équation d’Euler des fluides incompressibles.
De plus, on voit que quelque soit le champ de vecteurs & (x) tangent au bord
de D, on a :

_ /O 1 /Q Vp(t, o) - €(x)dadt — /0 1 /Q p(t, ) div & (2)dadt

Donc p s’incarne en une forme linéaire dépendant du temps sur I’ensemble des di-
vergences des champs de vecteurs dépendant du temps et tangent au bord, c’est
a dire comme un élément du dual des fonctions lisses d’intégrale spatiale nulle
sur D. p apparait donc exactement comme le multiplicateur de Lagrange associé
4 la minimisation de I’action du flot avec contrainte de non-compressibilité.
Réciproquement, toute solution réguliére aux équations d’Euler des fluides in-
compressibles minimise au moins localement ’action entre deux configurations.
On verra ce résultat, et méme un beaucoup plus fort au corollaire 1.3.2.2.

On a donc caractérisé les solutions réguliéres des équations d’Euler comme so-
lutions d’un probléme de géodésique dans ’espace des configurations. Malheu-
reusement, Schnirelman a montré dans [10] qu’une telle géodésique n’existe pas
en général, méme pour des configurations initiales et finales trés réguliéres.

1.2 Un nouveau modéle pour 1I’équation d’Euler

1.2.1 Le probléme relaxé

Le résultat de non existence de Schnirelman nous pousse définir un modéle
plus robuste pour I’équation d’Euler. Il s’avére en effet que ce résultat découle
d’un probléme de complétude dans SDiff (M). On va définir les solutions gé-
néralisées aux équations d’Euler comme des solutions d’'un nouveau probléme
variationnel admettant a priori plus de solutions.

Etant donné D un domaine compact & bord régulier de R%, on généralise la
notion de diffeomorphisme préservant la mesure de Lebesgue A% par celle de
mesure borélienne (de probabilité) sur 'espace produit D x D dont chacune des
marginales est A\%. Ces mesures s’appellent les configurations du fluide. A une
"particule de fluide" situé en z a l'instant initial, on n’associe plus un point y
auquel elle se trouvera & l'instant final, mais une mesure de probabilité sur D
représentant sa dispersion au sein de D durant 1’écoulement du fluide (ou la
probabilité qu’elle a de se trouver en tel ou tel endroit selon 'interprétation que
lon veut en faire). Cette généralisation des graphes par des mesures est Uobjet



de la théorie du transport optimal.
On généralise alors la notion de chemin sur SDiff(D) par celle de mesure bo-
rélienne sur l'ensemble (D) des chemins tracés sur D, définis sur [0, 1] munis
de la norme L : si on se donne une configuration v, on dira que la mesure
de probabilité 7 sur Q(D) est un flot admissible de I'identité a + (et on écrira
n € Adm(Id,~)) si :
(eo,en)lin = 7,
vte[0,1], erfin = A,

ou e; est la fonction "évaluation au temps t" qui & un chemin w associe sa
position au temps ¢ : w(t).

La premiére ligne signifie que 1 va bien de I'identité & -, et la seconde généralise
la condition de non compressibilité.

Il ne nous reste plus qu’a donner un sens a la notion de géodésique pour un
flot généralisé. On définit Paction du flot pour n € Adm(Id,~) (et méme plus
généralement pour toute mesure de probabilité sur ’ensemble des chemins) par :

A(n) = / Aw)dn(w),

ou l'action d’un chemin tracé sur D est définie par :

1
1
/§|w|2dt siw e W2([0, 1], R)
0

+00 sinon.

Aw) =

On dira alors qu'un chemin n € Adm(Id,v) est une solution généralisée de
I’équation d’Euler si elle minimise E. On s’est donc ramené & un probléme de
minimisation convexe.
Une fois ce modéle établi, il convient de s’assurer qu’il vérifie plusieurs propriétés
qui le rendent crédible.

— Les solutions réguliéres sont-elles des solutions généralisées 7

— Les solutions réguliéres uniques dans la classe des solutions réguliéres sont-
elles uniques dans la classe des solution généralisées 7

— Sait-on construire des solutions pour une classe plus vaste de configura-
tions que dans le cas régulier 7

Nous verrons dans les prochains paragraphes que la réponse & ces trois questions
est, positive.

1.2.2 Correspondance entre outils classiques et flots géné-
ralisés
On va voir dans ce paragraphe plusieurs points qui montrent que les objets

du paragraphe précédent sont bien des généralisations des objets classiques. On
en profitera pour introduire des notations qui nous seront utiles par la suite.



Tout d’abord , si on a un chemin (&;) dans ’ensemble des difféormorphismes
préservant la mesure de Lebesgue d’un domaine D, comment construit-on un
flot généralisé incompressible qui lui correspond 7 On pousse en avant la mesure
par I'application :

o: D — QD)
z oo (Ee ().

® £ 11 est bien une mesure borélienne sur (D) et vérifie bien
Vt, et (DY) = A9
par simple formule du changement de variables. C’est donc bien un flot généralisé

incompressible qu’on notera par la suite 7.

La suite du paragraphe concerne les injections des fonctions dans les confi-
gurations. Soit f une application mesurable de D dans lui-méme, préservant la
mesure sur D (i.e. f#u = u). Alors on peut lui associer la configuration :

(Id, f) gAY,

c’est & dire le poussé en avant de A% par I’application de D dans D x D qui
a z associe (z, f(z)). Cest évidemment bien une configuration, et par abus de
langage, on continuera & I’appeler f.

1.2.3 Existence de solutions

On va montrer dans ce paragraphe que l'action a les bonnes propriétés
pour qu’il existe toujours des solutions généralisées a I’équation d’Euler joi-
gnant I'identité & une configuration v sous réserve qu’il existe un flot généralisé
incompressible joignant I’identité & . En fait, on montre le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.3.1. L’action est semi-continue inférieurement et a des sous-
niveauxr compacts relativement & la convergence étroite.

Preuve: Semi-continuité inférieure
C’est une conséquence du théoréme de Porte-manteau. En effet,

Onr = {/1|w(t)|2dt > M}

est un ouvert pour la topologie L® sur Q¢ (son complémentaire est compact
grace au théoréme d’Ascoli), donc si (n,) converge étroitement vers 7 :

N(Onm) < liminf 7, (On).

La formule :

1
[ [ etpdie @ = [ g ©Owuam
Q(R4) Jo Ry

ainsi que le lemme de Fatou permettent donc d’obtenir le résultat.



Remarque 1.2.3.1
Cette preuve est valable sans la compacité de D.

Sous-niveaur compacts
Il faut vérifier que :
Ku = {A(n) < M}

est tendu. Mais si n € Ky :

wd [ e)Pa > BY) < paw) < -

Donc si on prend E assez grand,

0 / lo(t)2dt > EY)

est aussi petit que 'on veut, uniformément sur Kjs. Mais comme :

{ / (t)[2dt < E}

est compact dans Q(D), on a le résultat.

1.3 Validité du modéle

Nous allons voir dans cette partie en quoi le nouveau modéle est intéressant.
Nous proposerons dans un premier temps des constructions de flots générali-
sés que ne sont pas induit par un chemin dans ’ensemble des difféomorphismes
préservant la mesure. Nous verrons ensuite que les solutions réguliéres de 1’équa-
tion d’Euler sont des solutions généralisées dés lors qu’on fait une hypothése de
régularité sur la pression.

1.3.1 Deux exemples de construction de flots généralisés

On va présenter dans ce paragraphe deux flots généralisés ayant des proprié-
tés intéressantes. Ces exemples sont tirés de [4] et [L1].

ExeMPLE 1.3.1.1.
Intéressons nous d’abord & une famille de flots incompressibles sur le cube
K .= [—%, %]d de R? permettant de joindre l'identité 4 n’importe quelle confi-
guration associée & une application mesurable préservant la mesure avec une
action finie, indépendante de la configuration. Ces flots consistent ni plus ni
moins a disperser toutes les particules de fagon homogéne sur le cube, puis a les
envoyer sur la position qui leur est prescrite par la configuration finale.

Pour cela, on utilise le lemme suivant :



Lemme 1.3.1.1. Soit lapplication :

o: Kix K — C([0,1], K
(:E,?)) = (tH(I)t(mvv))a

ot ®(z,v) est le chemin que swivrait un rayon lumineuz partant de x avec la
vitesse 4v si les bords du cube étaient des miroirs. On appelle ces chemins des
trajectoires de billard. Alors ® vérifie les propriétés suivantes :

1. @8 (A @ \9) est un flot généralisé incompressible.
2. Pour tout x de K¢, presque tout point y de K a exactement 2% antécé-
dents par Uapplication v — (I>%(gc, ).

Preuve: On ne va pas démontrer entiérement ce lemme. En fait on va admettre
un résultat concernant le groupe G engendré par les symétries hyperplanes par
rapport aux faces du cube K¢, et un résultat qui en découle & propos des liens
entre @, et G. Ces résultats sont relativement simples mais un peu fastidieux
et peu éclairant.

1. Si on pave ’espace R? par des cubes de coté 1 et de centre les points
de Z%, alors pour chaque cube C de ce pavage, il existe un et un seul
g € G envoyant K¢ sur C. Si z est un point intérieur de C, g est 'unique
élement de G tel que gz € K.

2. On peut donc définir une application g: qui est définie presque partout
et mesurable & valeur dans I’espace discret G qui a (z,v) € R? x K4
associe g¢(x,v) 'unique élément de G tel que Uy (z,v) := x + 4tv soit
dans g¢(z,v)K? (ou de maniére équivalente tel que g (z, v)W;(z,v) € K¢
puisque les éléments de G sont des involutions).

On peut alors voir que partout ou g; et ®; sont définies :

Dy (z,v) = ge(z,0) Vi (x,v) = Ui(ge(z,v),dge(z,v)v), (1.1)

ol dg¢(x,v) est la partie linéaire de 'application affine g:(x,v).
For de ces considérations, on peut montrer le résultat.
Il faut ici faire attention & ne pas confondre la mesure de Lebesgue sur ’espace
R? et sa restriction a K¢, on adoptera donc un style plus précis que d’habitude
en distinguant A? et A% := A4LK?. On a ici une sorte de principe de réflexion
qui s’applique, a savoir que :

Ot (A% ® /\}i() =, 4 ()\d ® ,\%) LK (1.2)
En effet :
d d d d d
U, (/\ ®,\K) LKY =W, [1%@)6}«» ®/\K].

Or, presque partout, on peut décomposer ].q,t(x’,u)ek'd en :

E 1w€ngl\I/t(w,v)EKd'
geG

Mais sur {z € gK? et ¥;(z,v) € K%}, on a presque partout :

g:(gz, dgv) = g,

10



de sorte qu’avec (1.1) :
Uy (z,v) = ®y(gz, dgv).

Donc si on note g 'application qui a (x,v) associe (gz,dgv), on a :

et (M @A) K = 30t [Lucyralu,omerih’ © Nk

geG

= Z D, ﬁgﬁ |:1z€ng1\I/t(z,'u)€K'i)\d ® )‘i(:|
geG

=) o |:1y6Kd1\I/t(gy,dgw)eKd§ﬁ (Xi ® Xi{)}
geaG

= Z ¢t ﬁ |:1y€Kdl‘I’t(gy,dgw)€KdAd & A(Il(]
geG

_ d d

= Z . ff [1g\p,,(y,w)ekd)\K ® )\K]
geG

= (I)tﬁ |:Z ].\I,t(y’w)engA?( ® )\?{

geG

=t (M @ k),
d’ou (1.2).
Mais avec (1.2), le point 1 du lemme est une conséquence directe du théoréme
de Fubini, puisqu’il suffit de montrer que :
Wt (Ad ® A;@) LK = A%
On va en fait montrer que :
Ut (/\d ® A?{) — %

Si ¢ est une fonction continue & support compact sur R?, alors :

/ e(Vi(z,v))dzdv = / o(z + 4tv)dzdv
Rdx Kd

Rix Kd

1
/Rd (4t)d /ac+4th cp(y) 4
1
= — 1
(4t)d \/JRdx]Rd y€z+4thdxdy

1
= /Rd Sﬁ(y)w/Rd 1 cytarxadrdy

= /so(y)dy,

ce qui permet d’obtenir le point 1.
Pour le point 2, choisissons z € K% et regardons 'image de K¢ par \I/%(x, ).

C’est un cube de centre x et de rayon 2. Siy € K%, le nombre d’antécédents de
y par <I>% (z,-) est le cardinal de I'intersection de ce cube avec {gy, g € G}, qui

est évidemment 29 dés lors que x et y n’ont pas de coordonnée commune. [
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La méthode pour construire notre flot incompressible est alors la suivante :
Pour chaque z, y et z de K% tels que x et y d’une part, et y et z d’autre part
n’ont pas de coordonnée en commun, on construit la mesure 7, . sur (D) qui
charge les chemins partant de z, passant par y au temps % et qui arrive au point
z en empruntant sur les intervalles [0, %} et [%, 1] des trajectoires de billard. Il y
a clairement 22¢ chemins de ce type, on les charge alors de la masse 272,

On définit alors :

= /nz,y7£(w)d'rdy

Cette intégrale est licite car pour tout , 7, , ¢, est bien définie pour presque
tout y, et la famille (1), ¢(2)) est mesurable en x et y grace a la régularité de
® en x, v. C’est bien une mesure (de probabilité) borélienne sur Q(D) qui joint
I’identité a &€. De plus, on remarque que :

o, =4 (X @AY

et ~
tiin=>28(1 @x?)

oit ®;_;(x,v) = ®4(x,v) et ty, 4, est Papplicaton "restriction entre les instants
t1 et 2" qui & un chemin ¢ € [0, 1] — w(t) associe le chemin ¢ € [t1, ta] — w(t).
Donc ce flot est incompressible.

Calculons 'action de ce flot. Par les égalités juste au dessus :

A(n) = 2A(®)

%
:2/d9:dv x/ 16|v|2dt
0
= 16/|v|2dv

_ 4d
i,

Remarque 1.3.1.1

Cet exemple est intéressant parce qu’il permet en n’importe quelle dimension
de joindre a I'identité n’importe quelle application du cube dans lui-méme
préservant la mesure, et ce avec une action finie et indépendante de I'appli-
cation d’arrivée. De plus, il serait assez facile de généraliser cet exemple pour
Jjoindre n’importe quelle configuration ~ puisqu’il suffirait essentiellement de

remplacer
/nfv,y,ﬁ(ﬂdy

/ Moy dyda().

ou v, est la désintégration de y par rapport a sa premiére variable en x. 11

par :
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est alors intéressant de poser la :

Définition 1.3.1.1. La distance géodésique incompressible de lidentité a
la configuration v du fluide dans un domaine D est :

d(Id,~) := inf A(n)%,

ou l'inf est pris sur tous les flots incompressibles 7 joignant 'identité & ~.
L’exemple donné montre donc que toutes les configurations dans le cube

de dimension d sont a distance géodésique incompressible inférieure a 2\/§
de lidentité.

Par ailleurs, associé au théoréme 1.2.3.1, cet exemple montre qu’il existe une
solution aux équations d’Euler liant I'identité a4 n’importe quelle configura-
tion.

EXEMPLE 1.3.1.2.

Le deuxiéme exemple est essentiel & bien des égards. Il s’incarne dans le tore
T¢ de dimension d et part de I'observation suivante. Dans un espace euclidien
(ou ici sur une varité riemannienne plate), les géodésiques sont des droites.
On s’attend donc a ce que les trajectoires des particules prescrites par une
solution généralisée de I’équation d’Euler (par exemple joignant 1'identité a une
application préservant la mesure £) soient "les plus proches possibles des droites
joignant z & £(x) en dépit de la contrainte de non compressibilité". Il est donc
naturel pour avoir des estimations sur la distance géodésique incompressible
de l'identité a &, de tenter de modifier le moins possible le flot induit par de
telles droites de fagon & le rendre incompressible. Avant de le faire, donnons les
enjeux d’un telle entreprise. On a l'espoir en faisant ¢a (et d’ailleurs on va le
faire) de montrer que si une suite d’applications mesurables préservant la mesure
converge vers l'identité dans L? (||¢ — Id||%. est essentiellement I'action du flot
donné par les droites), alors sa distance géodésique incompressible a l'identité
tendra vers 0, ce qui n’est pas du tout évident a priori! On va méme montrer que
dans le cas du tore, il existe deux réel strictement positif « et C' ne dépendant
que de la dimension tels que pour toute application mesurable £ préservant la
mesure de Lebesgue sur le tore :

d(1d, ) < C|l¢ - Id][3:.

Ce résultat a été démontré a deux reprises par Shnirelman dans [10] puis dans
[L1]. On suivra ici la méthode de [11]. Commengons par démontrer le lemme
suivant :

Lemme 1.3.1.2. Si une mesure de probabilité v sur le tore admet une densité p
continue et ne s’annulant pas, on sait construire (facilement) une fonction f du
tore dans lui méme tel que fiv = A%, et avoir une formule pour cette fonction.

13



Preuve: On pose pour (a1, ...,aq) :

filz) := a1—|—/ / p(y, z)dzdy,
Td—1

) = T o Na- » I dd7
f2($1 332) a2+f']1‘d 1P$1, dz/ /11‘d2 wly )Zy

1
i ces Ti) = a g s Tim dzd
il =t e / [, sy sy,

1 Td
= e _ dz.
fa(w1, ..., 2q) == aq + T pler wan)de /ad p(x1,...,xa-1,2)dz

Puis on pose :

f(l'l,. .o ,:Cd) = (fl(xl),. . .,fd(xl,. .o ,l‘d)).

On voit alors que f un difféeormorphisme du tore, et que son déterminant
jacobien vaut :

Jf(m17 e 7:Cd) = p(mla L 7:Cd))'
Du coup, par la formule du changement de variables, ffv = A% O

Maintenant, choisissons & une application mesurable préservant la mesure de Le-
besgue sur le tore, et notons § := || — Id||r2. On va construire un flot généralisé
X (compressible) joignant I'identité & £ proche de celui induit par les trajectoires
en ligne droite mais tel qu’a chaque instant, e; f x admette une densité continue
qui ne s’annule pas. Soit € > 0 et :

d: TIxR? — QT9)

x + 4vt if t € [0, é]
(z,v) = te ] z+dv+2(t— H(E(z) — ) ifte[%,z]
() +4(1 -t ift € [§,1]

Soit ¢ une fonction lisse radiale, positive, & support compact dans la boule de
centre 0 et de rayon 1 de R, d’intégrale 1, inférieure a 1 et supérieure a % sur la

2
boule de centre 0 et de rayon % On définit :

Y= Dt ()\d®€1dgo (E) )\d>.

Suivant le flot x, une particule commence par se répartir sur une boule de rayon
€ autour de z, puis se déplace en ligne droite jusqu’a se situer sur une boule de
rayon € autour de £(x) avant de se reformer en £(z).

Le flot est incompressible sur les intervalles de temps [0, i] et [2, 1] : par exemple,

3
1
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sit € [0,1], si a est une fonction bornée sur le tore :

/a(a:)detﬁéﬁ ()\d ® Eldgo (E) )\d) (z) = eld/a(y + 4ut)p (%) dydv
_ eld (/ a(z)dz) e (%) dv
:/a(z)dz.

De plus si t € [4, 4] et x admet une densité continue. En effet, si a est une
fonction bornée sur le tore :

/a(z)detﬁd)ﬁ (/\d ® idw (f) /\d> (z)

:7/ x+v+2t—1)(§( )—x))go(%)dxdv
2 iy [ (AN 0y

d’ou le fait que e; f x admette une densité que on notera p(t,.). Elle vérifie :

P(t7y):Eld/W(y_x_%t_})(g(x)_x)>d$-

En particulier, p(t,.) est continue, et méme beaucoup plus.

Montrons que si € est assez grand par rapport a J, alors la densité p(t,.) de
e: § x ne s’annule pas. D’apreés la formule précédente, on a pour ¢t € [f f} ety
un point du tore :

1

plty) 2 21 Yo e T, ly—z—2(t— (@) —2)| < 5}

Or on a par inégalité triangulaire, pour toute fonction g1 et g :

{lo1] < B}\{lg2l = A = B} C {lg1 — g2 < A}

En appliquant ceci a g1(z) ==y — x, go(x) == 2(t — 1)(&(z) — z), A= § et
B := £, on trouve :

1

Ny -z —2(t - 1)) - )] < 5}

> X{Je —yl < 5} - N{2( — Do) — 2] >

el d €
> magy — N{Ié(@) 2l 2 2}

d
S 7Td€ 16

2
2 Magg ~ @
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ou 7y est la mesure de Lebesgue de la boule unité en dimension d. Ainsi, si on

choisit :

4d+2
6d+2 > 27(52,
Tq

on obtient que pour tout ¢ € [1, 3], et tout y € T? :

q
pty) = 1

La minoration est méme indépendante de € et du temps.
Profitons-en pour indiquer que I'on montre de fagon analogue que si :

52
€d+2 Z y ,
2 Td

alors pour tout t € [i, %], et tout y € T? :
p(tvy) < 2d+17Td7

de sorte que si ’on choisit :

4d+2
T2 >9°- 5% (1.3)
Td

alors p est minorée et majorée par des constantes ne dépendant que
de la dimension. On suppose désormais cette condition réalisée et on peut
donc appliquer & chaque instant le lemme précédent, ce qui nous procure f;
un difféomorphisme C' du tore (qui vaut I'identité sur [0,1] U [2,1]) tel que
fete iy = A% Mais d’autre part :

friecix =et i F X,

F: Q% — Q(TY
w = (t= fi(w(?)).

Donc le flot généralisé n := F §x est incompressible et joint bien identité a &,
puisque F' ne change pas les extrémités des chemins. Il nous faut estimer son
action.

I
A= [ 5 [ ePatdn)
C([0,1],T4) 0

1t . 9 (U
727&/0 /TdXRd|fto<IJt(x,v)| gp(z) dzdvdt
=A; + Ax + Az,

ot Aj, A et Ajz sont respectivement les intégrales sur les intervalles [0, %],
i, %] et [j, 1]. A; et Aj se calculent trés facilement puisque sur les intervalles
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concernés, f; est 'identité et ®(x,v) a une vitesse constante, égale & v ou —v.

On a alors : )

m=&=%/mew
]Rd

Passons au calcul de As.
1[4 v
@/ /d ) 0 fe(@e(z,0)) + V fi(Pe(2,v)) -3t¢t(x,v)\2<p(g)dxdvdt
2 JTIxR

< ld/; /deRd (10 f(®¢ (2, 0)[* + |V fe(Pi (2, 0)) - 9P (w,v) ) w(%)dmdvdt

€

= [* [ s ot
A2,1
1
*Egﬁwmﬂvﬁ@d%w»2@u»fmﬁw§mﬂwﬁ,

A2,2

Commengons par traiter le cas de As ;. La formule pour f; montre que 9, f; est
un vecteur dont les coordonnées sont des combinaisons linéaires de grandeurs
majorées uniformément en temps et espace multipliées par des intégrales de
dérivées temporelles de p. Il est alors facile de voir en utilisant 'inégalité de
Cauchy-Schwarz que l'application d;p(t,-) — O.f; est continue de L? dans L2.
Donc en utilisant également la majoration uniforme que ’on a sur p, on trouve :

3
Az < C'/1 /|3tp(t,y)|2dydt.

Il nous faut donc estimer 0;p. Mais comme :

= [0 (LEHDED 0

€

on a :

—x =20t — ) (¢(x) — 2
uplt) =~ ger [V (LA ) -

€

Donc :

5 y—z—2(t— () —2)\ |
ty)Pdy < —— 4 dxd
/|atp( ay)‘ Y= €2d+2 /ﬂ‘dx’]l‘d v80< € > zray
52
=Y
et en conséquence :
52
A2’1 S Cedﬁ

17



Maintenant : 52
Azz < ClIVfiellL=~.

Il nous faut donc estimer V f;. C’est une matrice triangulaire inférieure dont les
termes diagonaux sont majorés par la borne supérieure de p, et si 1 <i < 5 < d,
on a:

1 &
O0ifr.; = / / Oip(t,xy1,...,x;_1,y,2)dzd
fe T pltan a1 )iz Jo, S p(t, 71 j—1,Y, 2)dzdy

i Oip(t, e, .. i1, 2)dz [
- de o Oipll o, =1,2) 2 / / vp(t7x17-..,l'j—lvyaz)dZdy.
(de,jJrl p(t, T1yevoy Tj—1, z)dz) a; JTd=J

Donc grace aux estimations que 1’on a sur p :

IV fillz < ClIVp(E, )] Lo

Or, par les mémes estimations que précédemment, en utilisant le fait que e
satisfait (1.3) :

1 y—z =20t - 7)) —2)
Vit = | [ Ve ( : i

1 1
< edTHv@”L”)‘d{'y =2t = )(E) —2)[ <€}

d+1
< ——7allVellr=.

Au final, on obtient donc :
52
A2’2 § Cedﬁ

Et ainsi : 52
2

En prenant € := st qui satisfait bien (1.3) pour les 0 petits (ce qui est suffisant
pour affirmer le résultat puisque le diamétre L? de I’ensemble des application
mesurable préservant la mesure de lebesgue du tore est fini), on obtient donc le

résultat : )
d(Id,§) </ A(n) < Coa+.

1.3.2 Solutions réguliéres et probléme généralisé

On va voir dans ce paragraphe que toute solution réguliére (dans un sens a
préciser mais qui contient toutes les solutions classiques construites en supposant
la condition initiale dans un espace de Sobolev d’exposant élevé) sont au moins
localement en temps des solutions du probléme généralisé, et qu’elles sont méme
uniques dans la classe des solutions généralisées. On suivra la démarche de [4].
Ce résultat repose sur le lemme suivant :
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Lemme 1.3.2.1. Soit T un réel et f une application de [0,T] X Q dans R telle
qu’il existe un réel positif C' tel que pour tout t € [0,T), Uapplication :

P, : Q —- R
z —~ Sl — f(t,2)

soit la restriction & 2 d’une fonction conveze sur Conv(€Q).
Supposons que

T<

Sk

Soit y € H*([0,7T],2) dont la dérivée seconde au sens des distributions est une
fonction qui vérifie pour presque tout t € [0,T] :

Colt) +1//(1) € -0, (u(1)).
Alors y minsmise lo fonctionelle :

B: H'(0,7),Q) — R
2o [ 308 - 0] a

parmis les applications z € H' telles que 2(0) = y(0) et z(T) = y(T).
De plus, si l'inégalité est stricte, le minimiseur est unique.

Remarque 1.3.2.1

1. Les hypothéses sur f impliquent qu’elle est continue, presque partout
deux fois dérivable et a différentielle seconde majorée par C au sens
des matrices symétriques partout ou elle existe.

2. Ce résultat est une conséquence de I'inégalité de Poincaré que 'on
rappelle ici : si p € H}([0,T],R), alors :

[ tetpas (f) [ 1wpa,

et la constante (%)2 est optimale (cf sin(7F)).

Preuve: Soit y une fonction vérifiant les propriétés de 1’énoncé et soit une fonc-
tion z € H*([0,T], Q) partageant ses extrémité avec y. Pour presque tout ¢, ®;
est convexe et Cy(t) + y” (t) € O-P:(y(t)), on a alors :

Pe(y(1) + [Cy(t) +y"(1)] - [2(t) — y(1)] < @(2(1)),
c’est a dire :
C
2

%\y(t)l2 — F(ty®) + [Cy() +y" O] - [2() —y(@)] < 12O — f(t, (1))
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L’inégalité étant vrai pour presque tout t et toutes les régularités étant suf-
fisantes, on peut intégrer cette inégalité entre 0 et 7. On obtient alors aprés
intégration par partie de la dérivée d’ordre 2 :

| =G0 = seuo) + 1 0P
< [[ S0P - 16,200 - o) =0+ 1) )i
d’ott 'on déduit aisément :
)-8 < § [ wo-=0Pa- [ 120 -y 0P

Et donc par I'inégalité de Poincaré :

B(y) — B(2) < (CT2 - 1) /0T|z’(t) — o/ (t)|?dt.

272 2

Donc si linégalité est vérifiée, y est bien minimiseur de B avec contrainte

de conditions initiales et finales, et si 'inégalité est stricte, le minimiseur est

unique. O
L’énoncé de ce théoréme pourtant assez simple & démontrer peut paraitre aus-
tére, mais il n’est qu'une généralisation facile du résultat suivant, qui peut du
coup étre vu comme un corollaire :

Corollaire 1.3.2.1. Soit f une fonction C? sur R x Q telle qu’en tout point
(t,z) € [0,T] x Q, la différentielle spatiale seconde de [ soit majorée au sens
des matrices symétriques par un réel positif C. Alors les solutions de l’équation
différentielle :

y”(t) = _vmf(ta JJ)

partant du méme point xog ne peuvent pas se recroiser avant l’instant Ty :=

Non
On peut alors énoncer le théoréme principal de cette section duquel décou-

lera le théoréme d’unicité des solutions réguliéres dans la classe des solutions
généralisées.

Théoréme 1.3.2.1. Soit n un flot généralisé incompressible joignant l’identité a
la configuration y en temps T. Supposons Uexistence d’un champsp de [0,T]x D
dans R et d’une constante positive C' telles que :

1. pour tout t dans [0,T] :

&: D — R
z — Sz -pt )

soit conveze sur conv(D).

(1.4)

3
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3. pour n-presque tout w € Q(D), w € HY([0,T], D) et sa dérivée seconde
au sens des distributions est une fonction qui vérifie pour presque tout
tel0,1] :

Cw(t) +w'(t) € O_D(w(t)).

Alors 1 est solution du probléme généralisé. De plus, si 'inégalité dans (1.4) est
stricte, cette solution est unique et pour tous chemins z1 et zo dans le support
de n partageant les mémes deux extrémités, z1 = zo (en un sens, le flot est
déterministe).
Preuve: Sous les hypothéses du théoréme, et en appliquant le lemme précédent,

on voit que n-presque tout chemin minimise :

/oT B|w(t)|2 —p(t,w(t) | dt

parmis les chemins d’action finie partageant les mémes deux extrémités. Soit 7
un autre flot génétralisé incompressible joignant 1’identité a  en temps T avec
une action finie. On peut désintégrer les mesures 7 et 7 selon leur marginale +,
c’est & dire pour y-presque tout (z,y) € D x D, on peut trouver des mesures
de probabilité 7z, et fa,y sur Qs = {w(0) = z, w(T) = y} telles que pour
toute fonction f n-intégrable (resp. 7 intégrable), on ait :

/f )dn(w /Dw/ f(w)dnz,y(w)dy(z,y)

(et la méme formule avec 77). On a alors pour y-presque tout (z,y) :

/ / { p(tw(t))] dtdna ., (w)
= / [ [5'“@""  lt,(0)| a0

En intégrant ces inégalités par rapport & =y, on obtient :

// (t, w(t))dtdn(w) < A(7 // (t,w(t))dtdi(w)

Mais en utilisant fubini et la contrainte de non compressibilité, on voit tout de
suite que les deux intégrales de cette inégalité sont égales, et donc :

A(n) < A@)

ce qui donne le résultat.

Si (1.4) est vérifiée, pour ~y-presque tout (x,y), 1z, ne charge qu'une seule
courbe (I'unique qui minimise I'intégrale du lagrangien, que 1’on va noter wq,y ),
ce qui signifie exactement que si deux chemins du support ont mémes extré-
mités, alors elles sont égales. De plus, pour qu'un autre flot généralisé incom-
pressible 7 joignant I'identité a v en temps T ait la méme action que 7, il faut
que pour vy-presque tout (x,y) :

/OT Em,y(t)l2 p(t,way (t ]dt //{ — p(t, w(t)) | dtdij,y (w).

Mais cette derniére inégalité implique que 7., ne charge que ws,y, ce qui permet
de conclure. O
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Corollaire 1.3.2.2. Si le champs (v(t,z)) est solution réguliere des équations
d’Euler, on peut lui associer par la méthode vu au pararaphe 1.1.2 un chemin
dans Uensemble des difféomorphismes préservant la mesure. Pour peu que le
champs de pression admette une différentielle seconde spatiale majorée au sens
des matrices symétriques par un scalaire C > 0, pour chaque t < % le flot gé-

néralisé€ incompressible ji¢ associé a ce chemin est l'unique solution au probléme
d’Fuler relaxé entre ’identité et &;.

Preuve: p¢ ne charge que des solutions de I’équation différentielle :
y'(t) = =Vp(t,y(t),
ce qui est suffisant pour vérifier :
Cy(t) +y"(t) € 0-+(y(1t)),

et on peut donc appliquer le théoréme précédent. O

1.4 La pression dans le modéle généralisé

1.4.1 Un résultat d’unicité pour la pression

Dans ce paragraphes nous allons regarder en quoi on peut encore parler de
champs de pression pour le probléme généralisé. Nous verrons ensuite que si
deux solutions généralisées 71 et 1y joignent 'identité a une méme configuration
v, alors les champs de pression sont les mémes.

En suivant [2], définissons la notion de flot presque-incompressible :

Définition 1.4.1.1. Un flot presque incompressible 7 joignant I’identité & une
configuration - est une mesure sur I’ensemble des chemins tracés dans D telle
que :

L (eo,e1) 80 =",
2. Vt € [0,1], esin << ALD et sa densité p,(z) est C* sur [0,1] x D,

3. lp = Uleroayxe) < 3
On dispose alors du résultat suivant :

Théoréme 1.4.1.1. Quelque soit la configuration v du fluide, il existe un
unique élément p dans le dual de C*([0,1] x D) N { [, f(t,x)dx = 0} tel que
pour tout flot presque-incompressible Nyes¢ joignant l'identité a v :

A(nopt) + <pa p— 1> S A(ntest)a

ol Nopt €st n'importe quelle solution de 'équation d’Euler généralisée joignant
lidentité a .
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Preuve: Définissons sur I’ensemble des fonctions densité de flots presque incom-
pressibles joignant 1’identité a « la fonction :

A(p) = nitgft {A('r]test)}z

ou l'inf est pris sur tous les flots presque incompressibles 7.5t joignant 'iden-
tité & v en ayant pour densité p. A est évidemment convexe et semi-continue
inférieurement pour la norme C*([0, 1] x D).

Montrons qu’elle est bornée au voisinage de 1.

[7] nous permet, pour tout p tel que p— 1 soit inférieur & un certain € en norme
C"*, de construire par une méthode trés proche de celle développée au 3.3 un
chemin lipschitz de difféormorphismes (gf) tel que :

Vi e [03 1]5 gtpﬁ)‘d = p(ta '))‘dv
vt € [0,1], [lgf — Llcr < C(d)]lp— L|er,
Lip(¢”) < C(d)llp = 1l[cn-

Si Mopt est une solution généralisée de ’équation d’Euler entre I'identité et ~,
on peut alors définir le flot presque incompressible de densité p :

v =G,
ou G: QD) — QD)
w = [t gl (tw(t)]

Or, si on calcule action de v* :

Al < A6 =5 [ [ 1oug8 @0) + Vg (0) -0 ()

< C(@)°llp = 1lIE (1 + A(1ope)-

Donc A est bien bornée au voisinage de 1. Donc par le théoréme d’Hahn-
Banach, la sous différentielle de A est non vide en 1, ce qui nous donne I’exis-
tence de p tel que pour tout p densité de flot presque incompressible et tout
Nopt solution généralisée de I’équation d’Euler entre l'identité et ~ :

A(opt) + (plp — 1) < A(p). (1.5)

Pour montrer I'unicité de p, on choisit h € C2°(]0, 1[) et w € C°°(D,R?) tan-
gent au bord de D, et on considére la famille de chemins de difféomorphismes :

5
gi (z) == eXpéh(t)(w)(x)'
On écrit alors I'inégalité variationnelle (1.5) pour :

5 d 1
i) = PEX (2 = det(dg? ().

Si nopt est solution généralisée de I’équation d’Euler entre l'identité et v et :

G': QD) — QD)
w — [twgf(t,w(t))}’
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alors :

Amopt) + (plp® — 1) < A(p°) < A(G® §nopt)

_ 1 1 Fy w é w W 2 "
= 2/Q<D)/O [0:9; (w(t)) + Vagi (w(t)) - w(t)|” dtnopt (dw).

En utilisant la méme méthode que celle qui sera détaillée au 3.4.5, on obtient
lorsque 6 tend vers 0 (par un simple développement de Taylor) :

(plh div(w)) = - /Q N / (G0 W (w(w(®)) + At dw(w(t)) - () dtop (dw),

ce qui suffit & carcatériser p comme 'unique distribution (a I'ajout d’une fonc-
tion ne dépendant que du temps prés) vérifiant pour tout champ de vecteurs
lisse w(t, z) a support compact dans ]0, 1[x D et quelque soit le 1, choisi :

(ol div(w) == | N | @Ol Guiaw)img@). 0

O

1.4.2 Un modéle équivalent pour I’équation d’Euler

Il existe un autre modéle pour la construction de solutions généralisées de
I’équation d’Euler, faisant intervenir un champ de vitesses. On peut méme mon-
trer qu’il y a une correspondance entre les solutions obtenues avec ce second
modeéle (que l'on appellera euleriennes), et celles obtenues avec le précédent
(que l'on appellera lagrangiennes). Ceci a des conséquences intéressantes sur la
régularité du champs de pression, mais on ne va pas s’y intéresser ici. Notre but
ici est essentiellement de montrer que la pression construite précédemment est
solution au sens des distributions d’une équation qui coincide avec I’équation
d’Euler classique dés qu’on interdit aux particules de se croiser dans un sens
que l'on développera & la remarque 1.4.3.1.

Commengons par décrire ce modéle. On se donne une configutation v et on
tente de résoudre ’équation d’Euler entre I'identité et v en temps 1. L’idée est
de définir une famille de mesures indexées par le temps et un champ de vecteurs
mesurable sur [0,1] x D par particule, disons (uf) et v* solutions de 1’équation
de continuité au sens des distributions :

Oy +divo®uy = 0.

On dit alors que la famille de couples (u*,v*).ep est admissible et on note

24



(u*, v*)yep € Adm,(Id,) si :

Yt € [0,1], © — ui est mesurable, (1.7)
v est mesurable en z, t et y, (1.8)
vt € [0,1], / pfdr = 29, (1.9)
D
Oruf + divo®uy =0, (1.10)
Ve € D, ug =0y, (1.11)
Vo C0xD). [ [ pwpinis= [ pepney), 112
pJp DxD

Ao Daen) =5 [ [ e Purandsd <o (113)

Remarque 1.4.2.1

— (1.7) signifie que pour tout t et toute fonction mesurable positive o sur
D,z [, o(y)uf(dy) est mesurable.

— (1.12) se réécrit plus synthétiquement A4 @ ud = ~.

— On peut construire une relation d’équivalence entre les familles de
couples. Deux familles (u7,v])zep et (u3,v3)zep seront dites équi-
valentes si pour tout t et presque tout x, ui = pu3 et si pour presque
tout t, x, et uf- presque tout y, v1 = vs.

On dit alors que la famille (u*,v%),ecp est une solution eulérienne généralisée
de I’équation d’Euler entre 'identité et v en temps 1 si elle minimise 'action
A, dans la classe des familles admissibles.
On a alors le résultat intéressant suivant :

Théoréme 1.4.2.1. On a :

in A0 = inf Ae((1",v")zeD). 1.14
n€Adm(Id,y) () (47 07 Yoc p € Adme (Id,7) (( )zeD) ( )

Plus précisément, pour chaque flot (lagrangien) généralisé incompressible opti-
maln € Adm(Id,~y), il existe une unique famille (eulérienne, & équivalence pres)
V(n) = (1", v")gep € Adm.(Id,7) de méme action naturellement associée ¢ n
dans le sens ol pour n-presque tout chemin w et presque tout t :

w(t) = v Ot w(t)). (1.15)

En particulier, I'inf a droite est un min et les solutions sont "les mémes".
Réciproquement, pour chaque famille (u*,v*)zep € Adm.(Id,v) optimale, il
existe n € Adm(Id,~) tel que (1%, v")zep = V(n), mais ce n n'est en général
pas unique.
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On va avoir besoin du lemme suivant liant flots généralisés et solutions de
I’équation de continuité.

Lemme 1.4.2.1. Soit n une mesure de probabilité sur Q(D) avec :
A(n) < oo.

En posant puy :=egfin et my := es fw(t)n, on obtient :

1. pour presque tout t, my = v(t,-)us est absolument continue par rapport &
Mt
2. au sens des distributions :

Opprr + div(v(t, )ut) =0

T
A v) = / /D ol 2) 2 (dr)dt < Al).

Preuve: L’absolue continuité est une conséquence de I'action finie, puisque alors
pour presque tout ¢, w — w(t) est n intégrable.
Soit ¢ € C°(]0,1[xD) et z € D. On a :

/]0 1[xD [Orp(t, ) + Vo(t, x) - v(t, o)) pe(dz)dt

- / / B (t,w(8)) + Veplt, w(t))io(8)] m(deo)et

-[ 4 [ ttwtomnias] ae =

Enfin, si on désintégre n = u:(dz) ® n* par rapport a e, on se rend compte
que :

v(t, ) :/ w(t)n"* (dw).
Q(D)
En particulier :
ot < [ (ol ().
Q(D)

En conséquence :

%/01/13 o(t, z)|* pe(da)dt < ;/ol/D/Q(D) 16(8) 2 () e ()

1/t 2
_ 5/0 /Q(D) 165(0)|?n(dw) dt
A(n).

Preuve du théoréme: Soit 1 un flot généralisé incompressible joignant ’iden-
tité & v en temps 1, d’action finie. On désintégre la mesure 7 selon 'application
mesurable eg. Ceci nous donne une famille de mesures de probabilité sur (D)
indexées par Iespace que 'on note 73 et qui vérifient :

Mg =n.
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Posons alors :

/j‘,f =€t ﬁn&

myi = e (t)no.
m¢ est alors absolument continue par rapport a uf, on note v®(¢,-) sa densiteé.
On a facilement (1.7), (1.9), (1.11) et (1.12), (1.10) et (1.13) sont des consé-
quences du lemme 1.4.2.1.
Donc (u”,v%)zep est bien une solution généralisée eulérienne de 1’équation
d’Euler, d’action plus petite que 7.
Mais alors si on montre que pour toute famille (4%, v%)zep € Adme(Id,7), il
existe n € Adm(Id, ) telle que :

/ /g(m Rl d‘”)dt</ / 0" (. y) it (dy)dt,

on aura le résultat du théoréme. Néanmoins, la construction est plus complexe
et nécessite des résultats fins sur les solutions de I’équation de continuité (1.10).
Ces résultats peuvent étre trouvés dans un cadre général dans [3, 1, 8], ici on
va simplement redémontrer ce dont on a besoin.

Construction réciproque

Dans ce paragraphe, on se donne donc (u”,v*)zep € Adm.(Id,) et on
veut construire 7 € Adm(Id,~) d’action plus petite. L’idée est de se dire que
si v® était lisse, alors (1.10) impliquerait nécéssairement que :

My = O0x(t,2)
ot X (-, x) est solution de I’équation différentielle ordinaire :
X(0,z) ==z
X(t,z) = v"(t, X (t,z)).
n := X(-,x) t \? conviendrait alors. Le "seul" probléme est donc de gérer les
irrégularité de v® et la non unicité des solutions de I’équation différentielle

associée. On va naturellement le faire en régularisant v”.
On va utiliser le théoréme de Cauchy-Lipschitz : :

Théoréme 1.4.2.2. Soit v un champ de vitesses dans L' ([0, T], W5 (R%)).
Alors pour tout x € R?, il existe une unique solution L},. notée (X¢(x)) solution
de :

Xo(z) ==z,
Xi(z) = v(t, Xe(x)),

ot la deuxieme équation peut étre prise soit au sens des distributions, soit
pour presque tout t. Cette solution est absolument continue et définie pour tout
t€0,77].

De plus on a l’estimation de stabilité :

Xile) — X)) < o= vlewp ([ “Lip(u(r, ir).
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On revient & notre probléme, on fixe z € D et on voit les uf et v*(¢,-)
comme des mesures et des champs de vecteurs sur R? tout entier (en les pro-
longeant par 0). On choisit un noyau régularisant p¢ strictement positif sur tout

R?. On note alors u7"“ la densité de p®*uf et v™¢(t, -) la densité de LG GO L)

t
(en remarquant que uy’€ est partout strictement positive). Alors v satisfait

les hypothéses de 1.4.2.2 ce qui nous donne un flot X*°. On montre alors le :

€

T,€

Lemme 1.4.2.2. On a pour presque tout t : py"* = X7t g

Preuve: On va en fait montrer qu’étant donnée o € C°(R?) :

/Rd ey (X)) pg (dy)

est une constante. C’est un simple calcul en remarquant que (u*¢, v=°)
est solution de I’équation de continuité. En effet, une telle application
est absolument continue en t et pour presque tout ¢ :

G | e ay

=g LA ()

= (@i | 0 (XT) ) + (g [ (p 0 (X))
—(div(0™ (&, Y o (X)) + (10w 0 (X))

/Rd ™ (t,y) - V(e((X7) ' (®) + (e (X)) (dy)
=0,

car des manipulations simples sur le flot montrent que :

V() V(e((X7) T (9))) + 0 (0 (X))
= [ (6 y) DX T y) + (X7 T ®)] - V(X))
=0-((X™) 7 (v)).
O
On pose alors :
yoe: R — Q(RY)
y = [t X7 ()]

et :

na;,e = Yz,e ug,e‘
Il est possible de voir que la mesurabilité en = de p” et v® donne de la me-
surabilité en = des n™ ¢ via la construction dans Cauchy-Lipshitz qui est une
convergence sans extraction). On peut donc définir la mesure ¢ := LD,
c’est a dire la mesure sur 'ensemble des chemins de R? définie par dualité contre
toute fonction ¢ continue et bornée sur Q(Rd) par :

/Q(Rd)s"(“’)”e(dw) = /D /Q ) PO ()i

On montre maintenant qu’a extraction prés, n° converge étroitement vers un
n vérifiant toutes les propriétés que l'on souhaite.
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Lemme 1.4.2.3. (n°)c est tendue. Si on prend n une valeur d’adhérence, et
(en) telle que N converge étroitement vers n, on a :

1. n est a support dans Q(D),

2. si on noten = X\ ®n" la décomposition de n dans sa désintégration par
rapport a eg, on a pour presque tout x :

ecfn” = pi,
3. efin =2\

1 1
4. liminf/ / |eo(t) 2 dtn ™ (dw) 2/ / o () P dtn(dw).
Q(R2) Jo Q(D) Jo

Preuve: Soit 6 > 0.

D’abord, u§ = g “dx est tendue (constater par exemple qu’elle
D

converge étroitement vers ALD). On choisit donc K un compact de R?
tel que pour tout €, u§(RN\A) < 4.
On a d’aprés 1.4.2.2 :

/Q(Rd)/ol () din’ (d) < /OI/D/D\vz(tvy)\zuf(dy)dccdt.

1
Donc il existe M tel que pour tout e, 175({/ lw@®)?dt > M}) < 4.
0

Donc pour tout e :
nf({/o O(8)[2dt > M} U {w(0) € RN\A}) < 26,

Or I'ensemble en question a un complémentaire compact dans Q(]Rd)
(en passant au complémentaire et en utilisant le théoréme d’Ascoli),
donc (n°) est tendue (ceci est en fait presque une conséquence directe
de 1.2.3.1, mais il faut tout de méme faire attention car les chemins ne
sont pas tracés dans un compact). On peut donc en extraire (n°*) une
suite sonvergeant étroitement vers une certain 7.

On va alors commencer par montrer 2, 3 et 1 en découleront facilement.
Pour tout n, tout ¢ et presque tout x, il est facile de voir que :

(eo,ee) 1" = A" @ (e ™)
=@ upe.
En passant a la convergence étroite :
(eo,e0) tn =A@ i
Mais alors par unicité de la désintégration, comme on a toujours :
(eo,ee) tn = X" @ (ec ),

on obtient bien 2. 3 est alors immédiat.
Mais maintenant dans Q(R?) :

QRHN\QUD) = Uyepo1{w(t) € RY\D}
= Utepo,1)no{w(t) € RN\D}.
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Et donc :

nQERNAUD)) < > n({w(t) e RY\D})

[0,1]nQ
< > AD({z e RN\D}) =0,
[0,1]nQ
d’ou 1.
4 est une conséquence directe de la semi-continuité inférieure de ’action
1.2.3.1. O

Fin de la preuve du théoréme 1.4.2.1

1 est un flot généralisé, incompressible grace a (1.9), joignant 'identité a
~ grace a (1.12), et d’action plus petite que (u”,v")zecp grace a 4. On obtient
donc la premiére partie du théoréme a savoir (1.14).

En conséquence, si le flot  est optimal, on ne peut pas avoir :

A((p",v")zen) < A(n),

sinon on pourrait partir de ((u®,v%))zep pour construire un flot généralisé
incompressible joignant ’identité & v d’action plus petite que 1. Donc :

A((1",v")zen) = A(n).

En suivant le calcul, on voit que cette égalité est vrai si et seulement si pour
presque tout t, x et uf-presque tout y :

2

|v1‘<t,y>|2:/ (tyred (dw)| = / l6(t) 2 (dw),
Q(D) Q(D)

ce qui implique que pour presque tout t et x, uf-presque tout y et 776””3 -presque
tout w :
G(t) = v"(t,y) = o O (t,w(t)).

En conséquence, par le théoréme de Fubini et parce que pour tout ¢ :

n=/ / no'¢ it (dy)dz,
D J D

on obtient (1.15) pour 7n-presque tout chemin et presque tout ¢. Mais ceci suffit

preés.
Enfin, si on part d’une famille (u*,v*)zep € Adm(Id,~y) optimale et que la

construction précedente nous donne 7, alors V(n) = (1%, v")zep (& équivalence
prés). C’est une conséquence directe de (1.15). O

1.4.3 Equation distributionnelle vérifiée par la pression

Revenons alors & (1.6). On a vu que si n était solution (lagrangienne) géné-
ralisée de I’équation d’Euler entre I'identité et 7, on obtenait une distribution p
(déterminée a 'ajout d’une fonction ne dépendant que du temps preés) agissant
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comme multiplicateur de Lagrange associé a notre probléme de minimisation.
Cette distribution satisfaisait pour tout champ de vecteurs lisse w a support
compact dans ]0,1[xD :

plaivt) = [ [ @] g o)),

Mais si on note (4%, v"),ep le flot eulérien associé a 1 et en utilisant (1.15), on
obtient :

{p| div(w))

:_// (0O (t,w(t)|Osw(t, w(t)) + Dw(t,w(t)) - v (t,w(t)))n(dw)dt
o Ja(p)

- _/0 /D /DW“’ Y)|0vw(t,y) + Dw(t,y) - v*(t, y)) i (dy)dzdt

= </ vmuzdaj|5‘tw> —tr <</ ¥ ®vm;ﬂ’dz|Dw>) ,
D D

d’olt ’équation au sens des distributions :

Oy (/ U“",u“ﬂx) +div </ v ® vﬂﬂdm) = —Vp. (1.16)
D D

Remarque 1.4.3.1

On introduit la notion de "vitesse macroscopique” :

Définition 1.4.3.1. La vitesse macrsocopique & l'instant ¢ associée & un flot
généralisé n est, quand elle existe, la densité de la mesure :

et § w(t)n.

En particulier, si  a une action finie, elle admet une vitesse macroscopique
pour presque tout ¢.

On a alors le résultat facile suivant qui permet de relier vitesse macro-
scopique et flot eulérien :

Proposition 1.4.3.1. Soit n un flot généralisé (lagrangien) d’action finie.
On note (u®,v")zep son flot eulérien associé et (vi)iejo,1) sa vitesse macro-
scopique. On a pour presque tout t et presque tout y :

v (y)dy = /D v* (t, y)pi (dy)da.

Preuve: Soit w un champ de vecteurs continu sur D et ¢t € [0,1] en lequel
1 admet une vitesse macroscopique. Alors pour presque tout x, v®(t,y) est
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bien défini pf partout et :

Lw@mmea/ w(ew(t)) - &(t)n(dw)

QD)
:/D/Q(D)w(w(t))-w(t)ng(dw)dx
:Lémww@mmmm

O

Supposons maintenant que les particules ne se croisent pas. Ceci signifie
qu’il existe pour presque tout t une application mesurable ®; préservant la
mesure de Lebesgue de D telle que :

(etveo) ﬁ n= (Id, q)t) ﬁ >‘d'

Proposition 1.4.3.2. On a alors presque partout :
vily) = v* W (t,y),
et de la méme fagon :
/ v® @ 0" (dy)de = v W (1, y) @ v W) (t, ) dy = vi(y) @ ve(y)dy.
D
On voit alors que le champ v, est solution au sens des distributions de

I’équation d’Euler :
Opvy + div(vy @ vp) = —Vp.
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Chapitre 2

Approximation des solutions
généralisées des équations
d’Euler par des solutions des
équations des flots
multiphasiques

2.1 Introduction

2.2 Décomposition des marginales

Une notion qui va étre fondamentale pour la suite est la notion de décompo-
sition des marginales, que 1’on va présenter ici dans un cadre trés général, bien
que les résultats seront donnés dans des cas trés simples.

Définition 2.2.0.2. Dans la suite, si u est une mesure de Radon positive sur
un espace métrique X, on dira que la famille de mesures de Radon positives
(#i)ieqi,ay est une décomposition de p si :

M
Z,Ui =p
=1

Définition 2.2.0.3. Soit p une mesure de probabilité sur un espace métrique
(X,dx) et v une mesure de probabilité sur un espace métrique (Y, dy ). Soient
deux familles (1;)i=1,... am et (¥i)i=1,....m respectivement décompositions de u et

v, de méme cardinal, et satisfaisant :

Vie[l,M], w(X)=uv(Y). (2.1)
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On définit 'ensemble admissible du probléme de transport entre p et v avec
marginales décomposées par (p;) et (v;) comme Uensemble des mesures de pro-
babilité v sur X x Y s’écrivant comme la somme de M mesures (7;) telles que
pour tout ¢ € [1, M], ; aient pour marginales p; et v;.

L’objectif de notre démarche est de comprendre & quel point une mesure sur
un espace produit est caractérisée par ses "lois marginales décomposées". Le
probléme est d’étudier la proximité de mesures admissibles pour des problémes
de transport & marginales décomposées communs. Etant donnée une mesure
de probabilité sur X xY ayant pour marginales i et v, on donne alors une notion
de cohérence entre les familles de décomposition de de chacunes des marginales
relativement & ~.

Définition 2.2.0.4. On dit que deux familles (u;) et (v;) satisfaisant les condi-
tions de la définition 2.2.0.3 sont cohérentes relativement a -y si v est admissible
pour le probléme de transport entre p et v avec marginales décomposées par
(u;) et (1), c’est a dire 8’il existe une famille (;) telle que :

M
Z’Yi =7
i=1
Vie[l,M], extvi=pi, ; evivi=uv.
Remarque 2.2.0.2

Sous les conditions de ces deux définitions, le théoréme de Radon-Nikodym
nous permet de caractériser les familles (u;) et (v;) par leurs densité rela-
tivement a p et v. On aurait donc pu donner des énoncés équivalents pour
des familles de fonctions mesurables a valeurs dans [0, 1] et de somme 1.

Remarque 2.2.0.3

Etant donnés v une mesure de probabilité sur X x Y et (u;) une famille
de décomposition de sa premiére marginale, I'ensemble des familles (v;) de
décomposition de sa deuxiéme marginale est non vide, mais en général pas
unique. On peut construire une telle famille en désintégrant v = u®-y, selon
sa premiére coordonnée et en définissant :

v = /%m(dw)-

EXEMPLE 2.2.0.1.
Si notre domaine D est soit un compact de Pespace euclidien R? soit le tore
de dimension d, il est naturel de construire des décompositions de la mesure de
Lebesgue A% (que 1'on suppose sans perte de généralité normalisée) de la facon
suivante. On choisit une partitions de D ((C;)ieq1,a) €t on définit :

Hi = /\d\_Ci.
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Il est alors facile de voir que si 7y est une mesure de Radon sur D x D avec pour
marginales la mesure de Lebesgue, et si (14;)ie1, a7 €t (¥i)ieq1, a7 sont cohérentes
relativement a -y, alors pour tout i :

v; = 62ﬂ]l{zeci}fy:/ o i (d) :/ Yed.
D .

k3

ou v, est défini en désintégrant v par rapport & la projection sur la premiére
coordonnée. En effet, si on décompose v en (7;);ec1,a] qui satisfont :

e1fvi = pi,
alors en notant :
F, — d%‘7
dy
on obtient :
0<F; <1,

pour A\%-presque tout z, / Fi(z,y)y.(dy) = 1{z € C;}.
D

Donc nécessairement, pour y-presque tout (z,y) :
Fi(z,y) = Ha € Ci},

ce qui permet de conclure.

On donne une derniére définition afin de donner une notion de "bonne suite de
décompositions". A priori, cette définition dépend de v € P(X x Y'), que l'on
suppose donc fixé.

Définition 2.2.0.5. On dira que ((¢f)ic[1,0,])nen est une bonne suite de
décompositions de p relativement & « si pour toute suite ((v]')ic[1,m,])nen de
décompositions de v telle que pour tout n € N, (ul') et (v}*) soient cohérentes
relativement & -, et toute suite (6"),en de plans telle que pour tout n € N,
0™ soit admissible pour le probléme de transport entre p et v avec marginales

décomposées par (ul) et (v'), alors :
dn — 7y étroitement.

On repasse dans le cadre euclidien en prenant X = Y = D un espace compact
de R? ou le tore de dimension d, et p = v = A%
On peut montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.0.1. Soit v € P(D x D) ayant pour marginales la mesure de
Lebesgue. Soit une suite ((1j)icpi,m,])nen de décompositions de X induites

comme dans 'ezemple 2.2.0.1 par des partitions ((C}')ie[1,m,])nen Satisfaisant :

lim sup DiamC]' =0, (2.2)
N=00 ie1,M,]

Vn e R, Vi e [1,M,], A(CM\C!) =0, (2.3)
xer > % Diam(C")?, (2.4)
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pour un certain M > 0. On suppose de plus que pour tout n € N, il existe
i1y ..tk € [1, Myy1] tels que :

U ot (2.5)

(on dit que la famille de partitions est emboitée). Alors ((17)icpi,nm,])nen €st
une bonne suite de décomposition de A\? relativement d .

Preuve: Premiérement, étudions la famille des (v.)zep. Si ¢ € C°(D), appli-
cation de D dans R définit par :

wva/ Y)Y (dy)

est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue, donc presque tout = est
un point de Lebesgue de F,. Mais comme C°(D) est séparable, presque tout
x de D est point de Lebesgue de tous les F,,, avec {¢n} dense dans C°(D). Il
est alors facile de voir qu’en fait, x est point de Lebesgue de tous les Fi,. On
dit alors que = est un point de Lebesgue de (75) et on note = € Leb(vy) -

D’apreés 'exemple 2.2.0.1, si (u7); est induite par une partition, (1), est pres-

crite et vaut :
n
v, = / Yedx.

Z € Leb(vz)

qui est un ensemble de mesure pleine dans D. On choisit alors la suite (in(Z))
telle que z € C}' " (z)- Montrons que :

Soit :

Vln (z)

————— — 7z étroitement.
2O @)

B Ry S —"

Comme z est un point de Lebesgue de (v.), par (2.2) et (2.4) :

B uz)/ / Dh-(anie — [ ows(ay)

W/cn /DsO( )72 (dy) — /Dso(y)%-c(dy)

in(2)

Soit € C°(D),

s | o) =

in (T) 7,.,L (z)

in (@)

dx

/D oY)y (dy) — /D oY)z (dy)| dz

< M /
- Diam(C{;@))d B(#,Diam(CT ()
— 0.

Ce calcul permet donc de conclure quand & la convergence :

)ﬁ(%ﬂ,))/ P(Y)Vi, (2 (dy) —>/ )z (dy), (2.6)

in (T
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ce qui est exactement le résultat souhaité.

D’autre part, soit (6™) une suite de plans telle que pour chaque n, §" soit
admissible pour le probléme de transport entre A% et A¢ décomposées par (13)s
et (v]')i, et soit & une valeur d’adhérence de (™) pour la convergence étroite.
Comme la famille de partition est emboitée, pour chaque n, § est admissible
pour le probléme de transport entre A% et A? décomposée par (uf); et (7).
En effet, si N est fixé dans N, pour tout n > N, il existe (par réccurence sur n
en utilisant (2.5)) 41,...,4k € [1, M,] tels que :

k
N n
c¥=Jcr.
Jj=1

Alors :
N n n
Mi = gy o gy
D’aprés la forme des v}', il est alors clair que :

N n n
v; :Vi1+"'+yik'

Mais alors :

k
exilecny 8" =) eatil{z € C}o"
j=1

k
_ n _ N
= l/ijfl/i .
=1

L’admissibilité de § est alors une conséquence du théoréme de portemanteau
en utilisant le fait que A% ne charge pas la bord de C{¥ par (2.3). Alors

pour les mémes raisons que lorsque l'on travaillait avec v, presque partout,
1

ml/&@) converge étroitement vers dz. Donc presque partout, vz = 0z
et donc v = 4, ce qui permet de conclure quant & la convergence étroite de (6™)
vers . O

On peut formuler un résultat analogue en remarquant que les grandeurs dont
on cherche a établir la convergence sont des martingales.

Théoréme 2.2.0.2. Soit toujours v € P(D X D) ayant pour marginales la
mesure de Lebesgue et soit toujours ((1f')ic[1,nm,])nen une suite de décomposi-

tions de X\ associée a une suite ((CI");eq1,m,])nen €mboitée de partitions finies

de D. Cette fois, on garde Uhypothése (2.3) et on fait simplement Uhypothése

supplémentaire que ((C}')ieq1,m,])nen engendre la tribu borélienne de D. Alors

((#7)ieqi,m,])nen est une bonne suite de décomposition de \* relativement a .

Preuve: On note B, la tribu engendrée par (C7")icq1,nm,]-
De la méme fagon que pour le théoréme précédent, grace a (2.3), si une suite
(6™) est telle que pour chaque n, §, soit admissible pour le probléme de trans-
port de A? a A% décomposées par (u?) et (1), et si § est une limite étroite de
(6™), alors J est également admissible pour le probléme de transport de A a
A% décomposées pas () et (v). Il suffit donc de montrer qu’il n’existe qu’une
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seule telle mesure dans P(D x D). Mais si on prend ¢ € C°(D), on a alors
pour tout n :
ol

et les théorémes classiques de convergence des martingales permettent de conclure.

O

E [/D @(y) V= (dy)

Bn} —E [ [ ewsctay

2.3 Description du probléme

Maintenant que 1’on sait décomposer des marginales, on peut décrire ce que

I’on entend par "approcher un flot généralisé par des solutions des équations
des flots mutliphasiques". Si v est une configuration d’un fluide sur un domaine
compact D de R? ou le tore de dimension d, et si (p;0)i et (pir); sont des
décompositions de la mesure de Lebesgue cohérentes relativement & v, on peut
s’interroger sur les liens entre solution généralisé de 1’équation d’Euler entre
l'identité et «y et solution des equations des flots multiphasiques joignant (p;0);
a (pir)i-
On peut naturellement comparer leurs actions mais on peut aller plus loin : & une
famille solution des équations des flots multiphasiques, on peut associer un flot
généralisé incompressible. En effet, si (p;, v;) est solution des équations des flots
multiphasiques, par un analogue direct de ce qui est fait dans la construction
réciproque de la preuve du théoréme 1.4.2.1, on peut associer a chaque couple
(pi, v;) une mesure 7; sur Q(D) tel que :

etfin = pi(t,-),
n; — presque tout w € Q(D) est dans AC?(0,T) et & = v;(t,w),
A(ni) < Alpi, vi).

On appelle ces 7; des représentants de (p;,v;). Si on définit :

M

ni=>

=1

n est un flot généralisé incompressible.

Réciproquement, on vera dans la preuve du théoréme 2.4.1.1 que le lemme 1.4.2.1
permet d’associer a un flot généralisé incompressible et & des familles de décom-
position de A% cohérentes relativement & la configuration finale de ce flot une
famille de couples admissible pour le probléme des flots multiphasique joignant
ces deux décompositions.
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2.4 Reésultats de type I'-convergence

2.4.1 Discrétisation et réduction de ’action

On montre ici qu’en discrétisant le probléme comme expliqué au 2.3, 'action
optimale est plus petite que celle des solutions de I'équation d’Euler entre Id
et . Ceci se comprend trés bien puisque les équations des flots multiphasiques
ne prescrivent pas la position finales des particules comme le fait -, elles ne
prescrivent que des sortes de lois marginales partielles, qui sont beaucoup plus
souples.

Théoréme 2.4.1.1. Soit v une configuration d’un fluide sur un domaine com-
pact D C R? et ) un flot généralisé incompressible joignant Uidentité a . Soient
(pi,0)ieqi,m et (piT)ici,m) des familles de décomposition de X cohérentes re-
lativement & . Si (pi,v;); est solution des équations des flots multiphasiques

entre (pi0)i et (pir)i -
M

3" Alpi,vi) < A).

i=1

Preuve: Sil’action de 7 est infinie, il n’y a rien & montrer. Sinon, soit (v;); telle
que :

M
v=
=1
Vie [1,M], eifvi=pi0 ; exflvi=pir.
Pour chaque 7, on définit également F; les densité de «; par rapport a -y :
ilde, dy) = Fi(z, y)y(dz, dy).
On définit alors 7; par la formule :

ni(dw) := F; (w(O), w(T))n(dw).

On a alors :
M
> mi=n,
i=1
eofini =pio ; erfin =pir,
A(ni) < oo,
donc d’aprés le lemme 1.4.2.1, si on définit p;(t,-) =: e:fn; et v; la vitesse

macroscopique de 7;, on a au sens des distributions :
Orpi + div(psvi) =0,

et :

A(pi,vi) < Ani).
Mais comme 7 est incompressible, et que 1; a les bonnes marginales, (ps,vs);
est admissible pour le probléme des flots multiphasiques entre (pi.0): et (pi, )i,
ce qui donne le résultat. O
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2.4.2 Bonne suite de décompositions et approximation du
flot

On va maintenant montrer qu’en choisissant correctement des familles de
conditions initiales et finales, on peut construire des solutions généralisées a
I’équation d’Euler joignant 'identité & v comme limite de solutions aux équa-
tions des flots multiphasiques. On se place toujours sur un domaine D compact
de R<.

Théoréme 2.4.2.1. Soient ((p}o)ic[1a,])nen et ((Pfr)ic[1ar,])nen des suites
de décompositions de X cohérentes relativement a vy, avec ((p'o)i)n une bonne

suite de décomposition de \¢ relativement & . Pour chaque n € N, on choisit
(plr, v1"); une famille de couples solutions des équations des flots multiphasiques
entre (p7o)i et (pir)i et (n}*); une famille de représentants de (p,vf');. On note
(N™)n la suite de flots généralisés incompressibles associés a ces familles :

M,
=Y
i=1

Alors (n™),, est tendue et toute valeur d’adhérence n de (n™),, pour la convergence
étroite est solution généralisée de ’équation d’Euler entre l’identité et .

Preuve: D’aprés le théoréme 2.4.1.1,

My,

A" = 3 Al v7)

est uniformément bornée par ’action de n’importe quel flot généralisé incom-
pressible joignant l'identité & . On peut donc utiliser le théoréme 1.2.3.1 pour
déduire la tension de (n™),. On obtient de plus par semi-continuité inférieure
de l’action que pour tout flot généralisé incompressible 77 entre I'identité et ~ :

A(n) < A@).

Donc si on montre que n joint I'identité & 7, on aura prouvé que 7 est solu-
tion généralisée de 1’équation d’Euler entre l'identité et . Mais pour chaque

n, (eo,er)in™ est admissible pour le probléme de transport entre A% et A9
décomposées par (p;'o): et (pi'r) qui sont cohérentes relativement a . Comme
((p10)i)n est une bonne suite de décomposition de A\* remativement & v, (eo, er) §1"™
converge étroitement vers . Mais la continuité de (eo, er) assure également que
(eo, er) tn™ converge étroitement vers (eo, er) 7, ce qui donne le résultat.

O
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Chapitre 3

Equation des flots
multiphasiques avec bruit

3.1 Introduction

Dans [5], Brenier étudie les équations dites des flots multiphasiques : il consi-
dére un nombre fini M > 1 de "phases" de liquide dans un domaine D C R¢.
Il suppose ces phases suffisamment mélangées pour que la densité de chaque
phase soit strictement positive en chaque point. Ces phases sont représentées
par leurs champs scalaires de densité (p;);=1,....m et leurs champs vectoriels de
vitesse (v;)i=1,....m que I'on suppose solutions des équations suivantes :

M
Zpi =1,
i=1

Orpi + div(p;v;) = 0,
Ow; + (’Ui . V)Ui = —Vp,

ou p, la pression, est un champs scalaire prescrit par les équations (I’hypothése
importante est que toutes les phases ont la méme pression). L’article consiste a
construire des solutions de ces équations comme minimiseurs de la fonctionnelle :

M M 1

) — - 12 ,.
> Alpi.vi) ZQ/QM o
i=1 i=1

parmis les M-uplet (p;,v;); tels que les p; soient déterminés a I'instant initial et
a l'instant final, et qu’ils soient transportés par les champs de vitesse v; par :

Brenier étudie ensuite la régularité de telles solutions, leur unicité et leur stabi-
lité sous I’hypothése d’une minoration uniforme des p;, c’est a dire sous I’hypo-
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these qu’il existe » > 0 tel que pour tout ¢ et presque tout ¢ et z :
pi(t,x) >r.

Ici, on va reprendre sa démarche en ajoutant aux équations un bruit. On prend
toujours M phases de fluide se déplacant dans un domaine D de l'espace (en
fait on choisira toujours D = T9), mais on cherche cette fois des solutions des
équations que 1’on appellera multiphasiques avec bruit :

M
i=1

8tpi + le(pﬂ}z) + I/Api =0, (32)
Opv; + (v; - Vv, — vAv; = —Vp.

Cette derniére équation apparait naturellement lorsque I’on minimise ’action :

M M
ZA(PuUi) = Z 5 /Q |Uz‘|2m
i=1 =1

parmis les M-uplet (p;,v;); tels que les p; soient déterminés a I'instant initial et
a linstant final, et qu’ils soient transportés par les champs de vitesse v; par :

Opi + div(piv;) + vAp; = 0.

Remarque 3.1.0.1

A vrai dire, I’équation qui apparait est :
1 9 .
Oyv; + §V|vi| —vVdivy; = —Vp,
mais cette derniére coincide avec (3.3) dés lors que v; est un gradient, ce qui

est automatiquement le cas lorsque I’'on construit des solutions en minimisant
Paction, comme on le verra plus tard.

Dans ce cadre, il est plus difficile de savoir quels sont les conditions initiales
et finales atteignables, c’est a dire pour quels p et p! il existe un champs de
vitesse v; et un champs scalaire p; tels que 9;p; + div(p;v;) + vAp; = 0 soit
verifié, pili=o = p{ et pili=r = p] , et :

5 | Iuiles <
— 'Uipi Q.
2Jq

On ne se posera pas la question ici et on ne considérera que des conditions
initiales et finales que I'on aura supposées atteignables.
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3.2 Recherche de solutions comme minimiseurs
d’un probléme variationnel

3.2.1 Minimisation de ’action avec contraintes

On voit les solutions comme minimiseurs d’un probléme variationnel avec
contraintes. Etant données des conditions initiales et des conditions finales (p?);
et (p!'); mesurables et positives satisfaisant :

M M
0 T _
doA=d =1
i=1 i=1
notre objectif dans un premier temps est de trouver un M-uplet de couples

(pi,v;) de fonctions L} sur Q := [0,T] x T¢ (p; > 0, v; & valeurs vectorielles)
qui minimisent la fonctionnelle :

M | M

-—_ . 2 .
ZA(PiaUz’) = 2Z/Qvl| pi
i=1 =1

parmis les M-uplet vérifiant :

M
Zpi =1, (3.4)
=1

Vi, Oip; + div(pivi) +vAp; =0 dans D'(J0, T[xT), (3.5)
Vi, pilimo =p) et pilier = pi.

Remarque 3.2.1.1

— (3.4) associé au fait que les p; sont pris positifs implique qu’ils sont
L*°, donc p;v; est bien une distribution et (3.5) a bien un sens.

— (3.4) et (3.5) impliquent que dés que le couple (p;,v;) a une action
finie, on peut supposer quitte a choisir le bon représentant :

p e Cz(10,T[, H~(T?)).

Les termes de bords (3.6) ont alors un sens.

L’argument principal de cette premiére étape est de voir A comme une fonc-
tionnelle convexe et semi-continue inférieurement. Tout d’abord, étendons le
domaine de A de la fagon suivante :

A M@QxM@Q) — R
1
2/Q|v|2p sipZO,m<<petv::‘fTZL ,

+00 sinon

(p,m) =
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ot M(Q) désigne ’ensemble des mesures de Radon sur @ et M(Q) désigne les
mesures de Radon a valeur vectorielle sur Q. Il est clair que lorsque A est défini :

A(p,v) = A(pdtdz, vpdtdz)

de sorte qu’a partir de maintenant, on ne différenciera plus A et A et p pourra
selon la situation désigner une fonction ou une mesure.

Il est en fait naturel de travailler dans ce cadre (les mesures plutot que le fonc-
tions) car on a une proposition :

Proposition 3.2.1.1. Pour tout (p,m) € M(Q) x ./T/l>(Q) :

A(p,m)—sup/QsOpﬂﬂ-m

ou le sup est pris sur ensemble des fonctions o € CO(Q,R) et ¢ € C°(Q,R?)
qui vérifient l’inégalité :

V(ta) € Q. ltx) + gt <0.

Les mesures sont donc en quelque sorte ’espace avec la topologie la plus
faible qui fasse de A une fonctionnelle convexe et semi-continue inférieurement.
On verra en plus par la suite que les minimiseurs que 1’on obtient sous contraintes
(contraintes qui d’ailleurs sont encore bien définiees dans le cadre des mesures)
sont des fonctions, donc ’extention n’a pas de conséquence significative quant
aux solutions qu’lle fournit. Le dernier avantage (le vrai avantage en fait) a
utiliser ce cadre plus vaste est de se placer dans le dual de fonctions lisses. On
verra par la suite que ceci nous permettra d’interpréter ce probléme comme un
probléme dual et ainsi d’avoir un résultat d’existence presque gratuitement.

Preuve: Sim = vp avec p=0
Soient p € C°(Q,R) et 1 € C°(Q,R?) qui vérifient I'inégalité :

[W(t,z)]* < 0.

DN =

V(t,z) € Q, o(t,z)+

Alors :
- 1,2
/@p+¢-MS/ {—§|¢| +¢-v}p
Q Q

1/[ 2 12 1 2
=5 [ [ - -dP]o< g [ 1l
2Jq 2Jq

On obtient alors le résultat annoncé en régularisant o(t,z) := —1|v(t, z)|* et

-

B(t,2) = v(t, ).
Si on n'a pas p >0

Il existe alors ¢ continue et négative sur @) telle que :

/gop>0.
Q
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On a alors le résultat en considérant la suite @, = ny et 1/7,1 = 0.

Si on n'a pas m <K p
On peut alors trouver pour chaque n un ¥, € C°(Q,R?) tel que :

/ ’(Zn -m 2 n,
Q
1 -
/ —3lalfr <1,
Q
ce qui donne aisément le résultat. O

Les contraintes (3.4) et (3.5) se réécrivent naturellement pour les M-uplets
de couples de mesures (p;, m;); :

M
> pi = dtda, (3.7)
i=1

Vi, Opi + div(m;) +vAp; =0 dans D'(J0, T[xT?), (3.8)

Vi, pili—o=p) et pili=r = p;,

(3.9) ayant toujours un sens pour les couples d’action finie.

Supposons l'existence dun M-uplet ((p;,m;)); admissible (admissible signifie
ici que le M-uplet satisfait les contraintes (3.7) (3.8) (3.9) et a une action finie).
Alors pour tout M-uplet (p;, m;); d’action finie, le fait de satisfaire (3.7), (3.8)
et (3.9) est équivalent a ce que :

vp e C°Q), (¢:) € (C*(Q)M,

Z/ atdjz +p_VA¢Z pz / V@ z_mz):O-
(3.10)

Cette contrainte est donc affine (donc convexe) et fermée pour la topologie de
la convergence étroite. Il est donc naturel de poser la fonction convexe et semi-
continue inférieurement lui correspondant (la fonction indicatrice associée a la
contrainte en fait) :

C: (M(Q)XH(Q))M - R
(piymi)i {

0 si (3.10) est satisfaite,
400 sinon.

Et en fait, étant donné la forme de la contrainte, il est facile de voir que :

C((pzamz i) = buPZ/ atﬁbz +p— VA¢1 pz / V; - - mi)7

ot le sup est pris sur ’ensemble des fonctions p continues et ¢; de régularité C2.
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3.2.2 Reésolution du probléme dual

Notre probléme s’est donc ramené & celui de la minimisation dans

M

(M@ *xM©@) " = [(c"@®) xc@rY)™]

de la fonctionnelle :

+ C((pi, mi)s)- (3.11)

M
lz A(pi, mi)

i=1

Or on remarque que cette fonctionnelle est exactement A* + C* ou A et C

sont des fonctionnelles convexes sur (C°(Q,R) x CO(Q,Rd))M valant respecti-

vement : 1| ®
o0 si Vi, a; + 5[bi|” <0
A((ai, bi)i) = { +oo  sinon

M
SNy a; p; +/ b; -m; si (aubz)z ek
C((ai; bi)i) = ;/Q Q

400 sinon

ou
E = {(8i¢i +p — vA$:i, Vi)i, (d:) € (CPQ)HM, pe C°(Q)}-

De plus, si on choisit pour chaque i, a; = —1 et b; = 0, alors A est continue et
C est fini en (a;, b;);.
On peut donc utiliser le théoréme de Fenchel-Rockafellar exposé au chapitre 1
de [6] et affirmer que :

— L’infimum dans (3.11) est atteint pour un certain M-uplet (pf**, m$?"),.
M
YA MYy = min A% (g, ma)s + C((piy ma)i)
i=1 (M@xM@)
= sup —A((ai, bi)i) — C((—ai, —=bi)i)
(CO(QR)xCO(Q,R4))™M
=sup/ aiﬁﬂ—/ b; - My :sup/ aipgpt%—/ bi~mfpt
FJQ Q FJQ Q
ou :

F = {(8ii + p — vAG;, V)i, i € C*(Q), p € C°(Q)
et 0ipi +p —vAg; + %|V¢i\2 < 0}.

On a donc trouvé un M-uplet (p?”*, m"); (que I'on notera par la suite (p;, m;);)
qui en tant que minimiseur de A dans I’ensemble des mesures est un bon can-

didat pour résoudre notre probléme. Il satisfait la propriété suivante :
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Propriété 3.2.2.1. Pour tout € > 0, il existe (¢5); € C?(Q)M et p¢ € C°(Q)
tels que :

1
i +p° — VAP + §|V¢f—l2 <0, (3.12)

M M
Z/ (0105 + p° — VAYE]pi +/ Vi -m; > ZA(pi,mi) — €,
i—17/Q Q i=1

et cette derniére inégalité se réécrit :

M

1 1
}ji/m-vwﬁ»y/@@+ﬁ+5W@PﬂA@m§e (3.13)
i=1 /e Q

On dit alors que la famille de couples (p;, v;); est une solution variationnelle
des équations des flots multiphasiques avec bruit v.

Remarque 3.2.2.1

En notant :
)= [ (e
t

et quitte a remplacer p¢ par p¢ — f(t) et ¢ par ¢S +/ f(s)ds, on peut
0

supposer que les intégrales spatiales des p. sont nulles.

Notre objectif est désormais de montrer que le M-uplet (p;,m;); satisfait les
équations souhaitées. Pour cela, on va commencer par chercher de la compacité
sur les multiplicateurs de Lagranges approchés p¢ et ¢, et ce en les évaluant
sur des flots modifiés.

3.2.3 Reégularité Sobolev de la racine des densités

1

Proposition 3.2.3.1. Soient p et v deux fonctions L;,, sur 10, T[x T respec-

tivement & valeurs dans [0,1] et R? vérifiant :

Orp + div(vp) + vAp = 0 au sens des distributions,
A(p,v) < 0.

Alors \/p € L*([0,T), H'(T?%)) et :

21// IV/p? < L 1A(p,u)). (3.14)
Q & 14

Si de plus, il existe r > 0 tel que p > r, alors :

1Vp

et on peut substituer le membre de gauche par celui de droite dans (3.14).

(3.15)
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Preuve: Sip et v sont lisse et si p est strictement positif, on a :

&s/ plogp:/ dep(1 +log p)
Td Td

= _ /Jl‘d (div(pv) + vAp)(1 + log p)

/ (pv +vVp)- W

:/Q\fvf—-i- /Td

- @vwwv/d Vol

1Vp

Td \/
1

> [LPo= [ 19y +a [ vl
14 d Td

/|V\f| /|v|p+3t/dplogp.
T

En intégrant entre 0 et T', on obtient donc en tenant compte du fait que —é <
plogp <0 car p est & valeur dans [0,1] :

c’est a dire :

21//@ IVVpl* < = A(p,v) + Mdplogpr

1
v 0
1
1%

< Ao+,

ce qui donne (3.14) dans le cas lisse.
Si (p,v) n’est plus lisse, en considérant 7. = 6%7’(2) une approximation de
I'unité partout strictement positive et paire, on définit :

e 1= p* Te,

(pv) * 7.
P * Te

Ve 1=
qui est bien licite car 7 étant strictement positif partout, et la masse étant
conservée, pe est minoré par un réel strictement positif sur [0,7] x T?. On a

alors :
Orpe + div(peve) + vApe = 0.

On a donc d’aprés ce qui a été fait au dessus :
1
/ IVV/pe? < = A(pe,ve) + = (3.16)

OrsipeC%Q) et e C°(Q,R?) sont tels que ponctuellement :

1 -

+519” <0,

2

alors on a aussi par I'inégalité de Jensen :

1, - 1, -
gp*re+§|1/1*76|2§¢*7'6+§|1/J|2*7'5SO.
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En conséquence :

/[s0+1/7~ve}pe:/so*npﬂ/;*n-m
Q
< Alp,v).

-,

En passant au sup sur (¢, ), on obtient :
Alpe,ve) < Alp, v).

Mais alors en particulier, d’aprés 3.16, (/p¢)« est borné dans L*([0, T, H*(T%)).
Mais comme on a la convergence de ,/pe vers ,/p presque partout, on I’a aussi
dans L*([0,T], H'(T%)) faible. En particulier, en reprenant (3.16) :

2y/ IV/pl? < limianV/ IV/pel?
Q e—0 Q
< lim inf l.A( )+ E
< liminf — A(pe, ve) +
1 1
< 7A(p7 ’U) + =
v e

ce qui donne le résultat.
(3.15) découle aisément du fait général suivant : si \/p € H'(T), alors il existe
g > 1 tel que p € WH9(T) et :

Vo =2\pV/p.

En effet, en notant :

Pe 1= (\/ﬁ * 7_6)27
et en remarquant que H'(T%) s’injecte de facon continue dans LP(T%) pour un
certain p > 2, on a :

P
J10d8 = [ 1Vpxnl? < I1vllur.

La convergence presque partout de p. vers p permet de conclure quand & la
b
convergence de pe vers p dans L2 faible, et donc au sens des distribution. Or :

Vpe =2y/p* 7 (V/p) * Te = 2:/pV/p

dans L9(T%) avec :

Q=
D=
N | —

On a donc le résultat. O

3.3 Outils : transport de mesures par des difféo-
morphismes

Ce paragraphe peut étre vu comme une digression au sens ot il reléve d’une
théorie & part interessante en soit dont on ne retiendra que des résultats faciles
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qui nous seront utiles pour la suite. [7] est un exposé plus détaillé de ce sujet.
On étudie le systéme :

det(9,y(t, z)) 1+ f(t,x) dans [0,T] x T¢

(0, -) Idya (3.17)
~(T,) = Idrpa

ol f est une fonction admettant une certaine régularité holderienne (on lui
demandra typiquement d’étre W1°°([0, T], C**(T%)) pour un certain k € N et
un 0 < a < 1, et a support compact dans ]0, T[xT4), et vérifiant la condition
de compatibilité :

vt € [0,T], f(t,x)dx = 0. (3.18)
Td
Le théoréme que l'on va démontrer est le suivant :

Théoréme 3.3.0.1. Soientk e Net0< a<1.

1l existe € > 0 et K > 0 ne dépendant que de d, de k et de « tels que pour tout
f e Whee([0,T], C%(T?)) vérifiant (3.18), @ support compact en temps et telle
que pour chaque t, || f(t, )|k, < €, il existe v € Wl’oo([O,T],Diﬁ’kH’o‘(Td))
solution de (3.17) avec {t,~(t,-) # Id} compact dans ]0,T| (ou Diff*+1* est
Uensemble des difféomorphismes de T de régularité hélderienne k + 1, o dont
Uinverse a également cette régularité). De plus, on a les estimations suivantes
(pour un certain C' ne dépendant que de d, k et a) :

vt e [07T]7 ”7@7 ) - Ide'Hk-i-l,a < CHf(tv ')Hk,ay (319)
Lip(y) < C Lip(f). (3.20)

Avant de s’attaquer a la preuve de ce théoréme, énongons un lemme corres-
pondant & la résolution du probléme linéarisé a temps fixé :

Lemme 3.3.0.1. [l existe une application linéaire et continue :

L: CP(TYN{g| [rag=0} — C* (T4 RY)
g — Lg

telle que :
div(Lg) =g

On notera K sa constante de continuité.

Preuve: Pour g dans C**(R%) N {g] Jra 9 = 0}, on sait qu’il existe un unique
f € C*t2:2(T9) tel que :

Af =y,
f=0.
Td
De plus g — f est linéaire et continue. Il suffit donc de choisir :

Lg:=Vf{.
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Preuve du théoréme: La preuve est une application du théoréme du point fixe
de Picard. On commence par trouver une solution C**1 au probléme :

det(Dv(z)) = 1+ f(z), (3.21)
ol f est petit dans C**(T?). Ce probléme se reformule :
div(n(z)) = f(z) — Q(Dn(x)) =: N(n)(x),
ou n(x) := y(x) — , et si M est une matrice d x d :
QM) :=det(Id+ M) —1—tr(M).

C’est un polynéme en les coefficients de M, dont les mondémes sont tous d’ordre
au moins 2. De plus :

Q) - Q) = [ DU - N + M- (3 - N)

ot les coeflicient de DQ(M) sont des polynémes en les coefficients de M dont
les monomes sont de degré au moins 1. Donc si M et N sont de régularité C*<,
en utilisant des inégalités classiques du type :

1£9llk,0 < Cd, K, Q)| flk,a

|9lk,e

on voit que si M et N sont bornés par 1 dans C*?, alors :

QM) — Q(N)|

On s’est donc ramené au probléme :

ka < C(d, ks ) ([M|[k,0 + [N llk,a)[M = Nlk,a.  (3.22)

n = LNn.

On fait alors les estimations suivantes pour v et w dans la boule unité de
Ck+1,a .

< K[ fllk,a + KQ(DV)[k,a
< K| fllk.a + KCol Dollz o
ILNV[lit1,0 < Kllfllk.a + KCqllvli11,a- (3.23)

[LNV[[k+1,0 < K[INv[k,a

Puis :

[LNv — LNw|[k41,0 < K[|Q(Dv) — Q(Dw)|lk.a
[LNv = LNwl|k+1.0 € KCQ([[Vllkt1,0 + lwllas1,0)[[v = wllkt1,a.  (3.24)

Alors en posant :

r 1= min( (3.25)

1
—,1
4KCq’ )
et en supposant :

. 1
”f”kﬂ < E(d7 k, a) = mln(ﬁ7 5)7 (3‘26)

o1



par (3.23), LN(B,) C B, et par (3.24), LN est i-lipshitz sur B,. On peut
donc trouver un point fixe n pour LN et donc une solution Id+n € C**12 de
(3.21). De plus, on a lestimation suivante :

nlle+1.0 < 2K fllk,a- (3.27)

Enfin, on voit que v € Diff**1*(T¢) car c’est un diffécomorphisme local néces-
sairement de degré 1 (car sont déterminant jacobien est strictement positif et
d’intégrale 1).
On peut alors reprendre notre probléme initial, avec f vérifiant toutes les hy-
pothéses de ’énoncé avec le € que 'on vient de définir. Ceci nous permet de
définir pour chaque ¢ € [0,T] un y(t,-) € Diff*+1*(T?) vérifiant :
det(Dzy(t,2)) = 1+ f(t,2),

I7(t,) = Idllks1,0 < 2K f (L, )|lk,a- (3.28)
En particulier, ’équation (3.28) montre que ¥(0,-) = v(7,-) = Id, et méme
que {t,v(t,-) # Id} est compact dans ]0,T[. Donc v est solution de (3.17), et

il ne reste qu’a étudier sa régularité temporelle.
Soient 0 < s<¢t<7T.Ona:

H'—Y(t7 ) - 7(57 ')HkJrl,Dt < KH diV’Y(t, ) - diV"}/(S, ')Hk,a
S K| f(t) = f(s ke + [1QIDY(E, -)) — QdY(s, ) Ik
< K|t — s| Lip(f) + 2KCor|v(t,-) = (s, )llk+1,0-

Mais comme 2K Cqr < %, on obtient :
v (t, ) = (s, k1,0 < 2Kt = s|Lip(f),

ce qui est exactement le résultat souhaité. O

Remarque 3.3.0.1

Le ~ ainsi construit est lipshitzien par rapport aux deux variables, il est donc
presque partout dérivable par rapport a t, et :

0:7]le < 2K Lip(f).

3.4 Convergence distributionelle de la suite des
pressions approchées

3.4.1 Modification spatiale des flots et premiére inégalité
variationnelle

On veut modifier légérement le flot (p;,m;); par le biais de familles de
diffcomorphismes (7¢):epo,77- On suppose qu’il existe a > 0 tel que pour tout
t €[0,a] U[T —a,T), v+ = Idpa. On pose I'(t, x) := (¢, %(x)). On sait que :

/ [0:(¢5 0 T) —vA(¢5 o T) + V(¢f o T) - vi] pi = / (005 — vAY] + Vi - vil ps
Q Q
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car ¢S o' — ¢S € C2(]0, T[xT?). Cette égalité se reformule :

2

/Q [(8@;) ol'—v(A¢f)oT + (V¢5) o - (8,57 +v {6357 . Vppl] + [0y - vl]) }pi
- [ [~ vdi £ Vil

= —V/Q(A¢§) oLpi

- I//Q {(Wﬁ) ol V@ —tr (D?¢$) o T x (9py — Id))]ph

7

que 'on peut encore réécrire :
€ € 1 €2 1 € 2
[0 5 — VA¢i+§|V¢z‘| J(T 8 pi—pi) + 5 IV — vil"pi
Q Q

1 e ~ 2 1 2 |- 2

=5 [ (Vo§) oL = 0ol "pi+ o [ (lvsl” =[5 o T|7)pi
2Jq 2Jq

- 1// tr (D?¢5) o' x (8,y — Id)) i,
Q

oll on a noté :

Vp;

K3

Or
€ € 1 €12 . 1 €012 ,. o € .
/Q[f)tdh—vAdnJrQW%I J(T 8 ps pz)+2/QIV¢>Z- vilpi <€ /Qp ('t pi—pa)-

On obtient donc I'inégalité variationnelle :

1 1
/<pforfpﬁ>pi+f/ (V%) o5 0 T2, §e+—/<|mor\27|vz—|2>p-
Q 2 Jg 2 Jg

+ V/ tr ((D2¢f) oI X (0yy — Id)) p;.
Q

(3.30)

3.4.2 Premiére application de cette inégalité, convergence
faible de la différentielle des vitesses approchées

On applique cette inégalité dans le cas trés simple suivant :
étant donnée une fonction h & support compact sur 0,7 et un élément a de
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R?, (3.30) appliquée & x + = + Sh(t)a donne aprés avoir sommé sur i et avoir
remarqué qu’un tel difféeomorphisme conserve la mesure :

M
>3 /Q V65 (t, @ + 5h(t)a) — H'(t)a — v p
=1

M
1
<e+ Z 5/ (|61 (t)a + v — \vi|2) Pi-
i=1 - 7@

En faisant notre hypothése de minoration sur les p;, on peut passer a la limite
€ — 0 et obtenir :

M 1
D [ tex + dh0e) — 500w
=1

M
1
<33 /Q (18K (t)a + vil? — [oil?) pi.

En particulier, quelques soient 4, h et a :

M
Z/ (161 (t)a + wil? — vil?) pi > 0,
i=17@Q

c’est & dire :

T M T
26/ B (t)a - / Zvipi + 62\a|2/ R (t)?dt > 0.
0 T¢ i 0

D’out pour tout a et h :
T M
B (t)a - / vip; =0,

R M .
ce qui signifie exactement que fw > ,—1 Vipi est une constante. En conséquence :

M T
Z/ lwi(t, 2 + 5h(t)a) — k' (H)a — v pi < 6%|a? / B ()2dt.
i=17@ 0

En choisissant dy €]0, Z[ et h nulle en dehors de ]%,T — %[ et valant 1 sur

2
[00, T — do], on voit :

T—69 M T
/ D / Jvi(t, x + 6a) —vif* pi < 8[af? / (1),
So =1 7/T? 0
ce qui suffit pour conclure que :
vi € L. (10,T[, H(T%)), (3.31)
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Avec D’estimation :

M 75
> /5 /T ) | Dvg|? pidacdt < Cs, (3.32)
1=1 0

3.4.3 Choix d’une famille compacte de multiplicateurs de
Lagrange approchés

On montre que grace a (3.32), on peut remplacer les suites de multiplica-
teurs de Lagrange approchés (¢$) par des suites qui convergent fortement dans
L2 (10, T[, HY(T%)) vers v;.

Pour cela, on choisit 7 un noyau régularisant en espace et on définit :

Ts(x) == 6%7’ (%) .

On va alors voir que 'on peut choisir d(¢) une fonction tendant vers 0 quand e
tend vers 0 et telle que, en notant :

Y5 1= G5 * Ts(e)s
q° =P * Ts(e)s

on a ¢f € C*(Q), ¢° € C(Q) et :
1
O + ¢+ 5|V — vAYE <0,

M
1 1
> 5/ (V5 — vil* ps +/ 00 + a° + 5V = vA¥ilp: =, 0,
2 A o e—
Vipe — v; dans L2 (]0, T[, H' (T%)).

Preuve: L’identité essentielle permettant de faire cette régularisation est la sui-
vante. Si on choisit § > 0 et a € C°(T% R%), on a :

la*75)° < |al® * 7.

C’est en effet une conséquence directe de 'inégalité de Jensen. Ainsi, si on fixe
€ >0, quel que soit § > 0, on a ¢$ * 75 € C(Q), p° * 75 € C°(Q) et :

OudE % 75) + 9 % 73 + IV (675 7 = VA x75)
= (0¢9;) * Ts +p6*7'6+%|(v¢§)*75|2—V(Adf')*ﬂs
< (0005) 575 + 9" 7 VLI 575 — w(AG) £ 75
= (065 + 9" + 5|V v | x7s

<0.
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On a :

M

1 € € € 1 € €
25/ [Vi = 75 *vi|zpi+/ |0e¢i * 75 + P x Ts + §|V¢i *7'6|2 — vAP; * 75|pi
i=1 “7Q Q@

M
1 € € € 1 € €
:Zg/ \V¢i*7’6—vi|2pi—/ <3t¢i+p +§|V¢i|2—VA¢>i> * Tspi
i=1 Q Q

1 € €
+5 (V0 x5 = 965 5 75f%)p
Q

M
<O [ 1965 = v el o o7 — il
i=17@Q
€ € 1 € €
+ |10s5 + p° + §W¢z‘|2 — VA || 1|75l o2

+/ (VLI = Jusl®) %75 + (Joil* + 75 — Jvil*) + (Joil* — [0 % 75]7)
Q

+ (Jvi *76]> = [V 5 * 75]%)
< = .
< Cél|7s]| 1 +530(1) C’e+6go(1)

D’autre part, si on prend 6o €]0, L] :

/IWW%H%DM%
Qs

gy
gy

|ﬁwhmr4mmem+/ |D(wi *73) — Dol
50 Qs
IW%fM*Wﬁm+/ \(Doi) 75 — Duilp;

50 Qs

<NVTsll L2 IV — vill 72 +/ |(Dv;) % 75 — Dvi|* ps
Qsq
C € 2 2
< KHV@ —villz2 @) + |(Dvi) * 75 — Dvi|"ps
Qs
<ci+ o (1),

1) 5§—0
ou les deux derniers o sont indépendants de e. En conséquence, si on choisit
d(e€) tel que :
o(e) = 0,
c= o (8),

§—0

on a le résultat.

Remarque 3.4.3.1

La transformation effectuée conserve le fait que pour tout t :

/ q°(t,x)dx = 0.
Q
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Dans la suite, on réindexe la suite des (¢5, ¢°) et on la renomme (¢5, p¢) de fagon
a ce que (3.13) soit valide.

3.4.4 Compacité de la suite des pressions approchées

On va désormais utiliser le théoréme 3.3.0.1 pour déduire de (3.30) de la
compacité séquentielle au sens des distributions sur (p¢). En fait, on va montrer
que pour &y €]0, Z[, (p°) est borné dans le dual de I'espace vectoriel normé
séparable (vu comme sous espace de C1(Q)) :

Es, = {f € C'([0,T] x T?) telles que

vt € [507T - 50]5 f(t? ) = Oa Supp(f) - [§O7T - 50] X Td}
Td

et donc que l'on peut extraire de (p.) une sous-suite qui converge faible-x dans
le dual de Ej,.

Soit f € FEjs,, proche de 0 et 0 < a < 1. f € WL>([0,T],C%*(T%)), est
proche de 0 dans cet espace et ses intégrales spatiales sont nulles, donc il existe
v € Whee([0, T], Diff"*(T%)) solution de (3.17). Mais alors (3.30) est vérifice,
et en particulier (rappelons que I'(¢,z) = (¢,v(t,x))) :

/ (p° ol —p°)p;
Q

§e+%/(|ﬁiof|2—|vi|2)pi+u/ tr (D?¢5) oI x (8,y — Id)) p.
Q Q

En sommant sur ¢ et en utilisant (3.7) :

/pﬁol'\_ps
Q
M 1
SeM—i—Z*/(\T)iOFP—|vi\2)pi+l// tr (D?¢5) oI x (8, — Id)) ps,
i=1 2Jq Q

puis en changeant de variable dans la premiére intégrale :

M
1
/psf < eM—i—Zf/(|17i01"|2—|vi|2)pi+1// tr (D?*¢5) oI x (8,y — Id)) p;.
Q o2e Q

Etudions :

pi

. Vi
/Q<vior|2 —[oi*)pi = /Q<|8w+” [(aw—fd)' . } + [0y vi] P = il o

Les termes Oy et v [(aﬂ —Id) - %} sont majorés en norme L? par quelque

chose du type Cste x |||f|]| ou la constante dépend de la dimension, de «, et
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de Taction optimale (grace a Uestimation a priori (3.14)). En conséquence, on
obtient :

/(|17¢ o T2 —[vif*)pi < / (1827 - vil* = [vs*)pi + Ciste x ||| f]]]
Q Q
= /Q<(3w + 1d)vi|(0xy — Id)vi)pi + Cste x ||| f]l|

/Q (I 0 TP — [ux[2)ps < Cste x || f]]]. (3.33)

Etudions maintenant :
/ tr (D*¢5) oI x (8y — Id)) ps.
Q
11 suffit d’estimer :
/ (D?¢) o T x (9py — Id)p;
Q

- /Q D265 (t, 2)(01(t, 71 (1 2)) — Td)pit, () (1 + £(t, 7)),

qui est facile & majorer par Cstel|| f||| pour ||| f||| petit puisqu’on a choisi (D?¢$).
fortement compacte dans L?([5,T — dp] x T?). On obtient donc l'estimation
valable lorsque ||| f]|| est suffisamment petit :

/QpefgeM—i—Cste||f|H. (3.34)

Comme [||f]l| < ||fllc1, pe est borné dans le dual de Es,, et comme Ej, est
séparable, on peut en extraire une sous-suite qui converge dans E(’SO—*. Comme
on peut le faire pour chaque §y, une extraction diagonale nous permet d’obtenir
une limite p dans le dual de la limite inductive des Es, qui n’est autre en tant
qu’ensemble que CL(]0, T[xQ).

3.4.5 Equation distributionnelle vérifiée par la pression
On s’intéresse désormais aux flots de la forme :
Ys(t, ) = expgp ) (W) ()

ol h est une fonction lisse a support compact sur ]0, 7| et w est un champs
de vecteurs lisse sur T¢. Si ¢ > 0, (3.30) est valide. La convergence faible des
D25, la minoration des p; et le fait que det(D,7; ') — 1 € E nous permettent
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de passer a la limite € — 0 et ainsi obtenir :
(9] det(Dary ) — 1) + / jvi 0T — G o T2,

M
1
72/ (|9; o T)? — |uy|? pz—I—VZ/tr (Dv;) o X (Dyys — Id)) pi,

[\)

et en particulier :

(p| det(Dy; ") — 1)
Z:q)l((;)

M M
1 -
< 52/ (|5; 0 T2 = |vs]?)ps +VZ/ tr (Dv;) o T X (Dyvs — Id)) p;
i=17@ i=17@

::@2(5)

Les deux membres de cette inégalité sont nuls et dérivables en § = 0 (on va le
voir tout de suite), on peut donc conclure que leurs dérivées sont égales.

Développement de Taylor des dérivées de s

Commengons par remarquer (en constatant que les O sont réalisées par des
fonctions lisses de d, ¢ et = ce qui permet de justifier les intervertions qui auront
lieu par la suite) :

Y5 (t, x) = w + Sh(t)w(z) + O(6?). (3.35)

D’autre part :
91 Dy expy (w)(2) = Dyw(expy(w)(x)) = Duw(exp, (w)(2)) D (expy (w)(2)),
d’ou il vient aisément :
D.s(t,z) = Id + 5h(t) Dw(z) + O(6?). (3.36)
En conséquence :

det(Dyys) = 1+ 0h(t) div(w) (@) + O(52),

et :
det(Dyy; ) — 1 = —6h(t) div(w)(z) + O(5%). (3.37)
Enfin :
Ovs(t,r) = Sh' (H)w(vs(t, x)) (3.38)
= 5K (H)w(x + Sh(t)w(z) + O(6%))
05 (t, x) = 0h' (t)w(x) + O(6?). (3.39)

Calcul de la dérivée de ®1 en 0
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De (3.37), il vient :

®1(8) = (p|det(Day; t) — 1) = —6(p|h(t) div(w)(x)) + O(8?).
Calcul de la dérivée de ®o en 0

On a également trés facilement pour § > 0 et par convergence dominée :

Da(6) — @2(0) _ P2(9)
2
- |'Ui2> Pi

0 4

S|

M
Opys — 1d
+v E /tr ((Dvi)(t,’yg) X %
i=17@Q

Vpi
Oys + (Dgys — I1d) - [1/ plé + vz} +;
7

N———
2

M M

= Z/ <vi h'w + th(I/Vpl + v1)> pi + VZ/ htr (Dv; x Dw) p; + o(1)
i-170Q Pi i=17Q
M M

= Z/ <vi hw+ th(Z/sz + vz)> pi — VZ/ h <vi Vi + Aw> Di-
i=17Q pi i=17Q pi

Conclusion
On obtient donc :

M

(p|h divw) = Z/Q <1}i

=1

Ww + hDw - v; — VhAw> Di- (3.40)

Remarque 3.4.5.1

Des résultats classiques sur les distributions (voir [9]) nous disent que :

— Il existe une infinité de distributions satisfaisant 3.40 pour tout h et w
lisses. On note P leur ensemble.

— Quelque soit ™ € P, le gradient de m satisfait pour chaque h et w lisses :

(Vr|hw) = ﬁ:: /Q (v

— Ceci suffit & caractériser Vrr comme la distributions sur |0, T[xT% sa-
tisfaisant pour tout ¢ € D(]0, T[x T, R?) :

(Valy) = fj IR

c’est a dire de maniére équivalente :

hw+ hDw - v; — VhAw> i

8{9/1 + Dz'l/) c U — VAmw> Pis

M

—Vr = Z&s(ﬂi’vi) + div(v; @ v; pi) + vA(piv;).
i=1
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— En particulier, les éléments de P se distinguent les uns des autres
par lajout d’une distribution ne dépendant que du temps, de sorte
que si I'on impose par exemple a chaque p. de s’annuler contre les
v € D(]0,T[) (comme c’est possible grace a la remarque 3.2.2.1), et si
lon choisit 1’élément de P qui vérifie cette méme propriété (que l'on
notera a nouveau p), la convergence dans le dual de F a extraction prét
devient une convergence au sens des distributions sans extraction (p
étant entiérement caractérisé dans les distributions).

Remarque 3.4.5.2

Mettons a nouveau en évidence la premiére équation que I’on obtient sur p :

M
—Vp = Z Oc(pivs) + div(v; @ vy p;) + VA(psv;). (3.41)
i=1

3.5 Reégularité de la pression
3.5.1 Convergence distributionnelle des potentiels vitesse
approchés

Commengons par rappeler que l'on fait toujours I'hypothése selon laquelle il
existe 7 > 0 tel que pour tout i, p; > r.
(3.13) montre alors que V¢S converge vers v; dans L? et que

1
Q5 +p° + §|V¢§I2 — VAgS

converge vers 0 dans L'. En particulier on a la convergence au sens des distri-
butions :

1
O = —p — §\vi|2 + vdivv;.

De plus, depuis le début, seules les dérivées des ¢ sont intervenues. Tout ce que
l'on a fait est donc vrai en ajoutant une constante a chaque ¢§. Etant donnée
w0 € D(]0, T[xT?) positive non nulle, on peut alors imposer :

/ Pipo = 0. (3.42)
Q
Il existe alors une unique distribution ¢; vérifiant :
v¢z = V4,
1 ., ,
Oy = —p — §|v1| +vdivu;,
(pilpo) =0,

et il est facile de voir que ¢§ converge vers ¢; au sens des distributions.
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Remarque 3.5.1.1

On obtient donc une équation vérifiée par p "phase par phase"

1
Ori + 5\%’|2 —vdivy; = —p, (3.43)

et donc en dérivant au sens des distributions, en utilisant le fait que v; est
un gradient et la régularité (3.31) :

’(%vi + (v; - V)v; — vAv; = —Vp. (3.44)

3.5.2 Modification temporelle des flots et seconde inéga-
lité variationnelle

On reprend la démarche suivie au 3.4.1, mais en modifiant cette fois le flot en
temps. Soit 1 un difféomorphisme lisse de [0, T], avec n — Id & support compact

dans 0, T[. Si ¢ est une fonction de t et de z, on note ¢(t, z) := ¢(n(t),z) . On
a:

| [0 o - vailo = [ [0+ Vo v - vid o
Q Q

=/ <>[%+5+1|€”¢s|2—uf¢s]pi

{77 |V¢E\2 V¢6 ( +(1—n (t))Vfoi)] )
< — /Q{ p+ () %_vi—i—y(ln/—(g(t))vpfl
Vi

PR v¢+V(1—?7/(f))

2
}Pz‘

/Q (8,65 + V¢ - vi — A s

Pi
grace a (3.12). Or :

1 1 1
= [ owos s v+ 51w = vsat] g [ o it = - Gl
Q Q
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En conséquence, en sommant sur ¢ et en utilisant (3.13), puis en passant a la
limite € — 0 (on utilise ici ’hypothése de minoration sur les p;), on obtient :

IRz 6+§j/@“§” i -

' ' (t)

2
v+ (L — 1y (1) T2

Mo Vpi |?
<M - T 1—n/(t = il? p
_;2/62[77,@) v (1= (1)~ m]pz,
et en changeant de variables dans la premiére intégrale s = n(t) :
l ' v+ (1 — (1) 22
Z/ @) |~ i " 7
: h () '
Vp; 2
< Z / l v +v(l— 17’(t))—4Z - wi|2] Pi- (3.45)
3
En particulier :
M 2
1 / 1 ‘ oy VP 2
— —— v +v(l—n(t — |vi|7 | pi > 0.

Donc si on prend h une fonction lisse & support compact dans ]0,T[, Pour &
suffisamment petit, Id + éh est un diffeomorphisme de [0,77], et on a alors :

>

o 2/a
ce qui implique par un simple développement de Taylor que pour toute fonction
lisse h & support compact dans ]0, 77 :

Z/ { [oi* +vo; - vppl} pi =0, (3.46)

?

2
— |vi

Vi

i

— Vol (t)

|2 Pi Zoa

1+ on(t) |

c’est & dire que :

M
1 Vi
Z/ [vi|2 +v; - p] pi = Cste. (3.47)
o Jre 12 Pi
Soit &y €]0, Z[. En reprenant (3.48) avec n = Id+ 6h ot h est une fonction lisse
nulle sur [0, §o[U]T — g, T, positive et identiquement égale a 1 sur g, T — do|,
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on a grace a (3.46) pour § petit :

M T—601
Z/ S it + 6, 2) — vi(t,2) s
im e 2
17T - s
<y [ w@ry oo 2
2 /o pt pi 1L2(pidz)
M
Vpi |2
< 6% x ||| e o :
> X H HL ([07T]); vitv pi 1L2(pidzdt)

M
< (52 X 050 (1 + ZA(pZ,vz)> s

i=1

grace a (3.14). Ceci implique que 'on ait :

Orv; € L%oc(]ov T[v L2 (Td))v

et I’estimation :
M T—68¢ M
Z/ / |0wv; | pidzdt < Cs, (1 + Zu‘“pu%)) :
i—1 % T i=1

Remarque 3.5.2.1

<C 1+ Alpi,vi))

Lemme 3.5.2.1. Soit U une distribution sur |0, T[xT? telle que :
— VU e L2 (]0,T[xT%),

loc

(3.48)

(3.49)

(3.50)

Cette estimation suffit pour affirmer que 0;¢; est une fonction pour chaque
i, et donc que (3.43) a un sens presque partout. En effet, le lemme 3.5.2.1
ci-dessous (qui se prouve aisément par régularisation et caractérisation de
H'(T%) en termes de séries de Fourier) s’applique et on obtient pour tout
80 €)0, L[, v suffisamment petit et en notant Qs, = [69,T — o] x T? :

1 .
||3t¢i||2L2(Q50) < <||6tvi||2L2(Q50) + 1 = §‘Ui|2 + yleUz'|2L2([50,T—50],L1(Td)))

(3.51)

— pour tout &y €]0, %[, il existe un réel positif As, tel que pour toute f €

C>()60, T — do[), on a :
| <U|f > [ < A5l fllp20,1)-
Alors W € L2 (]0,T[, H'(T?)) et pour tout & €]0, %[ :

loc

19112 (0, ) < A5, + IV ¥72(0,, )
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3.5.3 Intégrabilité de la pression

Rappelons ’équation liant p aux ¢; :
1 2
—p = O; + §|V¢z’| — vAg;.

Orona:

— L’estimation (3.49) permet d’assurer que pour tout % :

Qi € Lioe(10,T[, H'(T?)) C Lj,(]0, T[<T).

loc

— Les estimations (3.31) et (3.49) impliquent grace aux inégalités de Sobo-

lev :
24 741
loc

Vi =v; € HL,.(]0,T[xT%) C L (10, T[xT?),

Donc (en dimension plus grande que 1, mais la dimension 1 ne pose évidem-

ment pas de probléme puisqu’alors [V¢;|? est dans tous les L (]0, T[xT9),
p < 00) :
2 - pltais d
‘v¢1| € Lloc (}OaT[XT )

— L’estimation (3.31) permet de voir :

A¢; € L3, .(]0, T[xTY).

loc
On obtient donc le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.3.1. En dimension d < 3 :

pe L2 (]0,T[xT9).

loc
En dimension d > 3 :

32
loc

peEL (J0, T[xT9).

FEn toute dimension :

p € Lo (10, T[T @ Lipe 10, T, W (T?).

loc

En particulier, pour tout i, p;Vp € L} (10, T[xT?).

3.5.4 Seconde équation "phase par phase" vérifiée par la
pression

On aimerait désormais obtenir un équivalent "phase par phase" de (3.41),
c’est a dire obtenir une équation pour chaque ¢ liant p, v; et p;. Ce type d’équa-
tions peut se révéler utile pour obtenir des estimations sur le champs de vitesse
lorsque 'on relache la contrainte de minoration sur les champs de densité. Ici,
on dérive I’équation parce que les estimations que 'on a sont suffisantes, mais
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on ne l'exploitera pas.
On calcule :

O(pivi) + div(p; v; ® v;),

ce qui est licite car :

pi € Loo([OaT] X Td)v
afp? = - diV(prq) - VAp7 € leoc(]ov T[v Hﬁl(Td))a
vi € Lipe (10, T[, H' (T)),

dw; € LE (10, T[xT?).
Donc on a en dimension d < 3 :

O (piv;) + div(p; v; ® v;) = pi(Orv; + (v; - V)v;) + v;(Orps + div(p;v;))
= —piVp + v(piAv; — Ap;v;)
= —V(pip) + pVp; + v(div(p;Dv;) — div(v; ® Vp;)).

3.6 Limite non visqueuse

3.6.1 Convergence des solutions dans la limite non vis-
queuse

On énonce et on prouve ici un théoréme liant les solutions variationnelles des
équations des flots multiphasiques avec bruit avec les solutions variationnelles
des flots multiphasiques sans bruits.

Théoréme 3.6.1.1. Soient (vy,), une suite de réels strictement positifs ten-
dant vers 0, K un réel positif et ((pl',v]"):)n une suite de familles de couples
respectivement solutions variationnelles des équations des flots multiphasiques
avec bruit v, vérifiant :

M
K™ =Y A(p},v}) < K. (3.52)
=1

On suppose également qu’il existe r > 0 tel que pour chaque n et i :
pi > (3.53)

On a alors :

1. pour chaque i, (p"), est séquentiellement compacte pour la topologie faible
étoile de L*°(Q),

2. pour chagque i, (vI'), est séquentiellement compacte pour la topologie forte
de L2, (10, T[xT?) et la topologie faible de L*(Q),

3. toute valeur d’adhérence (p;,v;); pour ces topologies est une solution va-
riationnelle aux équations des flots multiphasiques sans bruit.

66



Preuve: 1 découle directement de p;* < 1.
Pour 2, on remarque que si on choisit dg €]0, %[, alors v]" est dans H'(]do, T —
So[xT) et d’aprés (3.32) et (3.50), il existe Cs, tel que :

M
ni2
Z Vi 171 160,780 [x1) < Cso (1 + K),

i=1

ce qui donne la compacité forte. La compacité faible provient de ’hypothése
de majoration uniforme des actions et de I'hypothése de minoration uniforme
des densités.

Si on prend (p;, vi); une famille de couples telle que :

pi = p' dans L>(Q) faible-*,
v = v; dans L7,.(]0, T[xT%) fort,
vl — v; dans L*(Q) faible,

alors on a immédiatement grace a la minoration uniforme des densités :

M
Zpi =1,
1=1

dup; + div(piv;) = 0 dans D'(]0, T[xT?),
A(pi, Ui) < 0.

Pour montrer que (p;,v;); est solution variationnelle du probléme sans bruit,
commengons par étudier la convergence des multiplicateurs de Lagrange p™ et
@i associés aux familles (pg', @7 )i.

Quitte a réextraire, (¢;') converge au sens des ditributions. En effet, Voi = v}
converge fortement dans L7,.(]0, T[xT%), 8;¢F est borné dans L%,.(]0, T[xT%)
grace & (3.51), et on a pour tout n (cf (3.42)) :

< ¢ lpo >=0.

(p™) converge également & extraction prés pour la topologie faible d’un certain
LY (J0,T[xT?%) avec ¢ > 1 car les majorations permettant d’aboutir au théo-
réme 3.5.3.1 sont uniformes en n pourvu que ’action soit uniformément bornée
(cf (3.32) et (3.51)).

N’importe quelles limites p et ¢; sont naturellement de bons candidats comme
multiplicateurs de Lagrange du probléme limite. (3.43) passe a la limite au sens
des distributions et permet d’obtenir :

1
0edi +p+ 5IVol" =0
presque partout puisque chacune de ces fontions est L},.. En particulier, 8;¢;+p

est une fonction L' sur Q tout entier.
On affirme alors qu’il suffit de montrer que si (p;, ¥;); est une autre famille de
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couple vérifiant :

1,

Ms

pi
1

\_/s
Il

= 0 dans D’'(J0, T[xT%),

M
Z (P, 0s) < 00,

i=1

Opi + div(piv;

pi0 = pio 5 Pi,T = Pi,T,

alors en notant m; := p;v; et m; 1= p;v; :

Z/ [0c¢i + ) (pi — Pi) /Wﬁz mi — i) = 0.

En effet, si tel est le cas :

z;/ [0 +p -+ [vi]?] z/[at¢l+p+<v¢z|m SES
1
S Alpiso) + 1 PR =S ),
i=1 =1

(3.54)

et donc (p;, v;); minimise bien ’action parmis les familles de couples satisfaisant

les contraintes souhaitées.

Mais (3.54) peut par exemple étre obtenue en régularisant p; — p; et m; —

de la fagon suivante en utilisant le lemme 3.6.1.1 ci-dessous.

Lemme 3.6.1.1. Soit € €]0, 2| et (p,m) satisfaisant :

p € L>(Q),
m e L*(Q,RY),
dip + div(m) = 0 dans D' (0, T[xT%),
p(0,-) = p(T,-) = 0.

Alors en définissant :

et :

site0,e]U[T —¢,T],

0
Pe(tyl") = { p (T%ge(t _ 6),25) SiTLO?'L,

(t,x)—{ 0 site [0, U[T —eT],

T M (ﬁ(t —€), x) sinon,

on a encore :

Oipe + div(me) = 0 dans D'(]0, T[xRY).
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Preuve: Il est facile de voir que (pc,m.) satisfait (3.55) dans D’(]0, e[xT¢),
D'(Je, T — e[xT%) et D'(JT — ¢, T[xT?). En particulier, si ¢ € C°(T%), il existe
un représentant de p tel que pour tout ¢, la fonction :

t= | pe(t,)e
Td

soit absolument continue sur [0, €[Ule, T — €[U]T — ¢, T]. Mais comme elle est
continue en € et T' — ¢, elle est absolument continue sur [0, 7] tout entier. Sa
dérivée satisfaisant :

8t/ pe(t,~)<p=/ Veo-m pp.tel0,T],
Td Td

on a le résultat. O
On peut alors finir la preuve du théoréme.

Fin de la preuve du théoréme 3.6.1.1: Le lemme 3.6.1.1 et une régularisa-
tion par convolution nous permettent d’obtenir une suite ((pj' —pj’, mi —m3 )i)n
telle que :

— pour tout i et n, p; — p;i et mj — mj sont C et a support compact
dans )0, T[xT*,
— pour tout i et n, (pi — pi’,mi — My ); est solution de :

O(pi' — p}) + div(mi —mi") =0,
— pour tout n :
M
i=1
— pour tout 7 :
pr — pi — pi — pi dans L™ (]0, T[xT?) faible-*,
my —mf — m; —m; dans L*(]0, T[xT?) faible.

On a donc :
M
S [ @t sl =)+ [ Vor-mi = m) =0
i=17@Q Q

et :
M

S /Q B+ pl(o7 — A7) + /Q Vs - (mf — m?)

M
- ;/Q [0:¢i + p] (pi — Pi) +/Qv¢i - (my — M),

Ce qui donne le résultat.
O
Dans [5], Brenier montre que les solutions variationnelles fortement homo-
généisées (c’est a dire satisfaisant p; > r > 0 pour chaque ) du probléme sans
bruit sont uniques. En associant ce résultat au théoréme 3.6.1.1, on déduit le
résultat suivant :
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Corollaire 3.6.1.1. Soit (p;, v;); une solution fortement homogénéisée au pro-
bleme sans bruit. S’il existe une suite de conditions initiales et finales ((pfo, P r)i)n
positives et une suite (v,) de réels strictement positifs tendant vers 0 telles que :

M M
n, ZPZO = ZPZT =1,
i—1 i=1

Vi, pio = pio et pip — pir dans D'(T%),

— il existe des solutions (pl', v}

™) uniformément fortement homogénéisé au
robléeme avec bruit v,, d’action uniformément bornée.
3

Alors la suite (pl*,vl) converge dans son ensemble vers (p;,v;) pour les conver-

gences définies dans le théoréme 3.6.1.1 ci-dessus.

Preuve: Le théoréme 3.6.1.1 nous assure qu’une telle suite ((p},vi')i)n est sé-
quentiellement compacte pour les topologies faible-* de L™ et L*. Soit (p:, 7 ):
une de ces valeurs d’adhérence. Il suffit de montrer (p;, m;); = (pi, vi); pour
assurer la convergence de la suite dans son ensemble, et par le résultat d’ unicité
de Brenier, il suffit de montrer p; o = p;,0 pour tout 3.

Travaillons a i fixé. Choisissons ¢ € C*(T?) et étudions la suite de fonctions
de [0,7] dans R :
Fuiter [ o(@)pi(t w)de
T
qui est bien définie pour tout ¢ et absolument continue pourvu que l'on ait
choisi le bon représentant pour p;j'. Les f, sont uniformément bornées et si

0<s<t<T,ona:
t
/ / (Vo v —vnAp)pi’
s Td

1 n n
< Ol = s|2[[Vell 2 Alpi', vi*) + vnlt — sll| Al 1,

[fn(t) = fu(s)| =

donc f, est uniformément équicontinue. donc quitte a réextraire et a choisir le
bon représentant pour p; :

[ei)= [ onit

uniformément sur [0, T]. Les convergences distributionnelles des conditions ini-
tiales et finales permettent alors de conclure. O

3.7 Without the below bound on p;

We look in this pargraph what remains when we abandon the uniform below
bound on p;. The Sobolev regularity of the square root of p; let us define some
spatial regularity for our velocity fields. Then we can find some kind of Sobolev
estimation for the velocity fields.
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3.7.1 Definition of a weighted Sobolev space

We define a notion of spatial derivative on () endowed with the measure
pdzdt, where p is a nonnegative measurable application whose square root is in

L*([0,T), H'(T?)).
Définition 3.7.1.1. Let f € L2 (]0, T[xT?, pdxdt). We say that f belongs to

loc

the space L2 (|0, T[, H(T?, pdx)) provided it exists g € L2, (]0, T[xT¢; R%, pdwdt)

loc loc
such as in a distributionnal sense :

V(fp) =2f\/pV/p+ gp. (3.56)
Such a g is unique in L2 (]0, T[xT¢, pdxdt), we denote it by :
V,f.

Proof of uniqueness of g: If g1 and g» are two (class of) functions of the space
L2,.(]0, T[xT% R?, pdxdt) which satisfy (3.57), then the (class of) Li,.(]0, T[xT¢)
functions g1 p and g2p are equal. As a consequence, using Radon-Nikodym theo-
rem, g1 = g2 p-almost everywhere, which gives the result. O

Then we give the correspondig definition for vector fields.
Définition 3.7.1.2. Let ¢ € L2 (]0, T[xT%; R?, pdxdt). We say that ¢ belongs

loc

to the space L2 (]0,T[, H'(T%RY, pdz)) provided each of its coordinates is in

loc
L} (0, T[x T4, pdzdt). We the write :

V&1
D, =
V€a
We have the following easy caracterisation :

Propriété 3.7.1.1. Let ¢ € L2, _(]0, T[xT%; R4, pdxdt). € € L2 (10, T[, H (T4 R?, pdx))
if and only if it exists ¥ € L2 (]0, T[xT¢; R4 pdrdt) such as, in the sense of
distribution :
D(ép) = ¥p+2¢/p @ V/p. (3.57)
We then have :
U =D,

In particular, such a W is unique.

3.7.2 Good modifications of sequences of approximate La-
grange multipliers

Définition 3.7.2.1. We call a sequence of approximate Lagrange multipliers
(tacitly associated with the family of minimizers (p;,vi)ic1,01]) every sequence
(€n, D™, D7 )icq1, M], nen With
Vn eN, ¢, >0,
vn eN, p" € C%Q),
Vn €N, Vi€ [1, M], ¢ € C*Q),
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such as :

€, decrease to 0,

1
Vi€ N, 0,07 + 5" — vAG + S|V <0, (359)

M
1 1
n €N, 5 [ i = Vo |"pi + P TP+ SV T — VAP < €n.
vn €N Vo DU+ 1"+ 5 VL — vAG s <
1’:12Q Q 2
(3.59)

Remarque 3.7.2.1

According to property 3.2.2.1, the set of sequences of approximate Lagrange
multipliers is nonempty.

Définition 3.7.2.2. We say that a sequence (€, p"”, qNSf) is a good modification
of the sequence of approximate Lagrange multipliers (e,,p", ¢7') if :

— (&) is a subsequence of (e,,), namely there exists an increasing function ¢ : N —
N such as €, = €,(n),

— for all n € N, there exist N € N*, some positive numbers A, ..., Ay and some
integers ¢(n) <mj < -+ < ny such as :

N
> =1,
k=1
N
=)0 Akp™,
k=1
N
Vi€ [1L,M], ¢ = > Ao}
k=1

Proposition 3.7.2.1. A good modification (€,,p", é;‘) of a sequence of approxi-
mate Lagrange multipliers (€,,p", ¢I') is a sequence of approximate Lagrange
multipliers.

Proof: Obviously, (&) decrease to zero.
Then, if n € N and A1,..., AN, n1,...,nN are given by definition 3.7.2.2, we
have for each i :

N N
OF =D P <D Ve
k=1 k=1

Thus :
1 ol 1 =
n ~n n n|2 n n n ng |2
07 + 5" —vAG} + SV = ; [AkBi™ + Mp™ = MevAgi*] + 5 ;Akwi ‘|

N
n 7 n 1 n
< D M@t p" - vad + Ve
0.

IN
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Eventually :
M
1 n2 in ~n 1 n|2 in
25/ lvi — Vi [“pi +/ 106" + 5" + 5IVOI|” — vAg|pi
i=1°7Q Q
1 n ~n n n
=5 [ 1nPo— [ @+ - vad - Vi)
; Q Q
M N 1
=SS5 e G e v v
i= Q Q

=> A ’/ v — Vi [* ps Jr/ |0:¢7 " + P + S|Vt |* — vAST*|ps
— 2 /g Q 2

k=1 7
N N

S Z )\ank S Z Akegp(n) - g'rL
k=1 k=1

O

3.7.3 Translation of the velocity fields and variationnal
inequality

We want to show that we can extend the vector fields (v;);=1
everywhere on T? such as for each a € T :

A almost

.....

(t,2) = vy(t,2 + a) € L3, (10, T[xT%, py).

The starting points is the following calculus (already exposed in a general case
in 3.4.1). If h € C2°(]0,T]), a € R? and (e, p", #7) is a sequence of approximate
Lagrange multipliers, then ¢ (¢,z + h(t)a) — ¢%* € C2(]0, T[xT?) and testing it
against 0 = 9¢(p;) + div(p;v;) + vAp;, we find :

/Q (002 (t, 4+ h(t)a) — vAPY (t,x + h(t)a) + VoI (t,x + h(t)a) - (v; + B (t)a)] p;
- /Q Dbl () — vAGD () + VUt ) - v pr

Summing on 4, adding on each side fQ p"(t,x + h(t)a) = fQ p"(t,x), and using
(3.12) and (3.13) we get :

1 z 2 n / 2
32 [ et [ V6100 4 0w — i+ 0 O

M

1
<ents A+ B (t)al? p;. :
<en 21-_1/621}2 W (t)al|*p; (3.60)
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In particular, for all n € N :

M
1 / 2 2
S5 o W Bl - / il2pi > —en,
2 =17 Q Q

M T
1
i.e. letting n — oo, E / B (t)a - vip; + §|a|2/ |n'(t)|2dt > 0.
i=17@ 0

But then it is clear that :

M
Z/ B (t)a-vip; =0,
i=17@

and (3.60) becomes :

Ly VP (t,z+h(t B (t)a)|?p; < Liap Th’tht 3.61
32 [, VO @)~ (it KO < ot gl [ @Pa 360

But now we define a family of smooth functions with compact support on |0, 77,
indexed by &y €]0, Z[ such as :

5 5
Supp(hs,) e];,TQO[,
hs, =1 on [0, T — do].

For each 0y €]dg, T — o[, we get :
1 1 T
5 Z/Q IVor(t, o +a) — vilps < en + §|a|2/0 g, (2. (3.62)
i=1 %0

3.7.4 Compacity of the sequence of translated vector fields

(3.62) gives L? . estimates on the translated approximated Lagrange multi-

pliers V@2 (t, x + a). Indeed, we easily deduce from it :

M M T

1

52/ Ver (t, 2+ 0) 2p; Sen-i-Z/ \vi|2pi+\a|2/ 1 (O7dt (3.63)
i=1 " Qs i=1 " Qs 0

As a consequence, for each a € T? and i € [1, M], there exists some L2 (Q, p;)
weak accumulation points for Vo2 (¢, z + a). Let us prove the following result :

Proposition 3.7.4.1. Ifa is a point of T¢ and if (e,,, p", ¢7') is a sequence of ap-
proxzimate Lagrange multipliers, then there exists a good modification (€,,D", $')

of (€n, D", ®1) such as for each i, (Vg?)?(t, x+a)) converges in strong L?. (10, T[xT<, p;)

loc
and p;-almost everywhere.

In particular, for each i, (V({Sf) converges A4t -almost everywhere on the set
—a+ {p; > 0}. ~
Moreover, these convergence are still valid up to good modifications of (€,,p", d').
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Proof: Thanks to (3.63), up to an extraction (which is a good modification), we
can suppose (€,,p", ¢') such as (VP (t, z+a)) weakly converge in L3, (]0, T[xT<, p;).
But by Mazur’s lemma, up to a good modification, we can suppose (en,p", ¢;i)
such as the convergence of (V7 (¢, + a)) is strong in L% .(]0, T[xT%, p;). Up
to a new extraction, we get the p;-almost everywhere convergence.
According to lemma 3.7.4.1 bellow it is the same thing as (V@7 (t,z + a))
converges A%t 1-almost everywhere on {p: > 0}, and by invariance of A4 un-
der translations, it is the same thing as (V¢Z) converges A*™! on —a+{p; > 0}.
Obviously, we can reiterate this procedure for each i successively.
The last assertion of the proposition is clear. O

Lemme 3.7.4.1. Let p < At a positive Radon measure on Q. Calling :

dp

f = d)\d+1,

if AeBQ) :
pA) =0 /\d+1(Aﬂ{f>0}):O.

Proof: If X" (AN {f >0})=0.
p < A imply p(A n{f> o}) =0, and thus p(A) = 0.
If p(A) =0.
We have the layer-cake formula :

0= /Af(t,:c)dxdt: /;m Ad“(Am{f > a})da.

As a consequence, as ¢ — A (AN {f > a} is an upper semi-continuous
nonincreasing function of null integral on [0, +00], it is uniformly null and :

AT AN{f>0})=0.

O

As a consequence of proposition 3.7.4.1 and using a diagonal argument, we
can easily show the following result :

Proposition 3.7.4.2. If A is a countable set of points of T¢ and if (e,,p", d7)
is a sequence of approximate Lagrange multipliers, then there exists a good
modification (€n,ﬁ”,q~§?) of (€n, D", 1) such as for all a € A and for each i,
(Vr(t,x + a)) converges in strong L3, (0, T[xT%, p;) and p;-almost everyw-
here.

In particular, for each i, (Vcﬁf) converges At -almost everywhere on :

U (—a+{pi>0}).

a€A

Moreover, these convergence are still valid up to good modifications of (€, p", J)?)
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Proof: Let (ax)ren+ an enumeration of the elements of A. We tell
(en: 0", 83 = (en, p", O7).

Then if k € N* and (571 pF~1" ¢"~1™) is constructed, (3.63) is valid with

(k=1 ph=tm, qbf_l’") as sequence of approximate Lagrange multipliers and ay,

as point of T%. So we can apply proposition (3.7.4.1) and build (e, p*", ¢>fn) a
good modification of (£, pF=1m, qﬁf*l’") such as (V(]ﬁf’"(m z+ax)) converges
in strong L?,,(]0, T[xT<, p;) and p;-almost everywhere.

Then we can check that the sequence (e, p™", ¢."" )nen has the following pro-
perty : for each k € N, (€2, p™™, ¢I"™) > is a good modification of (e¥, p*™, qbf")
The conclusion follows easily. O

Now we show that a certain choice for the set A leads to :

)‘d“(Q\ U (—a+{p> 0})) =0.

acA

Proposition 3.7.4.3. Let p = fdxdt < M\ a Radon measure on Q whose
temporal marginal is such as :

AL e dp. (3.64)

If we define for n € N :

. k‘l kd d d
An —{<2n,,2n> GT 5 (k177kd)€N}

and

A=]JAn,

n
then :

Ad“(Q\ U (—a+{f>0})) =0.

acA
Proof: Let § > 0, we will show that :
)\d“( U (—a+{s >o})) > T(1 - §).
acA

We say that the interval [t — r, ¢ + 7] is §-admissible provided :

t €]0,T7,
dneN, r= 2%7 (3.65)
[t—rt+7r] C0,T], (3.66)
XFL(C(t N 0
3z e T, (Cltznnif>0}) _s, (3.67)

Ad+1 (C’(t,m,r)) -
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where C(t, x,r) stands for the (d 4+ 1)-dimensionnal cube of @ whose center is
(t,z) and whose length is 27.
Then we define :

F := {6-admissible intervals},
K :={t, 3Ir such as [t — r,t + 1] € F},
N :=[0,T\K.
If E € B(Q), Dens(FE) stands for the set of density points of E. We recall that :
AT (EA Dens(E)) = 0.
and consequetly, as p < A+
p(EADens(E)) = 0.

First of all, if (¢,2) € Dens({f > 0}) with ¢ > 0, then the set of those r € R}
such that (3.67) is valid contains an interval of type ]0, n[ with n > 0. So, the set
of those r such as (3.65) and (3.66) are valid admits 0 as an accumulation
point. In particular, it is nonempty so that t € K. Thus :

Dens({f > 0}) € K x T%.
We deduce from it that A(N) = 0. Indeed :
e p(N) = p(N x T7)
p((N x T N {f> o})

p((N x 1) N Dens ({f > 0})) =0

and the claim follows from (3.64). In particular, K is A-measurable.

So the conditions on F are satisfied for us to use Vitali’s property of the
Lebesgue measure and find an at most countable family of (tx,7x = 27 "%, k)
such as {[tx — 7k, tk + x|} is disjoint, for each n, (3.65), (3.66) and (3.67) are
satisfied, and :

)\(K\U[tk — Tk, tr + Tk]) = )\([O,T]\U[tk — T, btk + rk]) =0.

Now,
MU (—a+{r>0p)
:Z)\d“([tk—rk,tk—l—m] T U (—a+{f>0}))
:Z)fl“( U [[tkfrk,thrrk] x'ﬂ‘dﬂ(—a+{f>0})])

> in“( U —a+{f>0}ﬂC(tk,rk,ack)).
k

a€An, +1
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But the union is almost disjoint (it intersects on the d-dimensional faces of
the cubes, a countable number of times) so that using the Lebesgue mesure
invariance under transations :

Ad“( U(-a+{s> 0})) > $An 41 X XL > 030 Clte, i, 7))

acA
> A, 1 % (1= AT (Ctw, ras 21) )
=(1-9) Z)\dﬂ( U (—a+ C(tk,rk,:ck))>
k a€An, 41
—(1-9) ZAd“([tk e b 7] X Td))
=T(1 - 6)],6
which was the claim. O

As a consequence of property 3.2.2.1, proposition 3.7.4.2 and proposition
3.7.4.3, we have the following theorem :

Théoréme 3.7.4.1. Let A defined as in proposition 3.7.4.3.

There exists (€, D", d7)n a sequence of approxzimate Lagrange multipliers such
as for each i, (Vol) converges N 1-almost everywhere on Q. If we denote by
v; the pointwise limit, v; = v; p;-almost everywhere, so that we can replace v;
by U; in (3.59) and (3.62). We also have for each a € A and each i :

Vol (t,z + a) n_—>>oo v (t,x +a) in leoc(](), T[X'H‘d, Pi)-

Moreover, for each a € T?,

Vol (t,z+a) ol vi(t,z +a) in w—Llro(]O7 T[x']I‘d, 0i)-

Finally, for all a € T, we can pass to the limit in (3.62) and obtain :

M

T

33 [ et —naol < plof [ 0P @69

2 i=1 Qs 2 0

Proof: Thanks to property 3.2.2.1, it exists (en,p", @7 )n & sequence of approxi-
mate Lagrange multipliers, which thanks to proposition 3.7.4.2, up to a good
modification, is such as for all a € A and for each i, (V7 (¢, 2+ a)) converges in
strong L2,.(]0, T[xT%, p;) and p;-almost everywhere, which imply that (Vé7)
converges A 1-almost everywhere in a set of full measure thanks to proposition
3.7.4.3 ((3.64) being implied by the conservation of mass). Let ©; the pointwise
limit of (V7).
(V1) converges in L?(Q) to v; and AT -almost everywhere to 7;. As p; <
)\d“, v; = U; p;-almost everywhere.
For all a € A and p;-almost all (¢,x),
and so the L7, limit of (V@7 (t,x + a)
In a same way, if a € T, (V¢ (t, 2+ a)
and converges AT !-almost everywhere

—

Vi (t,z + a)) converges to v;(t,x + a)
is well ©;(¢, x + a).

is compact in weak-L?%,.(]0, T[xT¢, p;)
and so p;-almost everywhere) to ; (¢, z+

~—
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a). By Mazur’s lemma, the L}, weak accumulation point is unique and the
sequence weakly converges in its whole to 7;(¢, z + a).

The last claim is a consequence of the fact that once v; is constructed, for each
a € T?, there exists a sequence of approximate Lagrange multipliers such as
(Vi (t,x+a)) converges in strong-L7,.(]0, T[xT<, p;) to i (t, z+a) (using pro-
position 3.7.4.1 to the almost everywhere converging sequence). So we can pass
to the limit in (3.62) written with this very sequence, and obtain (3.68). [

3.7.5 Inequality (3.68) and Sobolev regularity

We are now able to prove that for each i, the velocity field v; is in the space
L2 (10, T[, HY(T% R?, p;dz)) defined in definition 3.7.1.2.

Théoréme 3.7.5.1. For each i € [1, M], the vector field v; is in the weighted
Sobolev space L} (10, T[, H (T%; R?, p;dx)). Moreover, if e € R and 6o €]0, L] :

loc

Ui(t, x + de) — v;(t, x) ) 9
5 5j0 D,,vi - e in w-L*(Qs,, ps),

and as a consequence !

M d T
3 /Q Dol <5 [ ()t (3.69)
i=1 30

Proof: For all § € T'\{0}, applying (3.68) to de and do €]0, L[, we get :

1 M

As a consequence, the family of functions :

bi(t,x + 6e) — vi(t, ) |
B

Lo [T e
pi < §\€| |, (£)[7dt.
0

gs: (t,x) — itz + 5? — ti(t, 2)

is bounded in L%(Qs,); RY, ps). Let g° a weak limit of (95)seT1\ {03 When 0 tends
to zero and §,, € T*\{0}, converging to zero, such as g5, — 9°. We will prove
that in the sense of distributions in I x T¢ :

D(5:pi) - € = g°pi + 2(0:/1 8 V1) - €, (3.70)
whose validity for each e € R? easily imply (3.57) with :

\Ij: (9617"'7ged)7

where ey, . .., eq stand for the canonical basis of R%.
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Let o € C(I x T% RY). We denote by T, f(t,x) := f(t,x + a).

/ ¢-g°pi = lim © - 95, pi
IxTd n—=o0 JrxTd
= lim . 7715"651. — El pi
n—oo [ md (571 ¢
— _ lim g5 PP = TonePT-s,cpi
n=oo Jrpa on
- _ lim g, ((2Pi=Tobneopi | T=6nc@pi = T-6nc@V/Pil-bnc/Pi
noo frra Sn b

+

T_s,ep\/Pil—5,e\/Pi — TfaneSDTfénePz‘)
1

n

. —T 5 ¢ _ B i — T 5, on/Di
= — lim M-vipi-k/ d(vi\/ﬁ _6"6).(¢M)
IxXT n

n—oo Jrrd 5n )
Vi — T—s,er\/Pi
+/ (0iT-5,e/Pi) - (Tﬂsnw%)
IxTd n

1 —Tspe 5 = i — T ne i
= — lim P e 5 +/ (0ir/p7) - (T_(Sne@u>
IxTd

n— oo IXTd 577. 6,“
_ Téne Pi — \/Pi
R
IxTd n

o G CER Ry BV RO Nt

IXT
—— [ eaun-2] e (vEme TV -,
IxTd IxTd

thanks to the following convergences, the last one being given by (3.68) :

=T s,ep
on

T 5,00 = ¢ in L=(I x T,

— O in L(I x T%),

B
Ts,eir/pi — Tin/pi in L*(I x TY).

The validity of this equality for all ¢ € C°(I x T, R?) is equivalent to 3.70.
As a consequence, for each dg, the accumulation point of (g§) is unique and
the whole sequence weakly converges on ()5,. By lower semi-continuity of the
norm under weak convergences, we have for all e € R? :

i — T—s,e\/Pi
VP Totnen/Pi — Op/pi in w-L*(Q) by (3.14),

I
el < 5 | Wb (0t (371)

As for each 4, U;p; = vipi, we can replace ¥; by v; in (3.70). We thus obtain
that v; is in L2, ()0, T[, H'(T% R, p;dx)) with :

Dpvi = (gers- -5 Geq)-
(3.69) follows from (3.71). O
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3.8 **Incomplete** Ideas

Here are a few ideas I had to continue the study.

3.8.1 Definition of time derivatives

After having defined a Sobolev spaces to describe the regularity in space
of the velocity fields, we can try to do the same with the regularity in time.
This time, to use the regularity in time of the density fields, we use the fact
that they are solution of the Fokker-Planck equation. We can give the following
definition :

Définition 3.8.1.1. Let \/p € L*([0,T], H'(T?)) and v € L*(Q, p) such that :
Op + div(pv) + vAp = 0.
Let f € L2 (10, T[, H* (T4, p)). We say that f € H} _(]0, T[xT%, (p,v)) if it exists
g € L? (0, T[xT?) such that in the sense of distributions :
O(pf) = gp+ div (f/ploy/p + 20V /pl) = Vo f/p- (v3/p+ 20V /p) (3.72)
Then, we write :

g=:00f

3.8.2 Translation in time, and second variationnal inequa-
lity

We can reason in the same way as we did in 3.7.3 to get a variationnal
inequality for translation in space. Indeed, given h € C$°(]0,T[) such that i+ h :
[0,T] — [0,T], we can use the test functions ¢I(t + h(t),x) — ¢ (t, z) against
the distribution 0 = d;p + div(pv) + vAp. We get after a few computations :

v 2vh/(t
ivPi — — 1+ W)V} (t+ h(t),z)\/pi

3 [
i/Pi — 2vh ()Y \/pi
§€n+ Z/ |U p 1_|_l/h/t \/FI /|U| p

From this inequality we can deduce that : Then if we fix d¢, if we consider the
function hs, defined in 3.7.3, and if we take ¢ sufficiently small, we get :

2

M 2
1 / |vin/Pi — 2vhs (£)0V \/pi )
- Vi (t+0,z)|“p; < en+- / = —/ v;|% ;.
52 ), Ve P Z 05 Il
(3.73)

and we finally get in the same way as for (3.48) :

M
72/ — Vo (t+6,2)2pi < €n + 62Cs, <1+2Apl,vl)>‘ (3.74)
Qéo

i=1

81



Thus, (V@I (t + 6),2), is weakly compact in L2(]do, T — do[xT%, p), so as its
A¥*1almost everywhere convergence to o;(t + 6, x) and the absolute continuity
of p; with report to A%*t! imply the weak convergence of the sequence in its
whole.

As a conclusion, we have the following result :

Proposition 3.8.2.1. Let 0y €]0, Z[. For § sufficiently small, the following
mequality stand :

M M

1

3 Z/Q |0 (t + 6, 2) — Bi(t,2)[p; < 82Cs, (1 + ZA(p,»,vi)> . (3.75)
=1 30 =1

3.8.3 Sobolev regularity in time

Now, we assume that we are able to prove the following result :
Proposition 3.8.3.1 (Hypothetical Result). Let f be a measurable function
from @Q to R such that :

— € L, (0,T[, H'(T?, ),

— for all 5y €)0, L[ and § sufficiently small, f(t+6,z) € L*(Qs,, p) and the
following inequality stand :

/ (4 6.2) — f(t,2)p < Cr 2.
Q

%0

Then, there exists a sequence (fn)n of Lipschitz functions from Q to R such
that :
— fn— fin L2 _(]0, T[xTY, p),

— for all &y €]0, L] :

sup /Q (VFal? + 18cful?)p < o0

n 50
If this proposition is true, and with the same hypothesis, we can prove :

Proposition 3.8.3.2. Let f be such as in proposition 3.8.3.1 and (p,v) such
as in definition . Then f € HL (]0,T[xT<, (p,v)).

Proof: Let (fn)n be the sequence of Lipischitz functions given by proposition
3.8.3.1. It is easy to justify the following calculus :

v(fnp) =V fnp+ zfn\/ﬁv\/ﬁ
and :
Oc(pfn) = Ocfup + fnOep
= Ocfnp — fu(div(pv) + vAp)
= Ot fnp — fndiv(pv + 2v4/pV+/p)
= Ot fup — div(fnlpv + 2v\/pV/P]) + V fn - [pv + 2v4/pV/p].
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As a consequence, if G is an accumulation point of (V f,) and g is an accumu-
lation point of (8; f») in L%.(]0, T[xT%, p) every term in the previous equations
converge in the sense of distributions and we get :

G:VPf7
g=20/f.

In that way, we can hope to give a sense to 0yv;.

3.8.4 Sobolev space with negative exponent

It is also possible to give a sense to Av;. We can define the space L2, (|0, T[, H (T, p))
in the following way :

Définition 3.8.4.1. We call L2 ([0, T — o[, H~ (T4, p)) the topologic dual
space of L2([69, T—do], H'(T%, p)). It is clear that if ¢ € L?([5, T—5o], H1(T, p)),
there exist g; and go in L?(Qs,, p) respectively with real and vectorial values
such that for all f € L2([6o, T — 8o, H*(T%, p)) :

(lf) = / (91] + 92 - Vol ).

Q@so

Then the following operator is well defined :
Vi L*(Qs,,p) — L*([00,T — o], H~1(T4, p))
fo= (so = / f%w)
Qs

and we can extend V, to L2 (]0, T[xT¢, p) by setting :

loc

Vol = =(Vof +2fVpVp) € Li, (10, T[ H (T, p)) + Lioe (0, T[T A1),
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