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Résumé

Le coeur de ce mémoire est ’étude du probléme de Schrodinger dans le cadre le
plus simple dans lequel il peut étre formulé, c’est a dire lorsque I’espace ambiant
est le tore de dimension d, et lorsque la mesure de référence est le mouvement
brownien. Aprés avoir motivé cette étude au cours d’une bréve introduction
historique, on présente dans une premiére partie le théoréme de Sanov qui fait
naturellement apparaitre les problémes de minimisation d’entropie dont le pro-
bléme de Schrédinger fait partie. On caractérise dans une deuxiéme partie la
forme des solutions du probléme de Schrédinger. Enfin, on présente dans une
troisiéme partie une variante du probléme de Schriédinger, & savoir le probléme
de Schrédinger incompressible.
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Introduction

Les différents exemples de représentations parti-
culaires

Le présent travail se donne pour objectif d’étudier les propriétés de processus
dont la loi minimise ’entropie par rapport au mouvement brownien au sein
d’une certaine classe. Cette démarche se situe dans la continuation d’une série
de travaux qui ont en commun la volonté de traiter ’évolution d’un systéme de
particules indiscernables dans un espace D d’un point de vue lagrangien (c’est
a dire en fixant les conditions initiales et finales et en minimisant une certaine
action dépendant du probléme considéré), et de décrire cette évolution par une
mesure 1 sur ensemble Q := C([0,T],D) des chemins continus sur D. On
appelle flot généralisé une telle mesure. Dans ces modéles, les conditions initiales
et finales sont les densités de particules aux instants 0 et 7', respectivement
et v, et n(d~y) correspond a la masse des particules qui empruntent un chemin
appartenant a ’élément de volume d+v de €. Ainsi, il apparait d’emblée une
condition de compatibilité correspondant au fait que 1 ademette les bonnes
densités aux instant 0 et T :

n({7(0) edx}) = pu(dz) et n({yr €dy}) =v(dy). (1)

Donnons un bref appercu des différents modéles de ce type.

Transport optimal et mécanique lagrangienne

Le modéle le plus simple auquel on peut penser consiste & supposer que les
particules n’interagissent pas et ne sont soumises a aucune force. Dans ce cas,
I’action d’un flot généralisé est naturellement la somme des actions de chacunes
des particules, qui s’écrit donc lorsque D = R? :

T
aw) = [ 5 [ i aens) )

L’unique contrainte sur 7 est alors (1), et ne fait intervenir que les extrémités
des chemins, de sorte que l'on voit qu'une premiére condition pour que 7 mi-
nimise l'action est que chacun des chemins chargés par n minimise son action



a extrémités fixées. Si D = R? 1 charge donc des trajectoires en ligne droite
parcourues a vitesse constante. La trajectoire allant de x & y chargée par 1 a
alors pour action :

de sorte que (2) prend la forme :

A(n) = %/QWT —y0l*n(d7).

Cette grandeur ne dépend que de no r(dz,dy) := n({v € dz, vr € dy}), et
cette marginale doit étre solution du probléme bien connu de transport optimal
avec coup quadratique étudié par exemple dans [18]. En particulier, la forme
particuliére de 1, implique que les particules ne se croisent pas sur 0,77, et
que lon puisse définir un champ de vitesses v(t, ) correspondant a la vitesse
de la particule située en x a l'instant ¢. Dans la cas ou les densités initiales et
finales sont lisses, on remarque qu’alors v est solution de I’équation aux dérivées
partielles :
o +v-Vu=0.

On renvoit a Particle d’origine [3] pour plus de détail sur ces résultats.

Contrainte d’incompressibilité, équations d’Euler

Une nouvelle étape a été franchie lorsque dans [5], BRENIER ajouta & ce
modéle la contrainte d’incompressibilité consistant & ce que pour tout ¢ :

n({y € dz}) =da.

Cette fois, la condition aux limites ne consiste plus & imposer les densités initiales
et finales, puisqu’alors on aurait nécessairement y = v = dz, et le minimiseur
serait évidemment la mesure ne chargeant que des chemins ne bougeant pas. La
condition consiste donc & imposer la marginale ng 7, c’est & dire & imposer la
distribution a 'instant 7" des particules se trouvant initialement & la position x.
Ce probléme est beaucoup plus dur que le précédent puisqu’il ne se réduit pas
aux propriétés de n7 en un nombre fini d’instant. Cependant, on sait encore que
des minimiseurs existent, et on peut étudier leur régularité. Un fait intéressant
de ces solutions est qu’a une solution classique des équations d’Euler v(t, x) :

o +wv-Vu=—-Vp,

dive =0,

on peut associer une solution & ce probléme en considérant la mesure 7 partant
de la mesure de Lebesgue et chargeant les solutions des équations différentielles
ordinaires engendrées par v. Réciproquement, si n est solution du probléme de
minimisation, on peut définir un champ de pression p(¢,z) et un champ de
vitesses v(t, z) solutions au sens des distributions d’équations trés proches des



équations d’Euler, et qui s’y identifient dans certains cas. On renvoit le lecteur
a Particle [2] qui donne un trés bon appercu de ce qui est connu sur ce modéle.
Cet article reprend les résultats de travaux antérieurs comme [16], [6], [17] ou
encore [1].

Cadre stochastique : probléme de Schrodinger

Parallélement, on peut modifier le premier probléme en imposant le fait que
les particules ne suivent pas des trajectoires en ligne droites, mais que du fait
de leur agitation thermique, elles suivent des trajectoires browniennes. C’est &
dire qu’on ne cherche plus 7 de n’importe quelle forme, mais qu’on impose que
la marginale de n sur {7y = z} (que on note 7,) soit absolument continue
par rapport au brownien partant de z. Une grosse différence avec le premier
probléme et avec les cas lisses du second est que la trajectoire des particules
n’est plus déterministe au sens oil 7, charge plusieurs, et méme une continuité
de trajectoires. Une autre différence est que 'action (2) n’a plus aucun sens
puisque les trajectoires browniennes ne sont pas dérivables. Il se trouve (voir
par exemple le théoréme 2.21) que lentropie par rapport au brownien fournit
alors une alternative naturelle. Le probléme de minimisation de ’entropie par
rapport au brownien sous contrainte de densités initiale et finale s’appelle le
probléme de Schrédinger et fait 'objet du chapitre 2 de ce mémoire. On aura
au préalable discuté d’une autre motivation de ce probléme au chapitre 1.

Un résultat important au sujet du probléme de Schrédinger est que 'on
peut encore associer a ses solutions de facon naturelle un champ de vitesse
v(t, z) solution de I’équation aux dérivées partielles :

1
8tv—|—v-Vv+§Av:0.

Ce résultat est décrit en détail au paragraphe 2.2.6. Le signe 4+ devant le lapla-
cien peut paraitre étonnant mais il correspond & un choix relativement arbitraire
sur v : on aurait aussi bien pu choisir un autre v tout aussi naturel satisfaisant la
méme équation avec le signe —. La valeur 1/2 peut également étre changée pour
n’importe quel autre réel simplement en changeant le coefficient de diffusion du
brownien que 'on choisit comme référence.

C’est dans les articles [14] et [15] que le probléme de Schrédinger a été exposé
pour la premiére fois, bien qu’en des termes différents d’aujourd’hui. On peut
également citer [10], et en particulier le paragraphe 1 du chapitre 2 qui présente
plusieurs problémes de minimisation d’entropie. Enfin, on renvoit le lecteur a
Particle [12] qui se veut étre un bilan de ce qui est bien compris sur le probléme
de Schrodinger.

Contrainte d’incompressibilité dans le probléme de Schro-
dinger

Enfin, le chapitre 3 étudie le cas ot 'on impose la contrainte d’incompres-
sibilité au probléme de Schrédinger. On sait encore trouver des minimiseurs.



Cependant, trés peu de choses sont connues sur leur forme. Par exemple, la
question de savoir si on peut leur associer une pression est un probléme ouvert.
Aux vues des deux paragraphes précédents, on peut s’interroger sur les liens
entre de tels objets et les équations de Navier-Stokes (inversées en temps) :

1
O+ v-Vou+ §Av = —Vp,
dive = 0.

Cependant, contrairement au cas des équations d’Euler, la méthode naturelle
pour construire un flot généralisé & partir d’une solution classique des équations
de Navier-Stokes ne permet pas de construire des minimiseurs de l’entropie. Ce
phénomeéne sera expliqué au paragraphe 3.4.

Notations et objets d’étude

Espaces de mesures

Si (E,€) est un espace mesurable, on note M(E) ’ensemble des mesures
positives de masse totale finie sur € et P(E) le sous-ensemble de M(FE) constitué
des mesures de masse 1. La référence a la tribu est la plupart du temps implicite,
mais quand ce n’est pas clair, on note P(E,E).

Processus continus a valeur dans le tore

Dans cette étude, beaucoup de processus sont a valeurs dans le tore, et on
veut transposer & ces processus des notions habituellement définies pour les pro-
cessus a valeurs vectorielles comme les notions de martingales, d’intégrale sto-
chastique, de vitesse de Nelson... Pour cela on se donne (2, F, (Fo,4)tejo.7], P)
un espace de probabilité filtré et (X¢);c[0,77 un processus continu et adapté a
valeurs dans le tore T. On note 7 la projection canonique de R¢ dans T¢. On
donne alors la définition suivante.

Définition 0.1. On dit que le processus (Y3);c[o,r] & valeurs dans R? reléve
(Xt)eepo,m s'il vérifie :

— Yy € LY(P),

— Y est continu et adapté,

— presque slirement, pour tout ¢t € [0,T], 7(Y;) = X;.

Le théoréme de relévement des chemins nous permet de construire de tels
processus.

Proposition 0.2. [ existe un processus Y qui reléve X.

Preuve: Soit i : T — R? une application mesurable telle que 7 o i = Idya,
d’image bornée. Pour tout ¢ € [0,7T] et w € C([0,]; T%), on note R (w) 'unique
relévement de w issu de i(wo). On vérifie que R; : C([0,t]; T¢) — C([0,]; R%)



est mesurable relativement aux tribus boréliennes de ces espaces, et que si
0<s<t<T, etsiweC([0,t];T), Re(w)|jo,] = Rs(w|jo,g)- Alors Rr(X)
satisfait clairement tout les critéres, le fait qu’il soit adapté venant du fait que
partout sur Q, pour tout ¢ € [0,7] :

RT(X)t - Rt(X

[O,t])h
qui est bien Fjg -mesurable. O
Remarque 0.3

SiY et Z sont deux relévements de X, alors presque partout, pour tout
te0,T] :
7T(th) = W(Zt).

Donc Y; — Z; € 74, et comme (Y — Z) est a trajectoires continues et a une
condition initiale L' (P), il existe Ay une variable aléatoire Fo-mesurable dans
L'(P), a valeurs dans 7%, telle que presque stirement, pour tout t € [0,7T] :

Z, =Y, + Ap.

Maintenant, on pourra dire que X satisfait une certaine propriété si Y la satisfait
quelque soit le relévement Y choisi.

Proposition 0.4 (Définition des martingales a valeurs dans le tore). Si un
relevement Y de X est une (Fy)-martingale alors tous les relevements de X
sont des (Fi)-martingales. On dit alors que X est une (Fy)-martingale.

Preuve: La remarque 0.3 donne directement le résultat. O

A partir de 14, les notions de martingales locales et de semimartingales (qui
seront toujours supposées continues) peuvent étre définies de fagon équivalente
soit de fagon classique avec des suites de temps d’arréts et des processus &
variation finie & valeur dans le tore, soit par relévement. De méme, le crochet
d’une semimartingale & valeur dans T, le crochet entre deux semimartingales a
valeur dans T, et méme le crochet entre une semimartingale a valeur dans T et
une semimartingale a valeur dans R peuvent étre définis de fagon équivalente
comme limite en probabilité des accroissements quadratiques ou par relévement.
On remarque alors le fait suivant.

Proposition 0.5. Si M est une semimartingale 6 valeur dans T et si N reléve
M, alors presque strement, pour tout t € [0,T] :

(M)t = (N)t.

En conséquence, si M est une martingale locale & valeur dans T, I’espace des
processus progressif L7 (N) ne dépend pas du relévement N de M choisi. On le

note leoc(M ). On peut alors définir U'intégrale stochastique relativement a M.

Définition 0.6. Soit (by)icpo, 7] € Li,.(M) et N qui releve M. Le processus
continu a valeurs dans R :

b dN,
0



ne dépend pas de N. On I'appelle 'intégrale stochastique de b par rapport a M,

et on le note : .
/ by d M.
0

Avec cette notion, la formule d’Itd se généralise sans effort. En conséquence,
toutes les conséquences classiques de la formule d’Itd (le théoréme de représenta-
tion des martingales par exemple) sont encore vraies en remplagant le brownien
par le brownien & valeur dans le tore (qui n’est autre que la projection du brow-
nien dans le tore).

En revanche, il faut faire attention au fait que le processus :

/'dMS
0

n’est pas M — My, mais un relévement de celui-ci. En conséquence, si M et
N sont des semimartingales a valeurs dans le tore, et si a et b ont les bonnes
propriétés, on peut écrire des égalités de la forme :

th = Q¢ dt +btht,

t t
Mt:MO—Hr(/ asds—i—/ bsts)7
0 0

t t
M, = M, ~d, + bsd Ng.
0 0

qui signifie :

mais pas :

Naturellement, on dira qu’un processus & valeurs dans T? est une martingale
locale, ou un processus & variation finie, ou une semimartingale si chacunes de
ses coordonnées le sont.

A propos des semimartingales & valeurs vectorielles

On se donne :

— un espace mesuré filtré (0, F, (Fjo.4)tefo,17, P)s

— deux semimartingales continues (M;);cpo,r) & valeurs dans R™ ou T" et
(Nt)te[O,T] a valeurs dans RP ou TP, avec n et p dans N*,

— un processus progressif et localement borné (b;)c(o, 7] & valeurs dans R™.

On note alors :

— (M, N) le processus a valeurs matricielles dans RP*™ constitué des processus
((M7,N"))ic1,n],jel1.p]- En particulier, si n = 1, (M, N) est un processus
a valeurs vectorielles, et si p = n, c’est un processus dont les valeurs sont
des matrices carrées.



— Les intégrales stochastiques de processus vectoriels par rapport a des se-
mimartingales vectorielles de méme dimensions seront notés de la fagon

suivante : . S
/b5~dMs ::Z/ bid M.
0 =1 /0
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Chapitre 1

Principes de grandes
déviations pour des sytémes
de particules indépendantes

Environ tous les résultats et toutes les idées de ce chapitre sont présents
dans le livre [9] souvent considéré comme la référence sur le sujet.

1.1 Principes de grandes déviations

Grace a la loi des grands nombres, il arrive souvent en théorie des probabilités
qu'une suite (X, ),en de variables aléatoire converge en loi vers une constante
C, ou de fagon équivalente que la suite (P,)nen des lois de (X,,)nen converge
étroitement vers la mesure dc. On peut alors se poser la question suivante : si
A C F est un ensemble mesurable ne contenant pas C, quelle est la probabilité
au temps n que X, soit dans A? Il s’avére que dans un grand nombre de

problémes :
P(X, € A) = P,(A) = exp(—I(A)n), (1.1)

ou I(A) est un coefficient qui dépend de ’ensemble A considéré. La signification
exacte du signe "~" sera développée plus tard, disons qu’il signifie "est de I’ordre
de" ou "décroit en". La théorie des grandes déviations se donne deux objectifs :
celui de formaliser ce type de problémes, et celui de calculer explicitement les
coefficients en jeu.

1.1.1 Définition, premiéres propriétés

On se place sur un espace topologique séparé (E,T), et pour chaque x de
E, on note T, 'ensemble des ouverts de E contenant z. On dispose sur £ d’une
suite de mesures de probabilités boréliennes (P,),cn et d’une fonction positive

11



L:E —[0,+]. Si A C E, on note :

L(A) := gggL(x),

avec la convention inf ) = +o0.

Définition 1.1. On dit que (P, ),en satisfait un principe de grandes déviations
de fonction de taux L si les trois conditions suivantes sont vérifiées.

1. Pour tout s € [0,+o0[, L7({[0,s]}) est compact. On dit alors que L est
une bonne fonction de taux.

2. Pour tout ouvert U C E :

lim infl log P,,(U) > —L(U).

n—4+oco n

On parle de la "borne inférieure" du principe de grandes déviations.
3. Pour tout fermé F C E :

1
limsup — log P, (F) < —L(F).

n—oo T

On parle de la "borne supérieure" du principe de grandes déviations.

La proposition triviale suivante montre alors que pour beaucoup de boréliens,
(1.1) est vérifié.

Proposition 1.2. Soit A C E un borélien tel que L(A) = L(A) = L(A). Alors :

1
—log P,(A) — —L(A).
log PalA) — —L(4)

Les conditions 2 et 3 permettent & elles seules de fournir les coefficients que
la théorie des grandes déviations se donne pour objectif de calculer. Il peut donc
paraitre étonnant d’ajouter a la définition des principes de grandes déviations
la condition 1. En fait, c’est naturel, comme le montrent les résultats suivants.

Proposition 1.3. Si E est régulier, et si (P,)nen et L satisfont les conditions
2 et 8 des principes de grandes déviations, alors il existe L semi-continue infé-
rieurement telle que (Pp)nen et L satisfassent également 2 et 3. De plus, une
telle application L est unique et vaut :

1
L(z) = lim inf — log P, (U). 1.2
(x) sup lim inf = log w(U) (1.2)

Preuve: Montrons d’abord l'existence. On définit :

L(z) := sup L(U).
UETe

L est alors semi-continue inférieurement. En effet, si s € R4 et si x est tel
que L(xz) > s, alors il existe U € 7T, tel que L(U) > s. Donc I’ensemble
{z € E| L(z) > s} est ouvert.

12



De plus L < L, de sorte que la condition 3 est encore triviallement vérifiée.
L a la propriété suivante : pour tout U € T, L(U) = L(U). En effet, il suffit
de montrer L(U) > L(U), et cette inégalité vient du fait que si 2 € U, par
définition, L(z) > L(U). La condition 2 est donc également encore vérifice.
Montrons maintenant 'unicité. Pour cela, il suffit de montrer que toute
fonction semi-continue inférieurement satisfaisant 2 et 3 satisfait également
(1.2). Soit L une telle application. On remarque d’abord que comme L est
semi-continue inférieurement, pour tout x € E :

L(z) = sup L(U).
UETs

En effet, 'inégalité ">" est claire, et si x € E :

Po={vem |1 < sup 1)}

est un fermé qui intersecte tous les voisinages de z, donc = € F, (sinon le
complémentaire de F est un voisinage de x qui n’intersecte pas Fy).

Ensuite, si Up est un ouvert contenant x, comme FE est régulier, il existe V C
Up un ouvert contenant x tel que V. C Up (car on peut séparer {z} et le
complémentaire de Up). On a donc :

“L(z) < —L(V) < liminf ~ log P,.(V)

n—+4oco N

1 _
< limsup — log P, (V)
n—-+oo

< —L(V) £ —L(Vo).

Donc : 1
L(Up) < —liminf = log P, (U) < L(x).
(Uo) < Sup —lim inf - log n(U) < L(z)
En passant au sup sur Up, on obtient le résultat. O

Il est donc naturel d’imposer la semi-continuité inférieure & L. Voyons pour-

quoi il est également souhaitable d’imposer la compacité des sous-niveaux de
L. Dans ce cas, les infima de L sont toujours atteints sur les fermés, ce qui
permet de donner une interprétation trés satisfaisante des principes de grandes
déviations.
Théoréme 1.4. Supposons E régqulier, et prenons (P, )nen une suite de mesures
de probabilité sur E satisfaisant un principe de grandes déviations de fonction
de tauz L. Soit A un fermé de E qui intersecte {L < +o00}, et K l'ensemble des
minimiseurs de L sur A (K est compact). On a alors la propriété suivante.

Pour tout voisinage ouvert V de K, et tout € > 0, il existe un voisinage
ouvert U de A et N € N tels que :
Yn>N, P,(U)>0 et P, (VIU)>1-c¢.

Preuve: Soit V un voisinage ouvert de K et ¢ > 0. A\V est fermé, donc ou bien
L y est uniformément égal & +00, ou bien 'infimum de L sur A\V est atteint.
Dans les deux cas, on a :

L(A) < L(A\V).
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Choisissons ¢ tel que L(A) < ¢ < L(A\V). L’ensemble {L < ¢} est un fermé
disjoint de A\V, donc il existe un voisinage ouvert W de A\V tel que :

A\VCWcCWcC{L > c}.
En conséquence, U := V U W est un voisinage ouvert de A, et par le principe

de grandes déviations :

liminf + log P(U) > —L(U) > —L(A),

n—+oco N

lim sup 1 log P,(W) < —e.

n—+oco M
On choisit alors k1 et k2 tels que L(A) < k1 < k2 < ¢, de sorte qu’il existe un
entier N; tel que pour tout n > Nj :
P,(U) > exp(—kin),
P, (W) < exp(—kan).

On choisit aussi N2 tel que exp(—(k2 — k1)N2) < e. Alors pour tout n > N :=
max(N1, N2) :

N CANS)
B n(U)

P, (W)
1= 5.0
>1—exp(—(k2 — k1)n)
>1—¢

O
Remarque 1.5

Ce théoréme peut s’interpréter de la fagon suivante. Supposons que I'on
observe un systéme physique dépendant d’un paramétre n supposé grand, et
que notre connaissance du systéme nous permette seulement de savoir que
son état peut prendre des valeurs aléatoires dans un ensemble E, distribuées
selon la loi de probabilité P,,. On suppose également que la suite (P, ) satisfait
un principe de grandes déviations de fonction de taux L. On fait alors une
mesure (dont la précision n’est pas parfaite), qui nous permet de déterminer
que l'état du systéme appartient au voisinage d’un fermé A de E. Le plus
probable est alors que A contienne des éléments de {L = 0} et que le systéme
soit proche d’un de ces états. Cependant, si ce n’est pas le cas, nous sommes
témoins d’un événement rare, et il est intéressant de se demander quel est
I’état le plus probable parmis ceux compatibles avec la mesure. Le théoréme
ci-dessus exprime le fait que dans la limite ot n est grand et ou la précision
de la mesure est bonne, I’état du sytéme est proche d’un minimiseur de L
sur A avec une grande probabilité.
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1.1.2 Principe de contraction

Le principe de contraction est I'outil le plus simple pour déduire des principes
de grandes déviations a partir de principes de grandes déviations déja connus.

Proposition 1.6. Soient (E,T) et (G,U) deux espaces topologiques réguliers et
7 une application continue de E dans G. Si les mesures de probabilités (Pp,)nen
sur E satisfont un principe de grandes déviations de fonction de tauz L, alors
les mesures de probabilités (m§P,)nen sur G satisfont un principe de grandes
déviations de fonction de taux K défini pour tout y de F par :

K(y) = L(r~" ({y})).

Preuve: D’abord, K est une bonne fonction de taux. En effet, K est bien a
valeurs dans [0, +o0], et si s € [0,4o00[, on a visiblement :

K_l([o,s]) = W(L_l([()? S]))7

qui est donc compact.
Les bornes supérieures et inférieures s’obtiennent de la méme fagon. Montrons
la borne inférieure. Si U est un ouvert de G :

Jim inf = log 7P, (U) = lim inf 1 log P, (7~ (U))

n—+oo N n—+oo M
< —L(='(U))
= —K(U).

O

1.1.3 Restriction d’un principe de grandes déviations

Dans ce paragraphe, on donne un lemme qui permet de se débarasser des
événements non pertinents d’un principe de grandes déviations.

Lemme 1.7. Supposons que la suite (Pp,)nen de lois de probabilités sur lespace
topologique séparé (muni de sa tribu borélienne) (E, B) satisfasse un principe de
grandes déviations de fonction de taux L. Soit A € B tel que :

— pour tout © ¢ A, L(x) = 400,
— pour tout n € N, P,(A) =1.

Alors en munissant A de la topologie induite par celle de E et en considérant
pour chaque n € N la mesure @, := P,(AN .) sur A, (Qn)nen satisfait un
principe de grandes déviations sur A, de fonction de tauz L|4.

Preuve: L’application L|a est encore clairement semi-continue inférieurement,
et si U est un ouvert de A, il existe V un ouvert de F tel que U = ANV. On
a alors :

o1 TR
hrn_*l_nf - log Qn(U) = 17}941_{5 - log P,(U)

n—-+oo

= lim inf 1 log P,(V)

n—+oco N

>-—L(V)=-L(ANV)=—L|a(U).

15



Par ailleurs, si F' est un fermé de A, alors il existe G un fermé de E tel que
F =GN A, de sorte que :

1 1
lim sup — log Q@ (F) = lim sup — log P, (F")
n—+oco N n—+oo N

1
= limsup — log P, (G)

n—+oo T

< —L(G) = —L(GNA) = —L|a(F).
O

1.2 Définition et premiéres propriétés de ’entro-
pie relative

On définit dans ce paragraphe l’entropie relative, qui se révélera étre la
fonction de taux d’un principe de grandes déviations que l'on verra dans les
paragraphes suivants (théoréme de Sanov). On montre ici que c¢’est une bonne
fonction de taux.

On se place sur un espace mesurable (F, B) et on se donne deux mesures
et v dans M(E).

Définition 1.8. L’entropie de v par rapport a u est donné par :

logpdv = logpd siv< et =p-yu,
H(v|p) = / g P /p gpadp H p- K

+00 sinon.

Remarque 1.9

— On utilise la convention 0log0 = 0.

— L’entropie est bien définie. En effet, la partie négative de plog p est néces-
sairement intégrable par rapport a p, puisqu’elle est minorée par —1/e et
puisque i est de masse totale finie.

Décrivons certaines propriétés de ’entropie dans le cas ou E est un espace
topologique polonais, et B est la tribu de ses boréliens. On fixe une mesure
positive de masse totale finie p.

Lemme 1.10. 1. L’entropie par rapport a p est strictement convexe,

2. siv et p sont des lois de probabilité, alors H(v|u) > 0,

3. Uentropie par rapport & pu est semi-continue inférieurement par rapport a la
topologie de la convergence étroite des mesures sur F,

4. les sous-niveauz de l’entropie sont compacts pour la topologie de la convergence
étroite.
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Preuve: La propriété 1 est une conséquence immeédiate de la stricte convexité
de xlogx. En appliquant 'inégalité de Jensen, on observe :

H(v|p) > v(E)(log v(E) — log u(E))

qui permet de déduire 2.
Montrons la semi-continuité inférieure. On va pour cela montrer que pour toute
mesure v borélienne finie :

H(v|p) = sup /godl/—/exp(go—l)d,u. (1.3)
pECL(E)

De l'analyse convexe réelle classique donne pour tout z de Ry :

zlogz =supx -y —exp(y — 1).
yeR

De plus, si z # 0, ce sup est atteint en y = 1 4+ logz. En conséquence, pour

tout ¢ continue et bornée sur E et tout :

H(VIu)Z/sode/exp(sofl)dw

De plus, lorsque v < p et v = p - i, on voit aisément que ’on peut régulariser
¢ := 1+ logp de fagon a obtenir une suite (¢,) de fonctions continues et
bornées telles que :

/sondv—/exp(son—1)du—>H(V|u)~

Lorsque v n’est pas absolument continu par rapport & u, on choisit A compact
tel que pu(A) =0, et v(A) > 0 (ce qui est possible car E est polonais, et donc
v est une mesure de Radon). On pose :

A, = {x

et (ayn) une suite de réels positifs tendant vers l'infini telle que :

n

d(z,4) < 1},

anp(An) — 0.
On pose alors :
on :=1+4+1log (14 an[l —nd(.,A)]).
Alors a partir d’un certain rang :
[ondv— [ explon —1)dp > log(an)v(4) ~ an(,) - 1
— +00.

Dans les deux cas, on a le résultat annoncé. Montrons enfin 4. Par 3, il suffit
de montrer que les sous-niveaux de 'entropie sont relativement compacts. Soit
M > 0. Comme p est de masse totale finie, les théorémes de Dunford-Pettis et
de de la Vallée-Poussin assurent que ’ensemble :

Ay = {pELl(u)’ /plogpd,ugM}
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est relativement compact pour la topologie faible de Ll(,u). Or Papplication :
U: (L'(p), topologie faible) — (M(E), convergence étroite)
P = pp

est continue et envoie Ans sur {v | H(v|u) < M}. Ce dernier est donc relative-
ment compact. O

1.3 Théoréme de Sanov sur un ensemble mesu-
rable de tribu finie

Tribus finies Soit G un ensemble et A := {A;,..., A,} un ensemble de sous-
ensembles de G qui en forment une partition finie. L’ensemble des unions d’élé-
ments de A forme une tribu sur G, de cardinal fini, et qui n’est autre que o(.A).
Réciproquement, si G := {G1,...,G,} est une tribu finie sur G, 'ensemble A
des ensembles non-vides de la forme :

CiN---NGC,,

ot pour tout ¢ = 1,...,q, C; = G; ou GY forment une partition finie de G, et
G =0(A). Il y a donc une correspondance biunivoque entre les partitions finies
de G et les tribus finies sur G.

Théoréme de Sanov On se place dans cette section sur un espace G muni
d’une tribu finie G := {G4,..., Gy} associée & la partition A := {A4;,... A, }.
L’application :
o: PG,G) — sp—t
K = (M(Al)""’:u’(Ap))»
ot SP~1 est le simplex de RP, est une bijection. On munit P(G, G) de la topologie

induite par cette application. C’est en fait 'unique topologie induite par une
topologie d’espace vectoriel sur I’ensemble des mesures signées sur G.

Définition 1.11. Si v € P(G,G), 'entropie de v est :

ZV )logv(4;) € [0, +o0].

=1

Par ailleurs, on dispose de I’entropie relative définie au paragraphe précédent.
Si p et v sont dans P(G,G), H(v|u) prend la forme suivante :

(vlp) = ZV 10gV i) — log,u(Ai)) - ZV(Ai) log nglll)

)
i=1 i=1 © Z)

ol par convention :

0
0log0 =0, sia>0, alog% = 400, OIOg6 =0.
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En conséquence du lemme 1.10, pour tout u € P(G,G), H(.|un) est une bonne
fonction de taux.
On remarque également pour se fixer les idées que :

D,(H):={veP(G,G)|H(v|n) < +oo}
={veP(G.9)|lv < u}
={veP(G,G)|Vi=1,...,p, u(4;) =0=v(4;) =0}.

Donnons nous x4 € P(G,G), et X1, Xo,... des variables aléatoires i.i.d. de
loi p sur le méme espace de probabilités (2, F,P). On définit alors pour tout
n € N* la variable aléatoire a valeurs dans P(G,G) :

1
Hn = m(Xla"'aXn) = E(5X1 +oe +§Xn)

On note alors P, € P(P(G, G)) la loi de p,.

Théoréme 1.12. (P,)nen+ Satisfait un principe de grandes déviations de fonc-
tion de taux H(.|u).

Preuve: Premiére étape : loi de pn.
Pour tout n de N*, on note L, le sous-ensemble de P(G,G) défini par :

L, ={¢|Vi=1,...,p, nv(4;) € N},
de sorte que P,(Ln) =1, et S¢' le sous-ensemble de A™ défini par :
Sg = {(Ai17~~7Ain) ‘ (xl,.“,a:n) S Ail X .- X Ain :m(ml,..‘,xn) :g}

Maintenant, il est facile de voir que si n € N*, et si £ € L,, alors toutes les
probabilités :

P((X1,. .. ,Xn) S Ail X oo X Aln), (Ail, .. ,Aln) S S?
sont égales. On note donc cette valeur pg, et on constate que :
Pn({€}) = 15 x p¢

n'

e (nE(Ay))

- e eCy P (~ e+ HE©). (1

Deuxiéme étape : estimation de cette loi.
Or on constate qu’il existe 0 < o < A < 400 tels que pour tout k£ € N :

'M(Al)né(Al) o ,u(Ap)"g(A”)

ak® exp(—k) < k! < A" exp(—k)V1 + k. (1.5)
En effet, en posant pour tout k € N* :

k!

up = —————
BT exp(—k)Vk
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on voit que pour tout k € N* :

longl— k:—i—1 log 1—&-1 .
Uk 2 k

Maintenant, en exploitant le fait que pour tout = € [0,1] :

2 3 2 3
T x x x

L Lt < <gp_T L

x 2+8_10g(1+x)_a: 2—!—3,
on obtient pour tout k € N* :

1 Uk+1 1

——— <1 < .

18k2 = 78 Tu, < 8k?

Donc en posant :

1 1 1
= - — —_— t A:: - 5 5

on obtient le résultat (on a ensuite enlevé le Vk a gauche et on I’a remplacé
par /1 + k a droite pour que le résultat soit encore vrai en k = 0 et pour avoir
des expressions ne s’annulant pas). On constate alors que :

nn

(n€(A1))"€AD _ (n€(A,))"eAn) — exp(nH (€)).

En joignant (1.4) et (1.5), on obtient alors aisément :

%Hfﬁymwm@w§&MDs%ﬁiﬁmwﬂmm~

En conclusion, il existe deux suites réelles tendant vers 0, (¢p)nen €t (Crn)nen,
telles que pour tout n € N et tout £ € Ly, :

— H(Eln) +en < - log Pa({€}) < —H(€l) + O, (16)

Troisiéme étape : la borne inférieure.
La borne inférieure nécessite deux prérequis immédiats.

D’une part, pour tout v € D, (H), il existe une suite (&, )nen= d’éléments
de D, (H) telle que pour tout n, &, € Ln et & — v.

D’autre part, H(.|u) est continue sur D,(H) C P(G,G). En conséquence,
si v et (§n)nen+ sont comme plus haut :

Higaln) > H(wlp).

Soit maintenant U un ouvert de P(G,G) qui intersecte D, (H) (sinon, il
n’y a rien & montrer) et soit v € U N Dy, (H). Soit alors ({n)nen+= comme plus
haut. Pour tout n supérieur a4 un certain rang N, &, € U, donc pour un tel n :

1
- log P, (U)

\Y]

= log Pal{€a))
> —H(&nlp) + cn — —H(v|p).

Vv
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Donc en passant & la liminf puis a I'inf sur v, on obtient le résultat.
Quatriéme étape : la borne supérieure.
Remarquons d’abord que pour tout n € N* :

fL, < (n+ 1)".

Ensuite, si F' est un fermé de P(G, G), pour tout n € N* :

1 log P, (F) = 1 log Pn,(F'N Ly)
n n

1
< —
< ~log (#(F N L) _max Pa({€))

1 1
< = log P, —logfLn
<  Jmax - log Pu({¢}) + - log
. p
< — L
< - Juin H(|p) +Cn + - log(1+n)
<-H(Fl+ o ().
n—-+oo
On obtient donc le résultat en passant a la lim sup. O

1.4 Principes de grandes déviations pour des li-
mites projectives d’ensemble

On va pouvoir passer du théoréme de Sanov sur un alphabet fini au théo-

réme de Sanov général en passant le principe de grandes déviations aux limites

projectives. Cette démarche a été proposée pour la premiére fois par DAWSONT

et GARTNER dans 3], mais pas pour montrer le théoréme de Sanov. Revenons
d’abord sur la notion de limite projective.

1.4.1 Limites projectives d’espaces topologiques séparés
Définition 1.13.

1. Un systéme projectif est une famille (E;, p; ;)i jer,i<;j ol :

— I est un ensemble ordonné. On note < 'ordre sur I,

— pour tout ¢ € I, F; est un ensemble,

— si i et j sont des éléments de I tels que ¢ < j, p; ; est une application de E;
dans F;,

— si i, j et k sont des éléments de [ avec ¢ = j < k, alors :
Pik = Pi,j © Pj,k-
2. La limite projective du systéme projectif (E;, p; ;)i jer,i<j, notée :

FE =1lim F;,
—
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est le sous-ensemble de I’espace produit :
= H E;
iel
constitué des éléments z = (z;);er tels que pour tout éléments i et j de I tels
que i = j:
pii(z) = zi.
On dispose dés lors de (p;);er les restrictions des applications coordonnée de II
a E. On a alors pour tous éléments i et j de I tels que ¢ < j :

Di = Pi,j © Pj-

. Si pour chaque ¢ € I, F; est un espace topologique, on munit £ de la topologie
induite par la topologie produit sur II. On constate que si les topologies des
FE; sont séparées, alors E est également séparé. Dans ce cadre, on supposera
toujours que les p; ; sont continues.

. On dit que lespace ordonné (I, <) est filtrant & droite si pour tous ¢ et j de I,
il existe k € I tel que i < ket j < k.

Si maintenant on prend un systéme projectif d’espaces topologiques séparés
(Ei,pi,j)ijer,i=; tel que (I, =) soit filtrant & droite et tel que les applications
p;,; soient continues, la topologie de F revét une forme particuliére.

Lemme 1.14.

. Les ensembles :
{p; € U;} :={x € E|pi(x) € U;}, i eI, U; ouvert de E;,

forment une base de voisinages de E.

2. E est un fermé de II.

Preuve: 1. Par définition de la topologie produit les ensembles de la forme :

ﬂ {pik € Uik-}

k=1
oup €N, d,...,79 € I et Uj,...,U;, sont des ouverts respectifs de
Ei,...,E;,, forment une base de voisinages £.

On se donne alors p, i1,...,ip € I et Uy, ...,U;, comme ci-dessus, et on

choisit j € I tel que pour tout k = 1,...,p, i < j (filtration a droite de
I). On note alors :

p
-1
k=1
Montrons que :

{p; € Vi} = ({pix € Ui }-

k=1
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"C" : Siz € E est tel que pj(z) € V;, alors pour tout k=1, ... ,p:
-1
P (2) = Pic (03 (@) € Pt s (V3) € iy (P25 (U1) € Uy
"D" : Sixz € E est tel que pour tout k=1,...,p, p;, (x) € Uy, alors :

iy, (P (%)) = piy, (x) € Uy,

E= () {ze|pi(z)=pi;p;s(2))}
i,J€L,i=%]
11 suffit donc de vérifier que {x € II|p;(z) = pi,;(p;j(z))} est un fermé de
II. Mais en fait, c’est un fait général que si f et g sont deux applications
continus sur un espace topologique (X, 7x) et a valeurs dans un espace
séparé (Y, Ty ), alors :

= U (Feuinfgevy)

U,VETy,UNV=0

est ouvert, et donc son complémentaire {f = g} est fermé.

1.4.2 Principes de grandes déviations

On se donne un systéme projectif (E;, p; ;)i jer,i<; d’espaces topologiques
séparés indexés par un ensemble ordonné (I, =) filtrant a droite et on note
E sa limite projective. On considére une famille de mesures de probabilités
boréliennes (P, )nen sur E et pour tout n € N et tout ¢ € I, on note :

Pfl = pittPp.

Théoréme 1.15. (P,),en satisfait un principe de grandes déviations si et
seulement si pour tout i € I, (P!)nen satisfait un principe de grandes déviations.

Dans ce cas, en notant L et (L");cs les fonctions de taux correspondantes,
on a pour tout x € E :

L(z) = sup L*(p;(x)).
el

Preuve: Si (P,)nen satisfait un principe de grandes déviations de fonction de

taux L, le principe de contraction montre que pour tout ¢ € I, (P, )nen satisfait

un principe de grandes déviations da lagragien L* tel que pour tout x; € E; :

Li(xi) = L(x).

inf
{z€E | pi(x)=w;}

Réciproquement, on suppose que pour tout i € I, (P!),ey satisfait un
principe de grandes déviations de fonction de taux L°. On note L la fonction
de E dans [0,400] qui & z associe :

L(z) := sup L' (pi(x)).
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Bonne fonction de taux.
Soit s € [0, +o0l.
{L<st=En][{L' <s}
iel
est un compact par le théoréme de Tychonov et le lemme 1.14.
Borne inférieure.
Soit U un ouvert de E, x € U et grace au lemme 1.14, choisissons i € I et U;
un ouvert de FE; tel que :
QZE{ZHEUZ'}CU.

On a alors pour tout n de N :

—_

1
—log Pu(U) = —log Pu({pi € Ui})

=3

> —log P} (U;).

3

Donc en passant a la liminf, on obtient :

1
liminf —log P, (U) > —L;(pi(z)) > —L(z).
n——+oo N
Borne supérieure.
Soit F' un fermé de E et soit s < L(F'). Ainsi :

FNn{L<s}=0.

Or, par définition de L et le fait que grace au principe de contraction, pour
tout ¢ < j, pi;({L7 < s}) C{L" < s}:

{L<st=En][{L gs}:@{Ligs}.

iel

Par ailleurs :
F=En]]p(F) =limpi(F).
iel
En effet, d’abord, pour tout i < 7, pi.;(p;(F)) C pi(F). Ensuite, la partie "C"
est triviale, et pour la partie "D", il suffit de constater que si x ¢ F, par le
lemme 1.14, il existe ¢ € I et U; un ouvert de E; tel que pour tout y € E tel
que pi(y) € Ui, alors y ¢ F. Ainsi, U; N p;(F) = 0, donc p;(z) ¢ pi(F). En
conséquence :

FN{L<s)= (EmHW)m(EOH{Ligs})

iel

=En]] (p:(F) n{L" < s})

iel
=limp;(F) N {L" < s} = 0.
—
Or on peut montrer grace au lemme de Zorn qu’une limite projective de com-
pacts non vide est non vide (voir par exemple [1]). Donc il existe ¢ € I tel

que : _
pi(F)N{L"' < s} =0.
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En conséquence, pour tout & € p;(F), L*(x) > s. On en déduit :

1 L i (F)
limsup — log Po(F) < limsup — log Pa(p; ' (p:(F))
n—too N n—+o00

= lim sup 1 log P:L((M)

n—+oco T

< —s.

On en déduit aisément le résultat. O

1.5 Théoréme de Sanov sur un espace polonais

On est désormais prét & démontrer le théoréme de Sanov pour la topologie
de la convergence étroite sur un espace polonais. On se donne E un espace
polonais, muni de la tribu B de ses boréliens. On choisit x un élément de P(E), et
X1, Xo,... des variables aléatoires sur le méme espace de probabilités (2, F, P).
Si n € N*, on note pu, la variable aléatoire a valeurs dans P(E) définie par :

1 n
Mn = 5;5&

Pour chaque n € N*, on note P, € P(P(E)) la loi de u,, et on veut démontrer
le résultat suivant.

Théoréme 1.16. La suite (P,,)nen+ satisfait un principe de grandes déviations
pour la topologie de la convergence étroite, de fonction de taux H(.|u).

Remarque 1.17

Le lemme 1.10 montre d’ores et déja que H(.|u) est une bonne fonction
de taux relativement a la topologie de la convergence étroite. En fait, la
preuve de la compacité des sous-niveaux de H(.|u) ainsi que le théoréme
de Sanov s’adaptent sans trop de difficultés 4 une topologie plus forte que
la topologie de la convergence étroite, a savoir la topologie induite par la
topologie faible-x sur le dual des fonctions mesurables et bornées (voir [9]).

On veut démontrer ce résultat & 'aide du théoréme 1.15. On commence donc
par décrire la limite projective que I'on va exploiter, avant de passer a la preuve
a proprement parler.

1.5.1 La limite projective considérée

Mesures sur des sous-tribus finies. Dans le méme esprit que dans la sec-
tion 1.3, on observe que si (G, G) est un espace mesurable, il existe une corres-
pondance biunivoque entre les partitions finies de G' par des éléments de G et
les sous-tribus finies de G.

L’ensemble I des sous-tribus finies de G est ordonné et filtrant & droite pour
la relation "est une sous-tribu de", que 'on note par la suite <. En effet, si
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Gy et Gy sont deux sous-tribus finies de G, o(G1 U Ga) =: G1 V Ga est encore
une sous-tribu finie de G. De plus, si G; et Go sont dans I, et si G; est une
sous-tribu de G, alors la restriction des mesures de probabilité Go-mesurables &
G: fournit une projection pg, ¢, canonique de P(G, G2) dans P(G, G1), continue
pour la topologie homéomorphe au simplex que 1'on a décrite plus haut. La
famille (P(G, G),pg n)F ner, F<w forme alors un systéme projectif.

On identifie la limite projective de ce systéme a I’ensemble des mesures de
probabilité finiment additives sur (G, G), que l'on note P;(G,G). En effet, si
(ur)rer est dans la limite projective, si A € G, et si F; et Fo sont dans I et
contiennent A, alors :

HrF, (A) = HF, (A) = UFivF, (A)

On peut donc définir u(A) := pr(A) ou F est n’importe quel élément de I qui
contient A. y1 est alors visiblement une application de G dans [0, 1] qui vaut 0 sur
I'ensemble vide et 1 sur G. De plus, si Ay,..., A, sont des ensembles disjoints
de G, en choisissant F la sous-tribu de G associée a la partition

Al,...,Ap7<U AZ->‘7
=17

on remarque aisément que p est finiment additive.
Réciproquement, si i € Ps(G,G), (1| 7)Frer est dans la limite projective.

Caractérisation des mesures dans le cas d’un espace polonais. On re-
vient aux notations de la section, et on utilise les considérations du paragraphe
précédent a (E, B). Le lemme suivant donne des conditions nécessaires et suf-
fisantes pour qu’'un élément v € Py(E, B) soit dans P(E,B) c’est & dire pour
qu’une mesure de probabilité finiment additive soit o-additive.

Lemme 1.18. Soit v € Py(E, B). Les trois propositions suivantes sont équiva-
lentes.

. vePEB).

. v est tendue, c’est a dire :
Ve > 0,3K compact tel que v(K) > 1—¢,
et p est réguliere le long des ouverts, c’est a dire :
VAe B, v(A)=if{v(U)|U ouvert de E avec A C U}.
. v est réguliere le long des compacts, c’est a dire :
VAe B, v(A)=sup{v(K)|K compact de E avec K C A},

et v est réguliére le long des ouverts.
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Preuve: "1 = 2" est un résultat classique de théorie de la mesure.
"2 = 3". 1l suffit de montrer que si I’énoncé 2 est vérifié, alors v est réguliére
le long des compacts. Soit A € B et ¢ > 0. Comme v est réguliére le long des
ouverts, il existe U ouvert avec A° C U et v(U) < v(A°) + /2. Par ailleurs,
comme v est tendue, il existe K compact tel que v(K) > 1 —¢/2. On a alors
K NU¢, est inclu dans A, est compact, et :

V(KNU®) =v(A) —v(A\(KNU))
>v(A)—v(ANU)-v(ANK")
>v(A) —e.
"3 = 1". Supposons 3, choisissons Aj, Az,... une suite d’ensembles disjoints

de B, et notons :

i>1

D’abord, pour tout p > 1 :

[
=
=
I
S
~/~
C=
=
~
IN
X
=

i=1

Montrons l'inégalité inverse. Soit € > 0. Comme v est réguliére le long des
compacts, il existe K un compact inclu dans A tel que v(K) > v(A) —¢/2. Par
ailleurs, comme v est réguliére le long des ouverts, pour chaque i > 1, on peut
choisir un ouvert U; tel que A; C U; et :

€
On a alors :
KclJu,
i>1

et comme K est compact, il existe p > 1 tel que :

KCLPJUZ

=1

En conséquence :

P P
€ 5 5
A) < = d <
A (U "3 Z i
i=1 i>1
Et comme cela est vrai pour tout &, v est bien o-additive. O
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1.5.2 La preuve du théoréme de Sanov

On exploite maintenant les théorémes 1.12 et 1.15 pour démontrer le théo-
réme 1.16. Avec les notations du début de la section, le résultat que I’on obtient
en appliquant directement ces résultats est le suivant. La suite (P, ),en+ satisfait
un principe de grandes déviations dans P¢(E, B), de fonction de taux :

L(v) :=sup {H(V\}- ’ u\}-) | F sous-tribu finie de B}

pour la topologie projective de Ps(E, B). Pour démontrer le théoréme 1.16, il
suffit donc de montrer les deux choses suivantes :
1. L coincide avec H(.|u) sur P(E, B) et vaut +oco sur Pr(E, B)\P(E, B),
2. la topologie de la convergence étroite sur P(E,B) est moins fine que la
topologie induite par la topologie projective de Py (E, B).
La conclusion de la preuve est alors aisée grace au lemme 1.7.

Preuve de 1: Soit 4 € P(E,B). On étend H(.|u) par +o0o & Ps(E,B), en
conservant la méme notation. D’abord, pour toute mesure v € Ps(E,B) et
toute sous-tribu G de B, on a :

H(vlo|uls) < Hwlp).

En effet, il n’y a rien & montrer si on n’a pas v € P(E,B) et v < p, et si c’est
le cas, en notant :

= dv
p_dll,’
on a : d|
Vg -
=F gl =: p.
g = Eulpld) = 7

En conséquence, par 'inégalité de Jensen :

Ep[plog p] < Eu[E,[plog p|G]] = E[plog p].

En passant au sup sur G, on obtient donc L < H(.|u).
Montrons 'inégalité inverse. Tout d’abord, si on n’a pas v € P(E,B) et
v < p alors par le lemme 1.18 :

— ou bien v n’est pas tendue,

— ou bien v n’est pas réguliére le long des ouverts,

— ou bien on n’a pas v < u.

Or dans ces trois cas, il est facile de montrer ’énoncé suivant :

Je >0, Vd > 0, A € B tel que v(A) > e et u(A) <.

Soit donc un tel € et soit § > 0. On choisit A comme dans 1’énoncé ci-dessus,
et on définit F := {0, A, A°, E}, qui est une sous-tribu de B. On a alors :

L) > H(v]z|l=)
=v(A)log % + v(A%) (log v(A®) — log u(A°))

zsloggfl.
e
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En faisant tendre ¢ vers 0, on a bien L(v) = H(v|u) = +o0.

SiveP(E,B) et v < p, on note p la densité de v par rapport & u. On se
donne e > 0 et M > 1, et on fournit (A;);=1,...,p, une partition finie de {p > M}
par des éléments de B telle que pour tout i =1,...,p:

supplogp <infplogp +e.
A; A

11 suffit pour cela de choisir A; de la forme {p € [a;,a;,+1[} en choisissant
bien les a;. On note ensuite F la sous-tribu de B associée a la partition finie
(A1,...,Ap,{p > M}) de E. On remarque que pour tout i = 1,...,p, en
notant a; :=infa, p, v(A;) > a;u(A;), et donc :

/ plogpdp < u(Ai)sEpplogp
A i

i

< u(Ai)(ailoga; +¢)

< (An) log YA 4 Ca.

1(Ai)
En conséquence :
> M}) - v(Ay)
L) > H ‘ — u({p > M})log LE2> M)
() 2 H (vlr|ulr) = vl{p > M)log 10 =0 + > v log Ty
p
v(lp > MPIogM + Y [ plogpdp - eu(a)
i=1 7 A
> / plogpdp—e.
{p<M}
On obtient donc le résultat en faisant tendre M vers +oo et € vers 0. O

Preuve de 2: Il suffit de montrer que pour toute fonction ¢ € Cy(E), toute
mesure v € P(E,B) et tout € > 0, il existe {A1,...,A,} une partition de
E par des éléments de B et Ih,...,I, des ouverts de R4 tels que pour tout
nePEB):

(n(A),....n(Ay) € I ><---><[p:>/g0dn€]/<pdu—5,/gody+a{.

On se donne donc de tels o, v et e, ainsi que § > 0. On note M = ||¢||
et on recouvre [—M, M] par un nombre fini p d’ensembles disjoints de R de

diamétres strictement inférieurs a §. On note ces ensembles Ci,...,Cp. On
note maintenant pour tout ¢ =1,...,p:
Ai = {90 € 0}7
I :=v(A) — 6,v(4:) + 4],
= lgf ®,
R; :=supyp
Aj
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Soit n € P(E, B) telle que pour tout ¢ = 1,...,p, n(4;) € I;. On a :

/s@dn=Z/A_<pdn§Zn(Ai)Ri
<> (w(A) + )R

§/<pdu+6+p5M.

Donc pour § suffisamment petit :

/cpdn</(,0dl/+8.

On obtient une borne inférieure de la méme facon. O

1.6 Indépendance conditionnelle des particules

Le théoréme de Sanov associé a la remarque 1.4 nous fait part du fait suivant.
Si on observe un systéme composé d’un grand nombre de particules indépen-
dantes de loi p sur un espace d’état E, et si on constate une grande déviation
de la mesure empirique p,, associée a ce systéme, caractérisée par le fait que p,,
soit proche d’un fermé A, alors le plus probable est que p,, soit proche d’un mi-
nimiseur de H(.|u) sur A. Si de plus A est supposé convexe, ce minimiseur est
unique. Ce résultat nous donne la mesure empirique la plus probable compatible
avec I'observation, mais pas la loi de chacune des particules conditionnellement
a ce que i, soit proche de A. On va dans ce paragraphe démontrer le résultat
suivant.

Théoréme 1.19. On garde les notations du paragraphe 1.5. Soit A un fermé
conveze de P(E) intersectant {H(.|u) < +oo}. Soit v l'unique minimiseur de
H(.|p) sur A. Pour tout p € N*, tout ¢ € Cp(EP) et tout € > 0, il existe un
voisinage ouvert Uy de A (pour la topologie de la convergence étroite) et un
entier N € N* tels que :

Vn > N, E[go(Xl,...,Xp)mnGUO]—/godV®p <e.

En d’autres termes, conditionnellement au fait que pu, soit proche de A et
dans la limite ot n est grand, la loi de (X7,...,X,) est proche de la loi de p
variables aléatoires indépendantes de loi v.

Avant de démontrer ce résultat, commencons par quelques lemmes. D’abord,
énongons un lemme sur la symétrie des lois conditionnelles.

9

Lemme 1.20. Soient n € N* et 1 <43 < --- < i, < n des entiers naturels.
Soit B € B(P(E)). La loi de (X;,,...,X;,) conditionnellement & {u,, € B} est
symétrique et ne dépend pas des i1, ..., %p.
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Preuve: Notons :

n 1
V(x1,...xn) € E", mp(z1,...,%5) = E((Sgc1 + 4 0s,),

de sorte que pn = mn(X1,...,X,). Si o est une permutation de [1, n], on note
également :
V(z1,...2n) € E", io(1,...,%0) = (To@), - Top )-
On a alors m, = my 0i,. On note enfin ap(x1,...,2n) := (T1,...Tp).
Soit o une permutation de [1,n] telle que pour tout k = 1,...,p, o(k) = ix.
On a alors :

(Xiyy oo, Xipy fin) = (0p 045, mn ) (X1,..., Xp)
= (O‘P Olg,Mp O’ia)(Xl,. . -7Xn)
= (a7m")(i0(X17 . aX'n,))

loi
= (X17 e 7XP7.u‘n)7

car la loi de (X1,...,X,) est symétrique. Le résultat en découle directement.

O

A partir de maintenant et pour le reste du paragraphe, on note :

P P(EP) — P(E)
M = S(efM -+ eptM),

olleq, ..., e, dénotent les coordonnées canoniques de EP. On énonce maintenant
un principe de grandes déviations pour les mesures empiriques d’ordre p € N* :

k

|
At

VkeN*, b= O(Xjpi1rXeny) € P(EP).

=

<.
Il
o

Pour tout k e N* et pc N* on a:

WP(MZ) = Hkp-
On note P la loi de pf.

Lemme 1.21. Soit p € N*. la suite (P{)ren- satisfait un principe de grandes
déviations de fonction de tauz H(.|u®P).

Preuve: C’est une conséquence directe du théoréme de Sanov appliqué aux va-
riables aléatoires a valeurs de E? :

VieN, Y;:= (ij+1,..,,X(j+1)p).

O

Le lemme suivant permet dans certains cas de caractériser les minimiseurs
apparaissant dans le principe de grandes déviations du lemme précédent.
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Lemme 1.22. Soit A un fermé convexe de P(E), et soit v 'unique minimiseur
de H(.|u) dans A. Lunique minimiseur de H(.|u®P) dans {nP € A} est v®P.
On a alors :

H(v®P|u®P) = pH(v|p).

Preuve: L’ensemble {n? € A} est convexe, donc le minimiseur est unique. On
le note M, et pour ¢ = 1,...,p, on note M; := e; M. La mesure M ®---® M,
est encore dans {n? € A}, et comme on le montrera & la proposition 2.10 :

H(M ®--- @ Mp|p®") < H(M|u®?).

Donc M = M1 ® --- ® M,. Ensuite, si o est une permutation de [1,p,], la
mesure My(1) ® -+ ® Moy € {nF € A} et :
H(M; @ - ®@ Mp|u®") = H(My(1) ® -+ @ Moy |1°7)
= H(Mi|p) + -+ H(Mp|p).
Donc par unicité du minimiseur, M; = --- = M. On a alors clairement M; € A
et donc My = v. O

Démontrons maintenant un résultat analogue au théoréme 1.4 dans la situa-
tion qui nous intéresse. Il est commode pour cette démonstration d’introduire
des distances sur les différents espaces que 'on considére. On choisit donc une
distance d sur E, et on métrise E? par la distance :

dp((xlw"?xp)a"'7(y17"'7yp)) = d(‘rlayl) + o +d(xpayp)

On note ensuite D et DP les distances de Fortet sur P(E) et P(EP) :

D(n1,m2) = sup {/fd(m —12)

£ € Lipy(E), Lip(f) V | flloc < 1},

DP(My, Ms) := sup {/Fd(M1 — M>)

F € Lip,(E?), Lip(F) V |[Fl| < 1} .

11 est connu que ces distances métrisent la convergence étroite. On note B(n, )
les boules ouvertes de P(E) et BP(M,r) celles de P(EP). Par ailleurs, si 7y, et
72 sont des éléments de P(FE), on constate que :

D(n,m2) = Dp(ﬁi@p7 W?p)~

Lemme 1.23. Soit V un voisinage de v®P et § > 0. Il existe U un voisinage
de A et K € N* tels que :

Vk> K, Pl eV iy elU)>1-0.
Preuve: On définit pour tout a > 0 l'ouvert :

V, :={M € P(E")|z"(M) € B(v,a) et D*(M,n"(M)®?) < a}.
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Pour a suffisamment petit, V, C V. En effet, si M € V, alors :
DP(M, V®P) < DP(]\/[7 7TP(]M)@P) + DP(WP(M)®p, V®P)
= DP(M,n"(M)®?) + D(x" (M), v)
< 2a,

de sorte que V, C BP(v®”,2a). On note ap > 0 un réel tel que pour tout
a S aop, Va cV.
On définit pour tout a > 0 :

F(a) == H(B(,a)lp) et Gla):= H(B{v,a)ln).
F et GG sont décroissantes et si a < b :
F(a) < G(a) < F(b).

Donc si a est un point de continuité de F, alors F(a) = G(a). On choisit alors
0 < a1 < ag tel que F(a1) = G(a1), et on note Vp := V.

7P (Vo) = B(v,a1) est un voisinage de v, donc par la méme méthode que
dans la preuve du théoréme 1.4, on peut trouver un réel ¢ > H(v|u) et un
ouvert W de P(E) tel que :

WC{H(.|u)>c} et ACWurP(Vp) =:U.
On a alors pour tous k et p dans N* :
{urp € Uy = {py, € Vol U {pwp € WHU{f & Vo, pup € 7" (Vo) }.

Or on a les taux de grandes déviations suivants :

1
limsup — log P(uxp € W) < —c < —H(Vo|u®?).
k—+o0o kp

S
lim inf - log P(f, € Vo) > —H (Vou®").

— Le dernier ensemble est plus délicat. Soit M un minimiseur de H(.|u®")
sur le fermé :

Vg n{nr € wr(Vo)}.
Soit (My,) une suite de V5" N {7? € 7P(Vy)} tendant vers M. Comme :
D" (M, 7° (M)®7) 2 ax,
on a également :
DP (M, 7?(M)®?) > ay.

Par ailleurs, 7?(M,) € n?(Vo) = B(v,a1), donc nP(M) € B(v,a1). En
conséquence :

H(M|u®") > pH(x"(M)|p) = pH(B(v, a1) |n) = pH (B(v, a1)|p).
On peut donc conclure que :

. 1
lim sup Z log P(pf & Vo, pip € ©° (Vo)) < —pH(B(v,a1)|p)

k—~+oco

= —H(Vo|u®").
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On en déduit le résultat de la méme fagon que dans la preuve du théoréme
1.4. O

On peut maintenant écrire la preuve du théoréme 1.19.

Démonstration du théoréme 1.19: Soit p € N* et V est un voisinage de
v®?. On reprend les Vy C V et U construits dans la preuve du lemme 1.23. On
rappelle les trois taux de grandes déviations :

a1
—Q = lklglirc}of E IOgP(,U/g S VO) Z _H(%Lu@p)?

1
—f := limsup W log P(puxp € W) < —H (Vo|u®P),

k—+oo

. 1
—~ := lim sup T log P(1f ¢ Vo, prp € 77 (Vo)) < —H (Vo|u®P).
k—4oc0

On rappelle également que 77 (Vo) C U. Soit n € nP(Vp) tel que :
H(nlp) < BA7.
Soit Up un ouvert tel que :
Au{nt cUocU,CU.

En notant pour tout n € N :

il est clair qu’il existe N1 € N* tel que pour tout n > Ny :
{pn € Uo} C {prnyp € UL

On choisit ¢; et c2 de sorte que :
H(nlp) < e <e2 <BA7,

et on définit N2 tel que pour tout n > Na :

Pl € Uo) 2 exp ( — e1n),
P(ﬂk(n)p ev, /JZ(n) ¢ Vo) <exp ( - Czk(n)p).

Ainsi, pour n > N; V Ny :

P(Nz(n) € Vo, pn € Uo)

P(ug(ny € Volpn € Uo) =

P(pn € Uo)
1 P(uy(ny & Vo, pn € Uo)
P(pn € Uo)
_— P(ttp(y & Vo, Bk(nyp € U)
- P(un € Uo)

> 1 — exp(c2k(n)p — cin).
Donc pour tout § > 0, il existe N € N* tel que pour tout n > N :

P(Ni(n) € Vipn € Uo) > P(ﬂim) € Volpn € Up) 2 1 6.
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Soient ¢ € Cp(EP) et € > 0. On applique le résultat que ’on vient de démontrer

a

V= {nGP(Ep) t.q. ‘/gadnf/apdl/@P

<f},
=3

13
§=-—°
4|l oo

On se donne N comme ci-dessus. Si n > N, grace au lemme 1.20 pour la
premiére égalité :

‘E[@(Xl,...,Xp)mn € Uo) — /godV@p

IN
&=

1

IA

IN

E|——

M oo

P
[ oot

o(Xipt1,-- -, Xit1)p)

>
—
z
M5
[
R

tn € Ug —/g@dll®p
(’I’L) =0

Ln € Uo] f/apdz/®p

/@dui(n) —/@dv®p

P(tt () € Vien € Uo) + 2/ @llocP(pt5 () & Vtn € Uo)

MnEUO
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Chapitre 2

Probléme de Schrodinger

On présente dans ce chapitre le probléeme de Schrédinger en détail et on
en donne les propriétés essentielles dans le cas ou l'espace ambiant est le tore
plat de dimension d, T¢. La plupart des résultats présentés sont présents dans
Particle [12].

2.1 Propriétés utiles de ’entropie relative

Beaucoup de propriétés des solutions du probléme de Schrédinger sont rela-
tivement faciles une fois bien compris le comportement de I’entropie. On com-
mence donc par décrire ce comportement.

2.1.1 Comportement de ’entropie par changement de me-
sure de référence

Formule exacte. On va donner dans ce paragraphe une formule liant ’entro-
pie par rapport a une mesure p a ’entropie par rapport & une mesure absolument
continue par rapport & u, disons f - 4. Commengons par un lemme.

Lemme 2.1. Soit (E, &) un espace mesurable, et p et v dans M(E) telles que
H(v|pu) < +oo. Alors pour toute f € L'(u) positive, la partie positive de log f
est intégrable par rapport a v. En particulier :

/1ogfd1/ € [—00, +00]

est bien définie.

Preuve: On pose :
E:=1+(f—1) 1s>1,

de sorte que £ soit encore dans L' (u), et :

(log f)+ = logé&.
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On dénote par p la densité de v par rapport a pu.

Jtog )i dv = [ proggan

= [ plogpdp— [ Z1og (2) -¢dp
/ [ee(2)

<H -+ [edn

< +o0.

On peut alors énoncer le résultat de cette section.

Proposition 2.2. Soit (E,£) un espace mesurable, p € M(E) et f € L*(p)
positive. Alors pour toute mesure v € M(E) :

Hvlu) <400 = HW|f -p)=Hw|p) - /logfdl/ dans | — 00, +00].
En fait, on utilisera plutot la forme symétrique de cette proposition, a savoir
le corollaire suivant :
Corollaire 2.3. Soit (E,£) un espace mesurable, p € M(E) et f € L'(p)
positive. Alors pour toute mesure v € M(E) :

H|f p) <400 = H(u|u)=H(V|f~u)+/logdedans]—oo,—i—oo].

Preuve de la proposition: Soit v = p - p € M(E) telle que H(v|p) < 4o0.
Si v({z| f(xz) = 0}) > 0, alors v n’est pas absolument continue par rapport a
f-petona:

H(l/\f~u):—/10gfdl/:+oo.

Sinon, f > 0 v-presque partout, et v < f - u avec :

dv _p

df-p f
On a alors :

_ 4

HEIf ) = [ og (?> dv

= /(10gp— log f)dv

— H(vlp) - [1ogfdv.
puisque cette derniére expression est bien définie grace au lemme. O



Estimation. On considére ici le cas ou f est & valeurs dans [c,C] avec 0 <
c<(C < +o0.

Proposition 2.4. Dans ce cas, pour tout v € M(E) :
H(y|p) <400 <  H|f u) < +oo,

et :
H(vp) — v(E)log C < H(v|f - 1) < H(v|p) — v(E) loge.

Preuve: En utilisant les résultats du paragraphe précédent, on obtient aisément
la premiére affirmation ainsi que le fait que :

HOIf 1) = Hl) - [log fdv.

Le résultat en découle directement. O

2.1.2 Deésintégration de mesures et entropie

Dans cette section, on va prouver une formule donnant le comportement de
I’entropie par projection des mesures impliquées. Le cadre est le suivant : on
se donne deux espaces polonais munis de leurs tribus boréliennes respectives
(E,€) et (F,F), et une application borélienne = de E dans F. On commence
par énoncer sans démonstration le théoréme de désintégration, puis on donne
un lemme faisant le lien entre désintégration et densités. On s’intéresse alors au
cas de l'entropie.

Théoréme 2.5.

1. Pour toute mesure p € M(E), il existe une famille (1Y) er F-mesurable de
mesures de probabilité sur (E, &) telle qu’on ait la décomposition :

p=mhu @ pY,

c’est o dire que pour toute fonction p € Cp(E) :

[ etomian) = [ ( [etnran) st
-/ ( / so(z)u“@)(dz)) u(d ).

2. Dans le langage de la théorie des probabilités, cette énoncé se réécrit : si (E,E,P)
est un espace de probabilité, on peut considérer l’espérance conditionnelle relati-
vement & la variable aléatoire w. Il existe alors une famille F-mesurable de lois
de probabilité conditionnelles (P(.|r = y))yeF sur (E,E) telle que pour
toute variable aléatoire P-intégrable Y, on ait :

EP[YlTF] = EP(~|7T) [Y] P-p.s.
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Remarque 2.6

Avec les notations du théoréme, respectivement p¥ presque partout et PY
presque sirement, T = y.

Lemme 2.7. Soit v et p deuzr mesures dans M(E). On donne miv@v¥ et mu®
wY leur désintégration par w. Les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

C VK
. iy K< whp et pour whyv-presque tout y, v¥ < pY.
Dans ce cas, on a pour p-presque tout  :

dv, = drfv dvm(@)

= Trea (m@) 3 )

(x). (2.1)

Remarque 2.8

A priori, le deuxiéme facteur du membre de droite de (2.1) n’est pas bien

défini u presque partout. Notons N C F I’ensemble miv-négligeable sur

lequel VY ou pY n’est pas défini, et pour chaque y ¢ Np, notons N, C E

Pensemble ¥ négligeable sur lequel dv¥Y/d p¥Y n’est pas défini. Si x € E, la
dv™@®

quantité m(x) est n’est pas définie si :

ou bien x € 7 (NF),

ou bien x € U (Ny N w_l{y})).
y¢NF

Or :
Iz yng (Nyﬂwfl{y})) /(/]lj\/yduy> mhp(dy) =0,

et p-presque partout sur 1 (Np) :

d v B
Intn (m(x)) = 0.

dy™(®)
d ILW(I)

En définitive, pour u-presque tout x ot (x) n’est pas définie,

d v
dmip

Donc avec la convention 0 x (pas défini) = 0, la formule (2.1) a du sens
p-presque partout.

(m(x)) = 0.

On peut alors décomposer le calcul de I’entropie de la fagon suivante :
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Proposition 2.9. Soient i et v dans M(E). On écrit leurs décompositions
relativement a w données par le théoréeme 2.5 :

p=mhpn @ pY, v=miv v

On a alors :
H(l) = Hrvlmi) + [ HO)miv(dy) (2.2)

En particulier, comme pour touty de F, u¥ et v¥ sont des mesures de probabilité,
par le point 2 du lemme 1.10, H(mfv|rfp) < H(v|p).

Preuve: Siv <K pu.
Soit p la densité de v par rapport a p. Grace au lemme 2.7 :

— miv < wiu, on note g sa densité,
— pour wfu-presque tout y € F, v¥ < p¥, on note p? sa densité,
— p-presque partout :

p(z) =gon(z) p" ().

On a alors :
H(v|p) = /plogpdu
= /g om(z) - p"(x)log (g0 m(z) - p" ) (2)) p(d )

— /g(y)(/py(x) 1og(g(y)-py(w))uy(dw)>ﬂﬁu(dy)

:/gloggdﬂﬁw/(/pylogpyduy>gdﬂﬁu

ce qui est exactement le résultat annoncé.
Si v n’est pas absolument continue par rapport a pu.
Alors encore une fois par le lemme 2.7 :

— ou bien 7fr n’est pas absolument continue par rapport a wiu,
— ou bien ﬁﬁu({y | vY n’est pas absolument continue par rapport a ,uy}) > 0.

Dans les deux cas, le terme de droite dans (2.2) est infini et on obtient le
résultat. O

2.1.3 Entropie par rapport & une mesure produit

On montre ici un résultat qui sera utile & plusieurs reprises dans les pro-
blémes de minimisation d’énergie avec contraintes. Il permet de déduire des
propriétés d’indépendance du minimiseur & partir de propriétés d’indépendance
de la mesure de référence.

Proposition 2.10. Soient (E,&) et (F,F) deuz espaces polonais munis de
leurs tribus boréliennes respectives et soient v € M(E), § € M(F), pn € P(E)
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et v € P(F). On note mg et wp les projections canoniques de E X F sur E et
F. On a alors :

inf{H(nly®0d)|n € P(E x F) telle que gtn = p et mpin = v}
=min{H(n|y® ) |n € P(E X F) telle que nptn = u et npin = v}
= H(p@vly®0) = H(uly) + H(v|0),

et 4 Qv est l'unique minimiseur.

Preuve: L’unicité découle de la convexité du probléme et de la stricte convexité
de V’entropie. Ensuite si n € M(E x F) vérifie mgfln = p et nrtn = v, en
décomposant n = Tgfn ® n° = p ® n° grace & 2.5 et en utilisant (2.2) :

H(nly ® 8) = H(ply) +/H(n”:\5)u(dw)

Or H(.|d) est convexe, donc en utilisant I'inégalité de Jensen ainsi que le fait
facile :

TRin =v = /nzu(dwx
on observe :
H(nly®6) < H(ply) + H(v|6).

De plus, si 7 = p ® v, alors pour p-presque tout = € E, n° = v, et I’égalité est
vérifiée. O

2.2 Etude du probléme de Schrodinger

2.2.1 Notations et cadre

On travaille sur le tore plat de dimension d, T? := R?/Z%, on note \¢ sa
mesure de Lebesgue, et on se donne un réel 7' > 0. On considére ’espace polonais
Q = C(]0,T]; T?), muni de la topologie de la convergence uniforme. Soit R une
mesure de probabilité sur €2 que ’on supposera toujours de I'une des deux formes
suivantes.

1. Ou bien R = Ry ® W7 est la loi du brownien standard partant de la loi
initiale Ry. On parlera alors du cas brownien.

2. Ou bien R = Ry ® C* exp(fOT Dy (wy) dt) - W7, clest & dire que l'on ra-
joute au brownien un potentiel ® que I’on suppose mesurable et borné sur
[0,T] x T¢ (les C* sont simplement des constantes de normalisation de
sorte que les mesures R* := C¥ exp(fOT O, (X;)dt) - W7 soient des lois de
probabilité). On parlera alors du cas avec potentiel.

On appelle R la mesure de référence du probléme de Schrédinger.
Par ailleurs, pour tout I C [0,7], on note Q; := C(I; T%), X := (X;)sej0,7] le
processus canonique et X 'opérateur de restriction de 2 dans €. Les éléments

de € seront en géméral notés w, et ceux de Q; seront en général notés w! ou
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également w 8’il n’y a pas d’ambiguité possible. On note pour chaque t € [0, 7T
et chaque I C [0,7] :

Fi = o(Xy),
Fr=o0(Xss€l),

ol G est la tribu G complétée par les négligeables de R. On rappelle que si
I C [0,T], Fr est la tribu borélienne complétée sur ;. Toutes les proprié-
tés nécéssitant la référence a une filtration (propriété de Markov, propriété de
martingale) seront énoncées relativement a la filtration canonique complétée
(Flo.g)tefo0,17-

Enfin,si P € M(Q),t € [0,T) et I C [0,T], on note P; := X;iP, P; := X {P, et
si0<t; <---<t, <T sont dans [0,T], on note P, . ¢ = (X¢,,..., Xy, )iP.
Dans ce cadre la la propriété de Markov simple se formule de la fagon suivante
grace au théoréme 2.5.

Définition 2.11. Le processus canonique (X;);c[o,7] satisfait la propriété de
Markov simple sous la loi de probabilité P sur €2, et on dit que P est marko-
vienne, si elle satisfait 1’'une des trois propriétés équivalentes suivantes :

. sous P, pour tout t € [0,T[, tout h > 0 tel que t + h < T et toute fonction ¢
mesurable et bornée sur T¢ :

Elo(X¢+n)|Fio,4] est Fi-mesurable,

. pour tout t € [0,T7, il existe un noyau (PZ,),ere sur € tel que pour toute F
mesurable et bornée sur {2 :

[ Feoraa = [ ([ s ) roaa,

On écrit alors :
P = P[07t] ®P§;

. Pour tout ¢t €]0,T[, si P = P, ® PF est la désintégration de P par X, alors pour
X P-presque tout x, P/ est une mesure produit :

PP =Pz, ® PZ,

ot PZ, est une mesure de probabilité sur Q4 N {w; = x} et P, est une
mesure de probabilité sur Qp 7 N {w; = =} (ol on a identifié @ N {w; = x} a
(Qpo,5) N{wr = 2}) X (e, N {wr = 2})).
On écrit alors :

P=P® (PP

Proposition 2.12. Dans les deux cas décrits, la mesure de référence R est
markovienne.
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Preuve : Evidemment, le brownien est markovien. Pour le deuxiéme cas, en no-
tant R := Ro ® W7, on remarque que pour tout ¢ €]0, T, il existe une fonction
ft Flo,s;-mesurable et positive, et g: FJ; r-mesurable et positive telles que :

R = ftgt . R
Comme R et markovienne, en utilisant la représentation 3, on a :
R = fig: - R ® (R;t ® R;)

= a(X)bi(X)) R ® (% Bz s Rgt) , (2.3)

ol pour Rs-presque tout z :
ar(z) = /ftdﬁcgt,
be() :/gtdézt,

de sorte que R: = a¢(X¢)be(Xy) - Ry presque partout, a:(X:) et b:(X:) sont
strictement positif et (2.3) est bien définie. L’équation (2.3) est alors une ré-
présentation de R sous la forme 3 et donc R est markovienne. O

Proposition 2.13. Dans les deuz cas, en écrivant Ryt = Ry ® RT et Ry =
Rr ® RY les désintégrations de Ry sur chacune des coordonnées de T¢ x T,
il existe 0 < ¢ < C tels que :

e < Ry < CXY,
pour Rg-presque tout x, cRy < R} < CRyp,
pour Rp-presque tout x, cRy < R§ < CRy.

Preuve: Il suffit de considérer le cas brownien, car le cas avec potentiel n’est
qu’une modification absolument continue du cas brownien par une fonction f
a valeurs dans [exp(—||®||sT), exp(||®||T)].
Ensuite, si L est le diamétre de T¢, on sait qu’il existe une constante K > 0
telle que pour tout z € T? :

2 T
dexp( L><dWT< K

0T 2r) = dAt T ot

Donc quel que soit Ry € 73('11“1)7 en intégrant par rapport a Rp, on obtient :

1 exp (fL—Q) < d Rr < K
v 27er 21 ) = dAt — 27er
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2.2.2 Présentation du probléme de Schrodinger et pre-
miéres propriétés de ses solutions

Le probléme de Schrodinger peut étre présenté informellement de la fagon
suivante (il a été énoncé par Schrodinger lui-méme en 1931 dans [14] puis dans
[L5]) : on observe un bain de particules dont les mouvements sont indépendants
et décrits par la loi R. On mesure les densités de particule & l'instant 0 et a
Iinstant T, et au lieu de trouver XpffR et XrfR, qui sont attendus par la loi
des grands nombres, on observe g et pur. Quel a alors été le mouvement le plus
probable de chacune des particules ? Les résultats du chapitre 1 nous donne la
réponse suivante : le plus probable est que les mouvements des particules aient
été indépendants, de loi P, ou P est la solution du probléme de Schrodinger
défini ci-dessous.

Définition 2.14. Soient pg et ur deux mesures de probabilité boréliennes sur
T<¢. On dit que la mesure de probabilité borélienne P sur € est admissible pour
le probléme de Schrodinger entre pg et pr et on note P € Adm(po, pr) si :

Py = po et Pr = pr, (2.4)
H(P|R) < . (2.5)

On dit alors que P est solution du probléme de Schrédinger entre pg et pr si
P € Adm(ug, pr) et si pour tout Q@ € Adm(ug, 1), on a :

H(P|R) < H(Q|R).

On fixe désormais pg et ur des mesures de probabilité boréliennes sur T¢.
Commengons par énoncer quelques propriétés du probléme de Schrédinger dé-
coulant directement des propriétés de I’entropie que ’on a décrites.

Propriété 2.15. On a les propriétés d’existence et d’unicité suivantes.

. L’ensemble Adm(ug, ur) est convexe et H(.|R) est strictement convexe. En
particulier le probléme de Schrédinger admet au plus une solution. Si elle existe,
on note cette solution Sol(ug, pr)-

. Le probléme de Schrodinger admet une solution si et seulement si I’ensemble
Adm(po, pr) est non-vide.

Preuve: Le premier point est immédiat. Le second est une application directe
du lemme 1.10. O

Proposition 2.16. Les solutions du problémes de Schréodinger partagent leurs
ponts avec R. En d’autres termes, si P = Sol(ug, ur), en donnant la décompo-
sition de R donnée par le théoréme 2.5 :

R - RO,T ® Rz’ya

on a :
P = PQ,T ® R™Y.
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On a alors :
H(P|R) = H(Po,r|Ro,r),

et Por est l'unique minimiseur de H(.|Ror) dans l’ensemble :
{ne M(T? x T?) telle que w1t = po et mofn = pr}

0w T et my sont les applications coordonnée de T x T4,

Preuve: On se donne P = Sol(uo, pr). L’équation (2.2) donne alors :
H(PIR) = H(ParlRox) + [ (PR Por(da,dy)

> H(Po,r|Ro,r) = H(Po,r ® R™Y

R), (2.6)
Or Py, r ® R®Y € Adm(po, pur). Donc comme P est solution :
H(P|R) < H(Py,r ® R"Y|R). (2.7)
Donc par (2.6) et (2.7) :
H(P|R) = H(Py,r ® R"Y|R),
et comme la solution est unique,
P="Pyr®R"".

Maintenant, les mémes raisonnements que pour le probléme de Schrodinger
permettent de voir que le probléme consistant & minimiser H(.|Ro,r) dans la
classe des mesures de M(T¢ x T¢) qui satisfont m1#. = po et maff . = pr admet
au plus une solution. Or soit § € M(T* x T%) ayant les bonnes marginales.
Alors 6 ® R®Y € Adm(uo, pr), donc domme P est solution :

H(P|R) = H(PO,T‘R()’T) < H(5 [02] RT’y|R) = H(d‘R()’T).
On en déduit le résultat. O

Proposition 2.17. Comme R est markovienne, toute solution du probléme de
Schrodinger est markovienne.

Preuve: On va montrer que si P = Sol(uo, ur) est solution du probléme de
Schrédinger, alors il admet une représentation de la forme 3 grace a la propo-
sition 2.10.

Soit ¢ €]0,T[. Comme R est markovienne, elle admet une représentation de la
forme :

R=R:® (R%; @ R%,).

On désintégre P relativement & X, on obtient :
P=P &P’
Or pour P;-presque tout x, P charge :

QN{we = a} = (Qo,g N{wr = x}) X (Qpe,ry NH{we = 7).
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En notant PZ; := Xjo g#P" et P, := X, 7P, on est dans la situation de la
proposition 2.10 : en utilisant (2.2), on obtient :

H(P|R) = H(PJ|R.) + / H(PF|RZ, ® R%,)Pu(d )

> H(PIR) + [ H(PZ © PEIRE, © R Pid)
— H(P, ® (P, ® PL,)|).

Or on vérifie aisément que P, ® (PZ, ® P%,) € Adm(uo, ur) (ses restrictions
& Flo, et Fpy,1) sont les mémes que celles de P) et P est 'unique solution du
probléme, donc :

P=P ®(PZ,®P%).

2.2.3 Condition d’existence

On va ici donner les conditions sur pg et pu pour que ensemble Adm (po, pr)
soit non vide, et donc pour que le probléme de Schrodinger associé admette une
solution.

Proposition 2.18. Dans le cas brownien comme dans le cas avec potentiel,
Adm(po, pr) est non vide et donc le probleme de Schrodinger admet une solution
si et seulement si H(uo|Ro) < +o0o et H(ur|A?) < +oo.

Preuve: Par la proposition 2.13 et la proposition 2.4, il existe ¢ > 0 tel que pour
tout v € M(T?), H(v|Rr) < 400 & H(v|]\?) < +00, et si tel est le cas :

H(v|Rr) < Hv|AY) — v(TY logec,

et le méme résultat est vrai avec Wt a la place de Rr. Par la proposition 2.16,
il suffit de montrer que :

il existe n € M(T? x T%) telle que :
H (uo|Ro) et H(pr|A%) sont finies < —  mfn = po et mofin = pr,
— H(n|Ro,r) < +o0.

Or s'il existe n avec les bonnes marginales et H(n|Ro,r) finie, par la proposition
2.9,0n a:

H(po|Ro) < H(n|Ro,r) < +o0,
H(ur|Rr) < H(n|Ro,r) < +oo et done H(pur|A?) < +oc0.

Réciproquement, si H (pio|Ro) et H (7| \%) sont finies, alors jo®pr a les bonnes
marginales et en utilisant la formule (2.2) :

H(MO ® MT|R0,T) = H(M0|R0) + /H(MT|W$)N0(C1$)

< H(po|Ro) + po(T) (H (pr|Aa) — pr (T*) log c)
< +o0.
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2.2.4 Caractérisation des densités des solutions par rap-
port a la mesure de référence

On va voir dans cette section que la propriété de Markov de la mesure de
référence permet de montrer a peu de frais que les solutions du probléme de
Schrédinger sont de la forme :

P = fo(Xo)gr(X1) - R. (2.8)

Théoréme 2.19. Soit P = Sol(uo, pr) une solution du probléeme de Schridin-
ger. Alors il existe deux fonctions mesurables et positives fo et gr telles que :

/fo(Xo)gT(XT) dR=1,

et telles que :

P = fo(Xo)gr(Xr) - R.

Preuve: Tout d’abord, comme H(P|R) < 400, P a une densité par rapport a
R et grace a la proposition 2.16 et le lemme 2.7, R-presque partout :

dl(w)_ dPor
dRY™ "~ dRor

(Xo(w), XT(OJ)) .

On note pour Ry, r-presque tout (z,y) :

d P
p(mvy) = ﬁ(% y)7
de sorte que :
P = p(Xo,XT) - R. (2.9)

Ensuite, on choisit ¢ €]0,T[. On utilise la décomposition 3 des processus de
Markov. On obtient :

R=R ® (RZ, ®R%,) et P=P®(P:QP).
En utilisant des propriétés simples des désintégrations, on aboutit & :
Roir =R ® (R(Z) ® R;) et Pyt =P ® (Poz ® P;),

ol Qf = Xo#QZ; et Q7 = X7§Q%, pour Q = R et P. Ceci n’est autre qu'une
formulation possible de la relation de Kolmogorov-Chapman.
Or par (2.9), on a :

Py 1

pour Ro: r-presque tout (z, z,y), )
0,t,T

(m7zvy) zp(a:,y). (2'10)

Maintenant en utilisant le lemme 2.7 et le fait que la densité d’une mesure
produit par rapport & une mesure produit soit le produit des densités sur
chaque coordonnées, on voit que :

— P, < Ry, on note f; la densité associée,
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— pour Pi-presque tout z, Pi < R§, on note f§ la densité associée,
— pour Pi-presque tout z, P7 < R%, on note f7 la densité associée,

— en utilisant (2.10), pour P;-presque tout z :
pour Rj ® Rr-presque tout (z,y), p(z,y) = fi(2)f5 (x) fr(y). (2.11)
Donc en choisissant un z satisfaisant (2.11) et en posant par exemple :

fol) := fe(2)fo(x) et gr(y):= fr(y),

on obtient (fo,gr) bien défini R§ ® R7-presque partout, et satisfaisant pour
R§ ® Ri-presque tout (x,y) :

Jo(z)gr(y) = p(z,y).

Pour conclure, il faut avoir cette égalité Ro r-presque partout. Pour ¢a, il suffit
de voir que :
Ror < R ® RT. (2.12)

On le montre pour R:-presque tout z dans le cas brownien, le cas avec poten-
tiel en découlera directement puisque la mesure de référence dans le cas avec
potentiel est équivalente au brownien de méme loi initiale. Il suffira de chan-
ger éventuellement z afin que (2.11) et (2.12) soient toutes deux valides pour
obtenir le résultat.
Comme on sait qu’alors Ro, 7 est équivalente & Ry ® Ad, il suffit de montrer
le méme résultat pour R§ ® R%. On écrit (2.1) pour Ro.r relativement a
Ro ® A\ @ A% en projettant sur la seconde coordonnée, ce qui donne pour
Ro ® A* ® A-presque tout (z, z,y) :

%(%Z,y) — dR; (2) M(%y)'

0 ®@AT® A dA dRo® A

Le résultat est donc une conséquence du fait que la densité de R; relativement
a A% soit minorée par un réel strictement positif. O

On va maintenant donner deux remarques sur les fonctions fy et gr. D'une
part, fo et gr sont déterminées par P a multiplication par un scalaire prés,
d’autre part, une fois connues f et g, on peut calculer les densités de mesure-
images de P et fonction de fy, gr et des mesure-images de R. On verra enfin
que si P est de la forme (2.8), alors il minimise ’entropie entre ses marginales.

Unicité de fo et gr. Supposons qu’il existe (fo, gr) et (h, k) deux couples
d’applications mesurables positives telles que :

P = fo(Xo)g(Xr) - R = h(Xo)k(Xr) - R.
Cela signifie que pour Ry p-presque tout (z,y) :
fo(z)gr(y) = h(z)k(y). (2.13)

En particulier, en notant Ry = Ro ® R} la désintégration de Ry par la
premiére coordonnée, pour Ry-presque tout x, on a :

pour Ri-presque tout y,  fo(z)gr(y) = h(z)k(y). (2.14)

En choisissant un z¢ € T¢ qui vérifie chacune des trois propriétés suivantes :
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— h(zo) > 0 (vrai Py-presque partout d’aprés la formule & venir (2.15)),
— D’énoncée (2.14) est valide (vrai Ry-presque partout),

— la mesure marginale R’ est équivalente & Ry (vrai Ro-presque partout
par les propriétés du brownien),

alors on voit que pour Rp-presque tout y :

k(y) = f(f;)) -gr(y) = a-g(y).

De la méme fagon, on voit qu’il existe 8 tel que pour Ry-presque tout z :

h(z) = - fo(x).

Maintenant, comme (2.13) est valide Rg p-presque partout, o - 5 = 1 et on
obtient la proposition suivante.

Proposition 2.20. S’il eziste des applications mesurables et positives fo et gr
telles que :

P = fo(Xo)gr(Xr) - R,

alors le couple (fo(x),1/gr(y)) € [0, +00[x]0, +00] est unique ¢ multiplication
par un scalaire strictement positif prés dans la classe des applications mesurables
positives modulo 1’égalité Ry @ Rp-presque partout.

dP;
Calcul d
alcul de dR,

des calculs d’espérance conditionnelle. Si ¢ est une application mesurable et
positive sur T4 et si t € [0,7], on a :

Ep[p(Xe)] = Erlp(X¢) fo(Xo)gr(Xr)]
= Ex|¢(X) Erlfo(Xo)lFi] Erlgr(Xr)| ).

Comme fj et gy sont mesurables et positives, on peut faire

de sorte qu’en définissant pour R;-presque tout x :
fi(@) :=Eg[fo(Xo)| Xy =a] et gi(z) = Erlgr(Xr)| X, = x],
on a pour R;-presque tout x :

d P;
d R,

(z) = fi(@)ge(z).

En prenant ¢ successivement égal a 0, et T, on obtient le systéme de Schro-
dinger :

d po
d Rg
dpr
d Rr

pour Ro-presque tout , () = fo(@)Erlgr(X1)|Xo = ],

(y) = gr(Y)Er[fo(Xo)| X7 = y].

(2.15)
pour Rp-presque tout y,
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La formule (2.8) caractérise les solutions du probléme de Schrédinger.
On se donne maintenant f et g deux applications mesurables positives telles
que :

Er[f(Xo)g(XT)] =1,

et on pose :
P .= f(XO)g(XT) - R.

On définit alors :
wi=XofP et v=XrfP.

Proposition 2.21. Pour tout Q telle que XofQ = p et Xp4Q =v, on a :
H(P|R) < H(Q|R).
Cette entropie peut en revanche étre infinie.

Avant de prouver ce résultat, faisons une remarque sur ’ensemble des solu-
tions de (2.15).

Remarque 2.22

II est assez remarquable de constater que les propriétés 2.15, la proposi-
tion 2.18, le théoréme 2.19 et la proposition 2.21 montrent que lorsque
H(po|Ro) < +oo et H(ur|\Y) < +oo, alors I'équation (2.15) admet une
solution, unique au sens de la proposition 2.20. De plus, cette unique solu-
tion (f,g) satifait :

Er[f(Xo)g(Xr) log (f(Xo)g(Xr))| < +oc.

Prouvons maintenant la proposition. Commengons par un lemme qui se prouve
facilement grace a la stricte convexité de x log z.

Lemme 2.23. Avec la convention 0 x log0 = 0, pour tous x et z dans [0, +00],
on a :
zlogx —x+ 2z > xlog 2,

avec €égalité si et seulement si z = x.

Preuve de la proposition: Gréace a la proposition 2.16, il suffit de montrer que
siy € P(T¢ x T?) a pour marginales p et v, alors :

H(y|Ro,r) > H(f ® g Ro,r|Ro,T),

ou f@g(w,y) := f(x)g(y)-
Si H(7y|Ro,r) est infini, le résultat est vrai. Sinon, soit p la densité de 7 par
rapport a Ro 7. Grace au lemme, on a Ro, r-presque partout :

plogp—p+ f®g>plogf®yg.
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En particulier, comme le membre de gauche est Ry r-intégrable, d’intégrale
H(~|Ro,r), la partie positive du membre de droite est d’intégrale finie, donc
lintégrale du membre de droite a un sens dans [—o0, +oo] et :

/plogf ®gdRo,r < H(v|Ro,T).

11 suffit donc de montrer que :

/plog‘f@ngo,T:/f®g10gf®ng07T:H(P|R). (2.16)

Posons pour Rp-presque tout x :

a(e) i= 44 (2) = f@)x [ ) Ri(dy),

ou Ro,r = Ro ® RT et de la méme fagon pour Rr-presque tout y :

5w = S =) x [ f@RAa),

ot Ro,r = Rr ® RY. Grace a la proposition 2.13, on voit qu’alors f est Ro-
intégrable, g est Rp-intégrable, et il existe K > 0 tel que :

f<Ka et g<KpB. (2.17)

En particulier, (log f)— est u-intégrable, (logg)— est v-intégrable, et les inté-

grales :
/logfdu et /loggdy

existent dans | — oo, +00]. Pour tout i € P(T¢ x T¢) ayant pour marginales
et v, on a alors :

J1ossau+ [1oggdv = [1ogs@mdz,ay) + [loggtun(dz.dy)
— [ (to5.£(@) +1ogg())n(dz,dy)
:/logf®gdn.

L’équation (2.16) est une application de cette derniére égalité & Py 1 et y. O

Remarque 2.24

Rappelons nous pour la suite que les inégalités (2.17) nous indiquent gra-
tuitement f € L'(Ry) et g € L*(Rr).

2.2.5 Théorie de Girsanov et vitesse de Nelson d’un pro-
cessus d’entropie finie

Le théoréme de Girsanov permet d’interpréter I’entropie minimale dans le
probléme de Schrodinger entre pg et pur comme ’action minimale (au sens de

o1



la mécanique lagrangienne) qu’un systéme de particules suivant des trajectoires
browniennes (ou browniennes avec potentiel) doivent dépenser pour passer d’une
densité o & une densité pr en temps 7. Evidemment, ce n’est pas réellement le
lagrangien, et donc 1’énergie cinétique que 1'on calcule, puisque les trajectoires
browniennes n’admettent pas de dérivée. Il faut donc remplacer la notion de
vitesse d’une trajectoire par celle de vitesse de Nelson d’un processus, introduite
dans le livre [13]. Lorsque le processus est markovien, on a un lien explicite entre
le générateur et la vitesse de Nelson. On commence par définir la vitesse de
Nelson d’un processus, et on donne la forme qu’elle prend lorsque le processus
est markovien. On démontre ensuite une version du théoréme de Girsanov dans
le cas ou les deux mesures en jeu ne sont pas équivalentes. On donne enfin le
corollaire faisant le lien avec la mécanique lagrangienne.

Vitesse de Nelson d’un processus de Markov

On se place dans (2, G, (Gjo,4))te[0,), P) un espace de probabilité filtré.

Définition 2.25 (Vitesse de Nelson d’un processus a valeurs dans R?). Soit
(Zt)tejo, 1) un processus (Gjo 4))-adapté & valeur dans R¢ tel que pour tout temps
t € [0,T], la variable Z; soit dans L' (P).

Soit ¢t € [0,T]. On dit que Z admet une vitesse de Nelson en ¢ si la limite :

Zivn — 2y
h

h—0t

a; := lim E{

g[O,t}]

existe en un sens qui conserve les propriétés de mesurabilité. La variable aléatoire
a; & valeurs dans R? est alors Glo,)-mesurable, et s’appelle la vitesse de Nelson
de Z en t.

Remarque 2.26

Dans cette définition, on pense & la convergence presque siire, aux conver-
gences fortes ou faibles dans les espaces LP... Dans la suite, en général, la
limite sera une limite faible dans L?.

Définition 2.27 (Vitesse de Nelson d’un processus a valeurs dans T%). Soit
(Z)teo,r) un processus continu (Gyo 4)-adapté a valeur dans T?. Si un reléve-
ment Y de Z est tel que pour tout t € [0,T], Y; € L1(P), et si pour t € [0,7T],
Y admet a; vitesse de Nelson en t, alors c¢’est vrai pour tous les relévements de
Z. On dit alors que Z admet a; pour vitesse de Nelson en ¢.

Proposition 2.28. Avec les notations de la définition précédente, si le processus
Z est markovien, & valeurs dans R? ou T?, et s’il admet a; pour vitesse de
Nelson en t € [0,T], alors a; est o(Z;)-mesurable. Il existe donc une application
mesurable v, de R ou T? ¢ valeur dans R? telle que :

ay = Ut(Zt).
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Preuve: Supposons que 'on soit dans la situation ou les processus de Markov
sont définis par la définition 2.11, ce qui sera toujours le cas dans la suite (c’est
a dire que Z est a trajectoire continue et que la filtration est sa filtration cano-
nique completée), et supposons que Z est a valeurs dans R? (ce qui est toujous
possible quitte & le remplacer par un relévement). Alors par la caractérisation
1 des processus de Markov, pour tout h > 0 :

Zssn — 2,
E [7”2 ! g[O,t]:|

est o(Z:)-mesurable, ce qui donne le résultat. O

Une version du théoréme de Girsanov

On se donne comme point de départ le lemme suivant directement issu du
chapitre 5 de [11]. On utilise le fait que 'on se soit placé sur I'espace canonique
et que la filtration que l'on regarde (Fo4)¢efo,r) s0it la filtration canonique
complétée. Notre mesure de référence R est toujours dans I'un des deux cas
décrits a la section 2.2.1.

Lemme 2.29. Soit P € P(Q) telle que P < R. Le processus défini pour tout
t €1[0,7T] par :

dP|7,.,

dR|7,,

est une R-martingale uniformément intégrable et continue (quitte a la remplacer
par une modification). De plus, si T est un temps d’arrét inférieur a T et si Fjo 5
est la tribu du passé avant l'instant T, alors :

Dt =

A partir de la, on choisit une mesure P < R dans P(2) et (Dy)¢cjo,7) comme
dans le lemme précédent. On décrit la démarche qu’il faut effectuer pour passer
des R-martingales locales aux P-martingales locales. On I’exprime en une série
de lemmes.

Lemme 2.30. Soit (X¢)e[o,1] un processus adapté a trajectoires continues telles
que (X¢Dy)iepo,m) soit une martingale locale sous R. Alors (Xt)epo,r) est une
martingale locale sous P.

Preuve: Soit (7,,) une suite de temps d’arrét qui réduit la R-martingale locale
(X¢Dt)tepo,r)- Comme R-presque stirement, (7,,) stationne en T, et comme
P < R, (tn) stationne en T" P-presque strement. Il suffit donc de montrer
que (Xtnr, )icfo,r] est une P-martingale. Or si s < ¢ et si ¢ est une variable
aléatoire Fjg s)-mesurable :

Ep[Xinr, ] = Ep [Xinr, Ep[0| Flo,snrn)]]

=Er [Xt/\th/\Tn Ep [50‘]:0 SATR] ”
= ]ER[ SATh, s/\‘rnEP[@U:[O s/\‘rn]H
= Ep [XonraEp[¢1Fi0,5n7,1]]
=Ep[Xsnr, ]
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On définit maintenant la suite de temps d’arrét :
« . 1
Vn € N*, «y, = inf th‘Dtgf ,
n

avec la convention inf() = 7T'.

Lemme 2.31. La suite (o) stationne P-presque sirement en T, et P-presque
stirement, Dp > 0. En particulier, comme les trajectoires de (Dy);eo,1) sont
continues, P-presque stdrement :

inf Dy > 0.
t€[0,T]

Preuve: Comme (o) est croissante, (o) stationne en T si et seulement si il
existe n tel que a,, = T'. Or la suite d’ensemble ({a, < T})nen+ est décrois-
sante, et pour tout n € N* :

P(an < T) = Eg[Da, 1{a, <T}]

)

1 1
=Er |:7l{an<T}:| < -
n n

ou on a utilisé le fait que {a, < T} € Fg,qa,,] €t le lemme 2.29.
En conséquence :

P(U{an—t}>—1—P<U{an<T})

neN* neN*
=1— lim Pla,<T)

n—-+oo
=1.
Le fait que D7 > 0 P-presque partout est trivial. O

Lemme 2.32. Comme (D¢)ic(o,1) est continu et adapté (donc progressif), on
donne pour chaque n € N* le processus défini pour tout t € [0,T] :

tAa, dDS:|

L? = ]l{an>0} |:10g Dy +A D,

(L?)te[O,T] est une martingale locale et R-presque sdrement, pour tous entiers
0<n<mettouttel0,T)] :

LY =10, >0y Lina, - (2.18)

Enfin, pour chague n € N*, on a R-presque sdrement sur {a, > 0} : pour tout
te€0,T7],

1
Dipa, = exp (Li = 5(L"):). (2.19)
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Preuve: La variable aléatoire Tia,>0} log Do est Fp-mesurable, et :

tAan dl)9 t ]1{& >O}]l{s<a }
1(a 2= [ Aemziiotimenl g p,
{ n>0}/O D. /0 D. s

ot (I{a,>0}L{s<an}/Ds)sclo,r] €st un processus progressif et borné.

La seconde affirmation est une conséquence des propriétés de lintégrale sto-
chastique et du fait que a, < am,.

Posons R™ := R(.|an > 0) (qui est bien défini & partir d’'un certain rang
puisque R(an > 0) = R(Do > 0) > 0). Sous R"™, (log Dinay, )tejo, ] €St une se-
mimartingale continue, et d’aprés la formule d’It6, R"-presque stirement pour
tout ¢ € [0, 7] :

t d Dona 1 [P d(D. nay)s
log Dipe, = log D —Z8A%n ok AL 7 A8
og Dinay, og Do + y Dare, 2/0 D2

SAQnp
tAa tAa
"dD, 1 " d(D),
= 10g Do —|—/ — 7\/‘
0 Ds 2/, D3

n 1 n
= Lt — §<L >t-

O

Posons « := sup,, &, = inf{t|D; = 0} et I l'intervalle aléatoire égale a @ si
a =0, [0,a] si (a,) stationne en o # 0 (ce qui n’est possible que si o = T'), et
[0, o[ sinon. Les résultats précédents permettent de définir R-presque stirement
pour tout t € I :

Ly= lim L7,
n—-+oo

puisque (L}) est alors une suite stationnaire. On constate que R-presque stire-
ment sur {a, > 0}, pour tout ¢ € [0,T] et pour tout n € N* :

n o __
Lt - Lt/\anv

et que P-presque siirement :
LO = 10g Do.

Théoréme 2.33 (Théoréme de Girsanov). Le processus (Lt)iepo,r) est bien
défini P-presque stirement, et c’est une semimartingale continue sous P dont
la partie martingale est le processus L — (L). De plus, si (My)icjo,r) est une
martingale locale & valeur dans R (ou R?) sous R, alors M — (L, M) est une
martingale locale sous P.

Enfin, P-presque sirement pour tout t € [0,T) :

1

Dt = exp (Lt - §<L>t), (220)
de sorte que pour tout t € [0,T7] :
1
Pl = Tip,so0y exp (L = (L)) - Rl -
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Remarque 2.34

Dans la preuve suivante, quand rien n’est signalé, les crochets sont calculés
sous R pour les semimartingales de R. Par contre, on montrera que les se-
mimartingales de R sont des semimartingales sous P. Il découle alors du fait
que P < R et de la caractérisation du crochet par une limite en probabilité
que les crochets sous P et sous R coincident P-presque siirement pour tout
t. D’autre part, le processus L n’est pas une semimartingale sous R. Son
crochet sera donc calculé sous P.

Preuve: (L:)ic[o,1) est bien défini P-presque stirement grace au lemme 2.31. On
montre en premier lieu que si (My);c[o,1] st une R-martingale locale et n € N*,
alors le processus (A¢ := Mina, — (L™, M ray,))tefo,r] est une P-martingale
locale. Par le lemme 2.2.5, il suffit de vérifier que AD est une R-martingale
locale. Comme A et D sont des R-semimartingales continues, par la formule
d’Ito6, AD Vest également on observe que sa partie a variation finie V' vérifie :

AVi = (D, M. e, )t — Ded(L™, M _po )
_ d(D, M),
= Lica, (A(D, M): = D, > )

=0.

On a donc le résultat annoncé.

On montre maintenant que L est une P-semimartingale et que L — (L) est une
P-martingale locale. D’aprés ce qui vient d’étre fait, le processus L™ — (L™) est
une P-martingale locale. Or d’aprés I’égalité 2.18, on a R-presque siirement et
donc P-presque stirement pour tout ¢ € [0,T] et 0 <n < m :

(L™ )tnan = (L")z.
Donc P-presque siirement, on peut définir pour tout ¢ la limite stationnaire :

Vii= lim (L"),
n—+oo
et on vérifie que V' est un processus a variation finie et que P-presque sirement
pour tout ¢t € [0, 7] :
Vinan = (L")t

On déduit alors que le processus arreté (L—V') . aa,, est une P-martingale locale,
et par un résultat classique des martingales locales, L —V est une P-martingale
locale. En particulier, L est une semimartingale sous P, et son crochet vérifie
P-presque strement pour tout ¢ € [0,7] et tout n € N* :

(L)tran = (L")t = Viran,

donc (L) = V et la partie martingale locale de la P-semimartingale L est
L—(L).

Montrons maintenant que si M est une R-martingale locale, alors M — (L, M)
est une P-martingale locale. Il suffit de vérifier que pour tout n € N*, le
processus arrété M aa,, — (L, M) aa, est une P-martingale locale. Mais :

M-/\an - <L7M>~/\04n = M-/\an - <Ln7M<Aan>7
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et on a déja vu que ce dernier processus était une P-martingale locale. On a
donc le résultat.

Il reste & prouver ’égalité (2.20), mais c’est une conséquence directe de ’égalité
(2.19). O

Lien avec I’entropie
On se place dans le cas brownien R = Ry ® W® ot Ry € P(T?).

Théoréme 2.35. Soit P € P(Q) tel que H(P|R) < 4o0. Alors il existe un
processus progressif (bt)iejo,r] € L2([0,T] x Q, P ® dt;R?), appelé drift de P,
tel que sous P, le processus canonique soit solution de l'équation différentielle

stochastique :
dX; =b,dt+d By,

ot (Bt)iejo, 1) est un mouvement brownien relativement a la filtration canonique

sous P.
T
/ |be|?dt
0

On a alors :

De plus (b¢)icjo,r) est la vitesse de Nelson de X sous P. En conséquence, si P
est markovienne, pour tout t € [0,T], by est Fy-mesurable et il existe donc un
champ de vecteurs v, mesurable sur T? tel que :

H(P|R) = H(Py|Ro) + %]Ep . (2.21)

bt = ’Ut(Xt).

L’équation (2.21) se reformule alors :
1 r )
H(P|R):H(PO|RO)+§]EP e (Xe) |7 dt
0

T
= H(Po|Ro) + / / o ()2 Py(d ) dt.

En particulier, (v¢)ieo,r) € L*([0,T] x Q,dt ® Pi;RY).

Remarque 2.36

Ce théoréme n’est pas sans rappeler la mécanique lagrangienne. Il permet de
voir I’entropie d’un processus par rapport au brownien comme une entropie
initiale plus une sorte d’énergie cinétique (ou énergie cinétique moyenne)
dépensée au cours de ’évolution du systéme. La solution au probléme de
Schrédinger entre pg et pur est donc le processus évoluant de I'état pg a
Pétat pr en dépensant le minimum d’énergie cinétique possible.

On comprend alors bien pourquoi le cas avec potentiel est nommé ainsi.
En effet avec les notations du théoréme, en utililisant la formule (2.1.1), on
a dans le cas avec potentiel, a I'addition d’une constante prés (le log de la
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constante de normalisation et une entropie initiale) :

/OT GWXW - @(Xt)) dt] .

On reconnait cette fois une sorte de lagrangien dépensé au cours du mou-
vement. La solution au probléme de Schrédinger entre py et up est donc le
processus évoluant de I’état ugy a I’état up avec une action (intégrale tempo-
relle du lagrangien) minimale.

H(P|R) =Ep

Preuve: Montrons d’abord que si H(P|R) < 400 et si L est construite comme
dans le paragraphe précédent, alors la P-martingale locale : L — (L) est en fait
une vraie martingale uniformément intégrable, et donnons une formule liant
P’entropie & L. Montrons d’abord :

Ep[|log Do|] < 400,
Ep[(L — (L))z] = Ep[(L)1] < +oo.

Pour la premiére inégalité :
2 2 2
Epl|log Dol] < 2 +Epllog Do] = 2 + H(P|Ro) < - + H(PIR)

par la proposition 2.9.

Pour la seconde, soit (7,,) une suite de temps d’arréts qui réduit L — (L) et tel
que (L), soit P-presque sGrement inférieur & n. On a, en utilisant la propriété
de martingale de L — (L), la formule (2.20) et I'inégalité de Jensen condition-
nelle :

%Ep[(L)T] < liminfEp B@H}
- 5o

= liminfEp[log D, ]

n——+oo

= liminf Er[D-, log D, ]

n——+oo

= liminfEp |:L7n

n——+oo

S ER[DT IOg DT]
= H(P|R) < +o0.

On en déduit que Lt — log Do — (L) est une vraie martingale issue de 0,
bornée dans L?(P) et donc que L — (L) est une vrai martingale uniformément

intégrable.
De plus :
1 1
Ep l:lOgDo + §<L>T:| =Ep [LT — §<L>T:| — EP[LT — IOgDo — <L>T]

—Ep [LT - %(L>T]

= Ep[log Dr] = H(P|R),
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c’est a dire :
H(PIR) = H(Po|Ro) + SEp[(L}1]. (2.22)

On utilise maintenant le théoréme de représentation des martingales locales
pour représenter les R-martingales locales L™ construites dans la preuve précé-
dente comme des intégrales stochastiques contre le R-brownien X. On obtient
donc pour chaque n € N* un processus progressif (b')icjo, 1] & valeurs dans R?
tel que R-presque stirement :

T
/ b2 ds < +o0,
0
et R-presque strement, pour tout ¢ € [0,7] :
t
Ly :Lg+/ b d X,
0
Maintenant, si 0 < n < m, par (2.18), R-presque stirement, pour tout ¢ € [0,77] :

t tAap
/ b?~dXs=/ ]l{an>0}b;n-dXs,
0 0
et donc par les propriétés de I'intégrale stochastique, R®d t presque stirement :
bt = Lpicanybi™
P ® d t-presque siirement, on peut donc définir la limite stationnaire :

by := lim by.
n——+oo

C’est encore un processus progressif localement bornée. De plus, P-presque
stirement :

T
/ bs]* d s < 400,
0

et P-presque siirement, pour tout ¢ € [0,7] :
tAan
L?:L{}—i—/ by - d X..
0
Quand n tend vers 'infini, on obtient P-presque stirement pour tout ¢ € [0, 7] :

t
Li = log Do +/ bs - d Xs.
0
On en déduit que :
t
we= [ s,
0
et le fait que (L)7 soit P-intégrable implique que :
(be)ieo.r) € L([0,T] x Q, P ® dt;RY),

et :

Ep[(L)r] = Ep UOT |bt\2dt] .
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Associée a la formule (2.22), cette égalité donne bien :
1 e
H(P|R) = H(Ps|Ro) + 5 Er 16> dt] .
0

Soit maintenant Y un R-brownien & valeurs dans R? relevant X. Appliquons
le théoréme 2.33 & Y. On obtient que :

Bi=n(Y =Yy —(L,Y)) = X, — Xo — n({L, X)¢)

est une P-martingale, et comme son crochet est ¢ -1d, par un théoréme de Lévy,
c’est un P-mouvement.
Ensuite, par la définition de B, P-presque stirement, pour tout ¢ € [0,7] :

. t
Bt:Xt—Xg—w<(/ bs-dXS7X)t) :Xt—Xo—w</ bsds>.
0 0

Donc sous P, le processus canonique vérifie bien 1’égalité annoncée.

I1 reste & montrer que (bt)c(o,7) est la vitesse de Nelson de X sous P, la
fin de I’énoncé étant alors une conséquence directe de la proposition 2.28.
Premiérement, comme (b;) € L*([0,T] x Q, dt® P), pour presque tout ¢ € [0, 7],
b; € L?(P), et quitte & remplacer b; par 0 quand ce n’est pas la cas, on peut
supposer que c’est le cas pour tout ¢.
Deuxiémement, on montre que pour presque tout ¢ € [0, 77 :

1 [t+h
f/ bsds — bt
t

h h—0t

pour la topologie faible de LQ(P). Pour cela, il suffit de constater que si la
variable aléatoire a € L*(P), la fonction :

t
Ya : t»—)/ Eplabs]ds
0

est & variation finie. Donc pour presque tout ¢ € [0, T, 7, est dérivable et sa
dérivée vérifie :

1 [trh
o) = Eplab] = lim E/ Ep[abs]ds
t

h—0Tt
1 [t+h
= lim Ep {af/ bs ds].
h—0t h J,

On conclut alors par séparabilité de L?(P).
Enfin, on remarque que si Y reléve X, t € [0,T[et h > Oest telque t+h < T':

1 t+h
f[o,t]} = Ep [ﬁ/t bods

et comme l'espérance conditionnelle est continue pour la topologie faible de
L?, on obtient le résultat. O

Y, —-Y;
Ep { t+hh t

I[O,t]:| )
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2.2.6 Equations aux dérivées partielles satisfaites la vi-
tesse de Nelson des solutions au probléme de Schro-
dinger

On se redonne maintenant une solution du probléme de Schrédinger, c’est &
dire une mesure markovienne P € P(Q) de la forme :

P = fo(Xo)gr(X7) - R,

d’entropie finie. On va voir que dans le cas ol gr et ¢ sont réguliéres, on sait
exprimer la vitesse de Nelson de P en fonction de gr, et qu’elle satisfait une
équation aux dérivées partielles. On se place dans le cas avec potentiel. On fait
toutes les hypothéses qui nous permettent de faire les calculs facilement, méme
si ce résultat est valable dans un cadre bien plus large. Les hypothéses que 'on
fait sont les suivantes :

— ¢ est C? sur [0,7] x T,
— gr est C? sur T¢,
— gr est strictement positif sur T<.

On dispose de W la loi d’un brownien (dont la condition initiale s’exprime en
fonction de ¢) et d’'une constante C' > 0 telles que :

T
P = Cfo(Xo)gr(Xr)exp (/o ¢t(Xt)dt> W (2.23)

Laloi P est donc un processus de Markov de loi absolument continue par rapport
au brownien W et :

H(P|W) = H(P|R) +Ep

T
/0 @(Xt)dt] logC,

qui est bien finie car H(P|R) l'est. Les théorémes 2.33 et 2.35 nous fournissent
donc Dy € LY(W) et (v¢)sepo,r) € L*([0,T] x Q,dt ® P;;R?) tels que pour tout
t € [0,T], en notant Dy la densité de P par rapport a W sur la tribu Fg 4, on
ait P-presque stirement (en utilisant la formule d’It6 pour la deuxiéme ligne) :

t 1 t
Dy :DOGXP (/ US(XS>'dXs_ 5/ |U5(XS)2dS>
0 0

t s
:DO+D0/ exp (/ vu(Xu)-qu—%/ |vu(Xu)2du) vs(X,) - d X,
0 0 0
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Or par Péquation (2.23), P-presque sfirement (méme R-presque slirement), en
utilisant la formule d’It6 pour la deuxiéme ligne :

Dy = Cfo(Xo) exp ( / ¢S<Xs>ds) 0e(X))
= C fo(Xo0)g0(Xo)

+ C'fo(Xo) /Ot exp (/OS Pu(Xu) dU> {8595 + %Ags +gs¢s:| (Xs)ds

+ Cfo(Xo) /Ot exp (/O u(X) du) Vgo(Xs) - d X,

exp (/t ¢u(Xu)dU> gr(Xr)

La formule d’Itd est bien valide car on peut vérifier que la régularité de ¢ et gr
se transmet & g, de sorte que g est C2 sur [0, T] x T¢.

On vérifie alors que l'unicité de la décomposition des semi-martingales sous P
entraine que pour presque tout t € [O7 T] et P;-presque tout x :

Vgi(z) = ge(x)ve(w),
0u9u(2) + 380u(2) = —u(w)gs(0).

ou :

gi(x) = Ew

tha:].

En fait, comme P; est équivalente a la mesure de Lebesgue, et comme ¢ et
¢ sont réguliéres, la deuxiéme équation est valide partout. Maintenant, g est
strictement positif partout sur [0,7] x T¢, donc 9; := logg; est bien défini,
Y est C? sur [0,T] x T?, et satisfait au sens classique I'équation aux dérivées
partielles :

{ O + 5|V + 5 A% = — oy, (2.24)

d)T = log ar.

Il existe une unique solution & cette équation.
De plus, pour presque tout (¢,z) €]0, T[xT¢, la vitesse de Nelson de P satisfait :

v(z) = Ve ().
En définitive, dans ce cadre, la solution au probléme de Schrédinger se construit
de la fagon suivante :
— on résout le systéme (2.15) pour obtenir gr,
— on résout I’équation aux dérivées partielles (2.24) pour obtenir 1,
— la solution au probléme de Schrodinger est alors la loi de la solution de
I’équation différentielle stochastique :
dX; =d By + Vi (Xy) d i,
Xo ~ po-
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De plus on a une réciproque que ’on n’énonce pas non plus dans le cadre le plus
général. Prenons ¢ continue sur [0, 7] x T?, et supposons que I'on dispose de
une solution classique C? a 1’équation aux dérivées partielles :

1 1
O + §|V7f]t|2 + §A1/1t = —¢y. (2.25)

Alors quelque soit o € P(T?), la loi P de la solution & I’équation différentielle
stochastique :

dX, = d B, + Vi (X,)dt,
Xo ~ po-

est solution au probléme de Schrédinger entre ses marginales par rapport a la

mesure de référence :
T
R:=Cexp / Gi(Xy)dt | Wy,
0

ot Wy, est la loi du brownien partant de p, et C est la constante de normali-
sation. En effet, il est bien connu que dans ce cadre :

T 1 T
P = exp (/ Viby (Xy) - d Xy — 5/ (Ve (Xo) [P dt | W,
0 0
Or par la formule d’Ito6, en utilisant (2.25) :
T 1 T T
vr(Xe) ~vo(X0) = [ Vo) -dXe— 3 [ [wux)Pdi- [ e
0 0 0

En conséquence :

P = Cexp(¢r(Xr)) exp(—to(Xo)) R,

qui est bien de la forme (2.8).
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Chapitre 3

Probléme de Schrodinger
iIncompressible

3.1 Présentation du probléme de Schrodinger in-
compressible

On garde les notations du chapitre 2, mais cette fois, pour z € T¢, on note R*
la loi du brownien partant de z, et R := A% ® R® la loi du brownien réversible.
Evidemment, on a alors R; := X;#R = \¢ pour tout ¢ € [0,7], et sous R,
(Yi)ieio.r) = (X1—t)tejo,r) @ également pour loi R. On se donne une famille
mesurable de lois (u®),cpa sur T? telles que :

/,md(d z) = A%
On considére un systéme de particules dans le tore modélisé de la fagon suivante.
Pour chaque z € T%, on modélise le mouvement de la particule partant de x
par la loi P* d’un processus admissible pour le probléme de Schrodinger entre

0, et u®. De plus, on suppose que les particules intéragissent de telle sorte que
(P*)4eTa soit mesurable et pour tout ¢ € [0,77] :

/P:Ad(dx) =\

On suppose alors que le mouvement effectif des particules est celui minimisant
la somme des entropies :

/H(P””|R“’)>\d(dx).
De fagon équivalente, en notant :

n:=Aou* e P(T?x T?),
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on peut reformuler le probléme pour la superposition des processus :

P =)\ P*.

Définition 3.1. Soit 7 := P(T¢ x T¢). On dit que la mesure de probabilité
P € P(Q) est admissible pour le probléme de Schrédinger incompressible associé
a n et on note P € Adm(n) si :

Pyt =mn,
Vte[0,T], Pi=\%
H(P|R) < 4o0.

On dit alors que P est solution du probléme de Schréodinger associé a n si
P € Adm(n) et pour tout @ € Adm(n) :

H(PIR) < H(Q|R).
Eemarque 3.2

— Pour qu’il y ait des mesures admissibles pour le probléme de Schré-
dinger incompressible associé a n, il faut manifestement que mfn =
mofn = A oil m; et mo sont les applications coordonnée de T x T?.

— Pour chaque n € P(T? x T¢) et P € Adm(n), on peut retrouver les
familles (u*) eta et (P¥) ere dont on a parlé dans la présentation par
désintégration.

La proposition 2.15 est encore clairement vraie dans ce cadre.

Propriété 3.3. On a les propriétés d’existence et d’unicité suivantes :

. Pensemble Adm(n) est convexe et H(.|R) est strictement convexe donc le pro-
bléme de Schrodinger admet au plus une solution. Si elle existe, on note cette
solution Sol(n).

. Le probléme de Schrédinger admet une solution si et seulement si I’ensemble
Adm(n) est non-vide.

Contrairement au cas classique, les solutions au probléme de Schrédinger
incompressible ne sont pas markoviennes en général. En revanche, les P” le sont
A%-presque stirement.

Proposition 3.4. Pour \¢-presque tout x € T¢, P est markovienne.

Preuve: Le méme raisonnement que dans la preuve de la proposition 2.17 montre
que pour tout t € [0, T, pour M-presque tout z € T¢, P® admet une décom-
position du type :

P"=P'® (P;f’ ® Pg’ty).

65



On obtient alors facilement que pour tout 7 C [0, 7 dénombrable et dense, ce
résultat est vrai pour A\%-presque tout z € T¢ pour tout, t € 7.

On se donne alors un tel sous-ensemble 7 C [0,T[ dénombrable et dense, et
pour conclure, il suffit donc de montrer que si une loi Q sur 2 est telle que
pour tout ¢ € T, Q admet une décomposition du type :

Q:Qt®( %t®Q;t)7

aors () est markovienne. Dans le langage de la cactérisation 1 des processus de
Markov, cette propriété ce réécrit : pour tout ¢ € 7, pour tout h > 0 tel que
t 4+ h < T, et pour tout ¢ mesurable et bornée sur T¢ :

Eq[o(Xiqn)|Fio,y] est Fi-mesurable.

Il s’agit alors de montrer cette propriété pour tout s € [0, 7. On choisit donc
s €[0,T[, h > 0 tel que s + h < T, ¢ mesurable et bornée sur T, et (t,)nen
une suite de 7 qui converge en décroissant vers s, avec to < s+ h. Posons pour
tout n € N :

Zn = EQlo(Xstn)| Fio,t,1]

(Zn)nen est uniformément équi-intégrable, et quitte & extraire, on peut suppo-
ser que (Z,) converge vers une variable aléatoire Z dans la topologie faible de
L'. On a alors d’une part pour tout « mesurable, bornée et Flo,r)-mesurable :

Eqlap(Xs+n)] = EQaEq[p(Xs+r)|Fio,tn)]]
=Eqlazn] = EolaZ]

D’autre part, pour tout N € N, Z est visiblement F[,;,|-mesurable, et par
continuité a droite de la filtration augmentée du brownien (voir [11], paragraphe
5.3), Z est Fs-mesurable. On obtient donc que :

Z = Eq[p(Xs+n)|Fio,e],

et que Z est Fs mesurable, ce qui nous fournit le résultat. O

3.2 Condition d’existence

Comme pour le probléme de Schrédinger, il suffit d’avoir une propriété d’en-
tropie finie sur 7 pour que le probléme de Schrédinger incompressible admette
une solution.

Proposition 3.5. Sin € P(T¢ x T?) est telle que :
H(n|Ror) <400 &  H@A @A) < +oo,

alors Adm(n) est non-vide. En conséquence, le probléme de Schrédinger incom-
pressible associé a n admet une solution.

Preuve: Le fait que les deux propriétés d’entropie finie soient équivalentes est
une simple conséquence du paragraphe 2.1.1. Choisissons donc n satisfaisant
ces propriété et construisons une mesure admissible. Pour chaque z et y de T¢,
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on dénote par R}Y le pont brownien joignant x & y entre les temps 0 et T'/2,
et par RY"Y le pont brownien joignant = a y entre les temps 7/2 et T. On note
alors @ € P(Q2) la mesure telle que pour toute F' mesurable et bornée sur €2 :

[rae= [ndzdy [ @2 /{ ooy OB @ B (00),

ol 'on a exploité I'identification :

Qn {WT/Q = Z} ~ (Q[O,T/Q] n {WT/Q = Z}) X (Q[T/Q,T] n {LA.)T/Q = Z})

On a alors clairement :

— (Xo, X7)iQ =1,

— comme on remarque que lorsque l'on désintégre le brownien réversible
d’abord par rapport a (Xo, X7) puis par rapport a X[ /9, on obtient
R=Ror® (R?;}Q ® (Ry”®@ RyY)), on a:

HQIR) = HilRor) + [ HORyfn(.dy).

En conséquence, comme il est clair qu’il existe des réels 0 < e < M < 400
tels que pour tout z et y dans T?, A%-presque strement :

on obtient que H(Q|R) < +o0.

La derniére chose qu’il reste & montrer, c’est donc que @ est incompressible,
c’est & dire que pour tout ¢ € [0,T], Q¢ := X¢Q = A%, On montre que c’est
vrai pour tout ¢ € [0,7/2], les t € [T/2,T] s’obtenant de la méme fagon. La
désintégration de Qo,1/2) := X[o,r/2)}@Q par rapport a Xo puis X7/ donne :

Qu.r/2 = A ® Q1 = A ® (A @ RY?).
En conséquence, pour presque tous z1 et z2 dans TY :
Qs = @ BP”

N8 (R )

= (To1-02tA!) ® (o 8RE)

= 3" @ (Frgma BRT)

= Fornr (N @ REY)

= Ty Q0o
ol T (w)¢ := we +x =: Tz (ws), de sorte que Xt o7, = 75 0 X¢. En conséquence, il
est clair que les marginales de Qo 1 /2) sont stables par translations, et comme ce

sont des mesures de probabilité, elle sont toutes égales & la mesure de Lebesgue.

O
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3.3 Archétype de solution

Dans ce paragraphe, on ne démontre pas véritablement un théoréme, mais
on expose des propriétés suffisantes pour qu'un processus soit solution du pro-
bléme de Schrédinger incompressible, sans se poser la question de 'existence
de processus jouissant de ces propriétés. On raisonne donc potentiellement sur
I’ensemble vide. Néanmoins, il est raisonnable de penser que les vraies solutions
du probléme de Schrodinger incompressible satisfassent des versions faibles de
ces propriétés, d’ou l'intérét de les exposer.

Supposons qu’il existe un champ scalaire (une pression) p régulier sur [0, T'] x
T9, telle que pour chaque x € T, on dispose de 1)® une solution classique et
réguliére de I’équation aux dérivées partielles :

aﬂ/’z& + §|V1/}t ‘2 + iAwt = —DPt¢,
satisfaisant :

/ / Vi (y)|* dydtde < +oo. (3.1)
T4 J][0,T)xTd

On définit alors P* comme la loi de la solution de ’équation différentielle sto-
chastique :

X():il,',

P = /Pmdx

Si P est incompressible, alors P = Sol(FPo,1).

En effet, premiérement, P € Adm(PoyT) (la propriété d’entropie finie est une
conséquence de (3.1)).

Soit maintenant @ € Adm(Py 7). On note AY® Q% la désintégration de @ par
Xp. La contrainte marginale impose que pour presque tout z € T¢, Q% = P&.
Le paragraphe 2.2.6 ainsi que la remarque 2.36 permettent alors d’affirmer que :

et :

H(P®|R") — Epe

T T
/ pt(Xt)dt] < H(Q|R®) — Ege l/ pt(Xt)dt]
0 0
En intégrant par rapport & la mesure de Lebesgue, on obtient alors :

T T
H(P|R) - / Eplp(X,)]dt < H(Q|R) - / Eolp:(X,)] dt.

Mais grace a I'incompressibilité, cette inégalité se reformule :

H(P|R)—/OT/pt(x)dxdtgH(Q|R)—/OT/pt(x)dxdt.

On peut donc simplifier par I'intégrale de la pression et obtenir :
H(P|R) < H(Q|R),

d’ou le résultat.
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3.4 Les solutions lisses des équations de Navier-
Stokes n’engendrent pas des solutions géné-
ralisées

Dans le cadre du probléme d’Euler (voir [5]), on peut déduire d’une solution

classique des équations d’Euler une solution généralisée. En effet, si les champs
v et p sont supposés lisses et satisfont sur [0, 7] x T :

Ow +v - Vv =—Vp,
dive =0,
alors on peut définir le flot associé & v de la fagon suivante :
at¢(t7 I’) = U(ta ¢(t7 :E))a
¢(0,2) = x.

On constate que pour chaque z, ¢(.,x) est solution de ’équation de type New-
ton :

d2 Yt
Tz = Vptm).
On note ®(z) le chemin ¢(.,x) et on définit :
Q := DN,

On peut alors montrer que si 7' est suffisamment petit et si p n’est pas trop

convexe de sorte que :
T x /V?pllec <,

alors () est solution du probléme d’Euler généralisé ayant (o 7 pour contrainte
marginale.

Par ailleurs, soit P := A% ® P® une solution du probléme de Schrodinger
incompressible. Pour presque tout x, P* est markovienne et d’entropie finie
relativement & R*. En vertu du théoréeme 2.35, il existe donc un champ de
vecteur v® tel que sous P¥, le processus canonique soit solution de 1’équation
différentielle stochastique :

dXt = Utm(Xt)dt—f—dBt

Mais est-il possible que v® = v soit lisse et indépendant de x et qu’il existe p
également lisse tel que sur [0,7] x T? :

ow+v-Vou+ %Av = —Vp,
dive = 07
En d’autres termes, si ’'on dispose de champs v et p solutions de :
v +v-Vou+ %Av = —Vp,
dive =0,
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obtient-on une solution du probléme de Schrédinger incompressible en considé-
rant la loi de la solution & ’équation différentielle stochastique :
dXt = ’U(t,Xt)dt =+ dBt7
Xo ~ \4?

On va voir que ce n’est possible que si v est un gradient. Sur le tore, & cause de
la contrainte d’incompressibilité, v est alors nulle (et alors Vp = 0).

3.4.1 Drift optimal a densité fixée

On va démontrer le théoréme suivant qui a une portée bien plus générale
que application que l'on en fait dans le cadre du probléme de Schrédinger in-
compressible. Bien qu’il existe probablement une preuve "markovienne" de cet
énoncé, on propose ici une méthode d’analyse convexe qui permet d’introduire
un type de preuve trés employé que 1’on n’a pas encore eu ’occasion de rencon-
trer au cours de ce mémoire. Ces idées sont par exemple largement exploitées
dans le chapitre 2 de [10].

Théoréme 3.6. Soit R la loi d’un brownien sur le tore (on ne précise pas la
condition initiale). Soit P € P(Q) tel que H(P|R) < +00. On suppose également
que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout t > ¢ :

P, > oA
Alors il existe un unique minimiseur Q de H(.|R) satisfaisant :
Vi€ [0,T], Q= P. (3.2)
De plus Q est markovienne et son drift est de la forme :
b = Vo(Xy)

o ¢ € [ L([e, T); HY(TY)).

e>0

Preuve: La premiére chose & remarquer est que la contrainte (3.2) est fermée
pour la topologie de la convergence étroite et satisfaite par P. Donc en vertu
des propriétés de H, il existe bien un unique minimiseur ). Ensuite, on constate
que (3.2) peut s’exprimer sous la forme :

Viel, /fldQZCL

ou I est dénombrable, les f; sont des fonctions continues et bornées sur € et
les ¢; sont des réels. En effet, si T est un sous-ensemble dénombrable et dense
de [0, 7], alors (3.2) est équivalente & :

Ve T, Q.=P, (3.3)
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car si ¢ € C(T?), si Q satisfait (3.3) et si t € [0,7] :

/wth:/w(Xt)dQ

lim [ o(Xy,)

tn €T —t

/sadcztn
~ [war.,

par convergence dominée. Ensuite si (¢p)pen+ est une suite de fonctions lisses
dense dans C(T?), pour chaque t € T, P, = Q; si et seulement si :

Vp € N*, /tpdet:/gadet.

En définitive, il suffit de tester la valeur de @ sur les fonctions continues et
bornées sur §2 du type :

op(Xt), peNetteT,

qui sont en nombre dénombrable. On range ces fonctions dans la suite (fn)nen-,
on lui adjoint fy := 1, puis on note pour chaque n € N :

Cn ::/fndP.

En particulier, co = 1. On obtient bien que la contrainte (3.2) est équivalente
a:

Vn € N, /fndQ:cn.

Pour chaque N € N, on note alors Q~ 'unique minimiseur (qui existe bien
évidemment) de H(.|R) satisfaisant :

Vn < N, /fn dQ” =c,. (3.4)

Comme fo = 1, Q" est une mesure de probabilité. La contrainte étant de plus
en plus restrictive, la suite (H(Q™|R))nen est croissante.
Comme @ satisfait la contrainte (3.4) pour chaque N, on a :

VN eN, H(QY|R) < H(Q|R).

En particulier, (Q")nyen est compacte pour la topologie de la convergence
étroite. Soit ) une valeur d’adhérence de cette suite. () satisfait la contrainte
(3.3) et donc (3.2). De plus par semi-continuité inférieure de I’entropie :

H(Q|R) < sup H(QV|R) < H(Q|R).

neN
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Mais comme @ est I'unique minimiseur du probléme considéré, Q = Q, QY
converge étroitement vers @, et :

lim H(QV|R) = H(Q|R).

N—+oo
Montrons qu’il existe des réels XY, ... AN tels que :
QY =exp(A' fo+ -+ ANSN) - R. (3.5)
Si ¢ € Cp(Q2), on note :

Lig)i= [ explp~1)dR

et :
_f Xoco+ -+ Aven sio=Xofo+ ... ANfN,
Cle) :_{ 400 sinon

Les fonctions convexes conjuguées de L et C sont alors respectivement H( . |R)
(étendue par 400 aux mesures signées non positives, on le voit grace a (1.3))
et I'indicatrice convexe de la contrainte (3.4) (qui vaut O si la contrainte est
satisfaite et 400 sinon). La mesure QV est donc le minimiseur de L* 4+ C* et
par le théoréme de Fenchel-Rockafellar (voir le chapitre 1 de [7]), la valeur du
minimum vérifie :

HQ"|R)= sup C(p) - L()

PeCH(2)
= sup (\c")— /exp(()\,fN) —1)dR
AERN+1
= sup 1+ (\c")— /exp((A7 fY))dR
>\€]RN+1
— sup / (1 + ()\,fN>) aQN — /exp(()\, V) d R,
AERN+1
ou fV := (fo,...,fn) et ¢~ := (co,...,cn). Or ce sup est manifestement
atteint en un AN := ()\é\’, ..., AN) satisfaisant la contrainte du premier ordre :

Vn <N, cn= /fn exp(()\N,fN))dR,
et alors :
HQIR = [ (140" ) dQY - e, £ d R,

ce qui, par (1.3), n’est possible que si @ = exp((A",f"))- R. On a donc bien
(3.5) et HQN|R) = (A\Y,cM).
Maintenant, si I'on veut calculer H(QF|QY) lorsque P > N, on observe :

d P
HQ"IQ™) = [1og {5 a@”

_ / (()\P,fp> _ ()\N,fN>)dQP
=(\",c¢") = <>‘N’CN>
— HQ"|R) - HQ"|R).
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En conséquence :
lim sup H(QF|Q™N) =o.
N —+oo P>N
Et comme (H(QT|QY))p>n est croissante :

0<H@QIQY) < sup HQ"IQY) — o (3.6)

N—+oo

Donc H(Q |Q™) tend vers 0 quand N tend vers +oc.

Or si pour chaque N € N, on note (b,{v)te[oj] le drift associé & QY par le
théoréme 2.35, et (b¢)ic[o,7) celui associé & Q, on voit que :

Qzexp(/OT (b — bY) -dXt—%/OT (” = 6 2) dt) - Q.

En particulier :

H(Q|QN):EQ[/OT (btfbiv)dxt—%/; (e — 1B 2)dt}.

Or il existe un brownien (B;) sous Q tel que d Xy = b; dt+d By, donc 'entropie
ci-dessus se réécrit (en utilisant l'intégrabilité des drifts) :

Ny T N 1T 2 N2
1@ =2a| [ =) beat—1 [ (b~ ) a
T
:EQB/O |bt—b§V|2dt]. 3.7)

Maintenant, regardons la forme de (bi\f ). D’aprés la forme de QY il existe
p €N, g1,...,9p lisses et strictement positives, et t; < --- < ¢, tels que :

QY = g1(X1,) x -+ x gp(Xs,) - R.

Par la représentation donnée au théoréme 2.35, on a donc :

T T
1
exp</ biv-dXsf§/ |b§|2ds):gl(th)x...xgp(ti).
0 0

Sipour unide [1,p—1], ¢ < t < ti41, en prenant 'espérance conditionnelle par
rapport a Fjg ¢, on obtient en utilisant la propriété de Markov du brownien :

t 1 t
exp b odX,—= [ [pYPds
2
0 0

= g1(Xey) X -+ X g5 (X, )E[gir1 (Xey ) X -+ X gp(Xe,) ]:[o,t]}
=1 g1(Xey) X -+ X gi (X, )Ge(Xe).
De plus, on a une formule explicite pour G; en fonction de gi+1,...,gp. G¢ est

lisse et minorée par un réel strictement positif sur ]¢;,¢;+1[, et on peut donc
utiliser la formule d’Itd & droite et & gauche et ainsi obtenir (on ne détaille
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pas tous les arguments puisqu’ils sont similaires & ceux utilisés au paragraphe
2.2.6) :

0:Gy + %AGt =0,
R-p.s., b =VlogGi(Xy).

De plus les théorémes de régularité des solutions de I’équation de la chaleur nous
montre aisément que log G est continue par morceaux en temps a valeurs dans
un espace de fonctions lisses (déterminé par le choix des ¢,). En conséquence,

en notant :
o =log G~ [

logGidx,
Td

P =Vl (X:) dt® R-presque stirement et ¥ est de moyenne nulle pour tout
t. De plus, par (3.7), le processus (Vé; (X¢))ieo,r) € L*(dt ® Q) et par (3.6),
il converge vers (bs)icjo,7-

En particulier, pour presque tout ¢t € [0,T], Vi (Xt) converge vers b
dans L?(Q), donc b; est o(X;)-mesurable. Il existe donc un champs de vecteurs
(we)eefo,my B(0,T] x T%)-mesurable tel que dt ® Q-presque sirement :

bt = wt(Xt).

En particulier, Q est markovienne. Les formules (3.6) et (3.7) deviennent alors :

T T
/ / |wt7V¢i\r|2thdt:/ / lw; — Vi *dPidt —s 0.
o Jrd o Jrd N—+oo

Par les hypothéses que I’on a faites sur (P;);cjo,17, pour tout € > 0, Uespace
L*(dt|i.,r) ® P;) s'injecte continument dans L*(dt[.r) ® A?), de sorte que
par l'inégalité de Poincaré-Wirtinger, (qu )nen est de Cauchy dans tous les
L3([e, T); H*(T%)). Soit ¢ sa limite (plus exactement la fonction de |0, T] x T¢
telle que pour tout € > 0, la restriction de ¢~ a [e,T] x T¢ converge dans
L3([e, T); H*(T?)) vers la restriction de ¢ a [¢,T] x T%, ou encore la limite
de (¢ )nen dans la limite projective des (LQ([a,T};HI(T'i)))DO). Par des
résultats classiques sur les distributions :

dt ® \-presque strement, w;(z) = V(z),

et le résultat est ainsi démontré. O

3.4.2 Le cas des solutions lisses des équations de Naviers-
Stokes

On peut maintenant conclure. On se donne (v, p) une solution lisse des équa-
tions :

1
O +v-Vou+ iAU = —Vp,
dive =0,
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et on note P la loi de la solution de ’équation différentielle stochastique :

dXt = ’U(t,Xt) dt + dBt,
Xy ~ 2%
La mesure P est alors admissible pour le probléme de Schrédinger incompressible

associé a Py r. En effet, il est facile de voir que (P)¢c[o,7] est solution au sens
des distributions de 1’équation de Fokker-Planck :

1
8tPt+’Ut'VPt—§APt:0,
Py =%

Or comme div v, = 0, 'unique solution de cette équation est P, = \%. Pourtant,
on a le résultat suivant.

Théoréme 3.7. A moins que v ne soit uniformément nulle, la mesure P n’est
pas la solution du probleme de Schrédinger incompressible associé a Py 1.

Preuve: On désintégre P selon X de fagon & obtenir P = A% @ P®. Par ailleurs,
on note R” la loi du brownien partant de x et R := A% ® R®. Pour A%presque
tout z, sous P, (X;) est solution de I’équation différentielle stochastique :

dXt :’U(t,Xt)dt-i-dBt,
X():JJ.

Or si v n’est pas nulle, ce n’est pas un gradient. Donc en vertu du théoréme
3.6, il existe une mesure Q” satisfaisant :

vt € [0, 7], Qi =P/,
H(Q®|R") < H(P®|R").

De plus, en gardant la dépendance en x dans la construction de la preuve du
théoréme 3.6, on voit que (QF) peut étre choisie mesurable en z. On peut alors
définir la loi :
Q=) ®Q".
On a alors :
QO,T :)\d®Q§“ :)\d®qu£ ZP(),T.
Par ailleurs, pour tout ¢t € [0, 7] :
Q: = /Qf,\d(dx) = /P;”,\d(dx) =P =)\
Donc Q € Adm(Fo,r). Et comme :
HQIR) = [ H@Q RN (dx) < [ HP RN (A0) = H(PIR)

P n’est pas la solution du probléme de Schrédinger associé a Py 7. O
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