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Définition et comportement de |'entropie Deffiriem e Memiresie mke

Propriétés de |'entropie relative

Définition de |'entropie relative

Soient Q un espace polonais, i et v € P(Q). L'entropie de v par
rapport a . est donnée par :

/Iogpdy—/plogpd,u siv< ety =p-p,

+00 sinon.

H(v|p) :
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Définition et comportement de |'entropie Deffirtem e Memiresie mke

Propriétés de |'entropie relative

Les bonnes propriétés d'un probléme de minimisation

Lemme

@ L'entropie par rapport a | est strictement convexe,

@ ['entropie par rapport a u est semi-continue inférieurement par
rapport a la topologie de la convergence étroite,

@ les sous-niveaux de l'entropie sont compacts pour la topologie
de la convergence étroite.
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Définition et comportement de |'entropie Deffirtem e Memiresie mke

Propriétés de |'entropie relative

Les bonnes propriétés d'un probléme de minimisation

Lemme

@ L'entropie par rapport a | est strictement convexe,

@ ['entropie par rapport a u est semi-continue inférieurement par
rapport a la topologie de la convergence étroite,

@ les sous-niveaux de l'entropie sont compacts pour la topologie
de la convergence étroite.

En effet : xlogx =supx-y —exp(y — 1),
yeR

Donc: H(v|p) = sup /apdy—/exp(go—l)du.
PECp(Q)
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Définition et comportement de |'entropie Befinfiten dle Mariet rdkie

Propriétés de |'entropie relative

Désintégration des mesures et entropie

Si p=mipp’, v=river’,

alors H(v|1) = H(mtulmtp) + [ HOY )miv(dy).

En particulier, H(mfv|rp) < H(v|w).
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Définition et comportement de |'entropie Deffirtem e Memiresie mke
Propriétés de |'entropie relative

Entropie par rapport a une mesure produit

Proposition

Soient Q1 et Qy deux espaces polonais et soient v et u € P(Q1) et
d et v € P(Q). Alors I'unique minimiseur de H( .|y ® 0) parmis les
n € P(Q1 x Q2) ayant p et v pour marginales est @ v. De plus :

H(p @ vy ® 6) = H(uly) + H(v|9).
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Définition et comportement de |'entropie Deffirtem e Memiresie mke

Propriétés de |'entropie relative

Application fondamentale : propriété de Markov des
minimiseurs

Soit E un espace polonais.

e Q:= C([0,1]; E) muni de la topologie de la convergence
uniforme est encore polonais.

o X := (Xt)te[o,1 le processus canonique sur Q.
o (Fjo,q)tefo,y) = o(Xs,s < t) la filtration canonique sur €.

e Si Qe P(E) Q= XetQ est la loi de X; sous Q et
QF := Q(.|Xt = x) est la loi de X sous Q conditionnellement
a {Xt = X}.
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Définition et comportement de |'entropie Befinfiten dle Mariet rdkie

Propriétés de |'entropie relative

Application fondamentale : propriété de Markov des

minimiseurs

Remarque
Sitelo,1[etx€E :

(W€ Qwr = x}~ <C([O, t];E)N {we = x})x(C([t, 1];E)N{we = x})

—o0 X X
=: Q% ¥ ta-
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Définition et comportement de |'entropie Befinfiten dle Mariet rdkie

Propriétés de |'entropie relative

Application fondamentale : propriété de Markov des
minimiseurs

Remarque

Sitelo,1[etx€E :

(W€ Qwr = x}~ <C([O, t];E)N {we = x})x(C([t, 1];E)N{we = x})

—o0 X X
=: Q% ¥ ta-

Définition (Propriété de Markov)

Q € P(Q) satisfait la propriété de Markov si pour tout t €]0, 1] et
Q¢-presque tout x, QF est une mesure produit sur Q’ét X Q’ét.

A
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Définition et comportement de |'entropie

Définition de |'entropie relative
Propriétés de |'entropie relative

Application fondamentale : propriété de Markov des
minimiseurs

Soit R une mesure de probabilité markovienne et
A C C([0,1]; P(E)). On note :

B:={Q¢€ 7D(Q)‘(Qt‘)te[o,l] € A}

Théoréme

Si H(.|R) admet des minimiseurs sur B, alors ils satisfont la
propriété de Markov.
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Le théoréme de Sanov

Deux motivations de I'étude des minimiseurs s q N o B
La théorie de Girsanov a entropie finie

Le théoréme de Sanov

Soient Q polonais et R € P(Q). X1, Xz, ... des variables aléatoires
a valeur dans Q i.i.d de loi R. On définit la mesure empirique :

pn =Y 0x, € P(Q),
k=1

et on note P, € P(P(Q)) sa loi.
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Le théoréme de Sanov

Deux motivations de I'étude des minimiseurs s q N o B
La théorie de Girsanov a entropie finie

Le théoréme de Sanov

Soient Q polonais et R € P(Q). X1, Xz, ... des variables aléatoires
a valeur dans Q i.i.d de loi R. On définit la mesure empirique :

pn =Y 0x, € P(Q),
k=1

et on note P, € P(P(Q)) sa loi.

Théoréme (Sanov)

(Pn)nen+ satisfait un principe de grandes déviations de fonction de
taux H(.|R).
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Le théoréme de Sanov

Deux motivations de I'étude des minimiseurs s q N o B
La théorie de Girsanov a entropie finie

Interprétation

Conséquence du théoréme de Sa

Si H(.|R) admet un unique minimiseur P sur le fermé A C P(Q)
et si k € N*, conditionnellement a

{pn" € " A}

et lorsque n est grand :

loi(X1, ..., Xx) ~ P,
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Le théoreme de Sanov

Deux motivations de I'étude des minimiseurs e q N e i
La théorie de Girsanov a entropie finie

Cadre

On note £ = T9 ou RY, et on prend Ry € P(E).
Q:= C([0,1]; E).

Soit R la loi du brownien partant de Rp.

X := (Xt)te[o,1) le processus canonique sur Q.

(Flo,)eef0,1] = 0(Xs, s < t) la filtration canonique sur Q
complétée par les négligeables de R.
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. 'z L Le théoréme de Sanov
Deux motivations de I'étude des minimiseurs

La théorie de Girsanov a entropie finie

N
|

Théoréme (Girsanov pour les markov d’entropie finie)

Soit P € P(Q2) markovienne telle que H(P|R) < +oc. Alors il
existe un champs de vecteurs v(t,x) € L2([0,1] x E,dt ® P;), tel
que sous P :

dX: = v(t,Xe)dt +d B,

ot (Bt)sejo,1) est un mouvement brownien sous P.
On a alors pour tout t € [0,1] :

dP<: t
dR<t_]l:;;>0DoeXp</ v(s,Xs) - d X /| (s, Xs)>ds

H(PIR) = H(Po|Ro) + / /\ (t, x)[>P:(dx)d
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Probléme de Schrodinger
Soient y et v dans P(TY).

Adm(p,v) :={Q € P(Q)|Qo = p, @1 = v, H(Q|R) < +o0}.

Trouver P qui minimise H(.|R) sur Adm(u,v).
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Propriétés des solutions

o Si H(u|Ro) < +o0 et H(v|Ry) < 400, alors Adm(pu, v) # 0.
En particulier la solution existe et est unique.
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Propriétés des solutions

o Si H(u|Ro) < +o0 et H(v|Ry) < 400, alors Adm(pu, v) # 0.
En particulier la solution existe et est unique.

Résultat lié a la régularité du brownien sur le tore.
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Propriétés des solutions

o Si H(u|Ro) < +o0 et H(v|Ry) < 400, alors Adm(pu, v) # 0.
En particulier la solution existe et est unique.

o Si elle existe, la solution P est markovienne.
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Propriétés des solutions

o Si H(u|Ro) < +o0 et H(v|Ry) < 400, alors Adm(pu, v) # 0.
En particulier la solution existe et est unique.

o Si elle existe, la solution P est markovienne.

@ P partage ses ponts avec R :

P(|X0 :X,Xl :y) = R(|X() :X,Xl :y).

Aymeric Baradat Problémes de m sation d’entropie avec contraintes



Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Structure des solutions

Théoréme

Les solutions sont de la forme :
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

EDP satisfaite par le drift

t 1 t
Dt:]].dPSt>ODOEXp /Ov(s,Xs).dXs—z/0 lv(s, Xs)|*ds

dR<;
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Problémes de minimisation

EDP satisfaite par le drift

Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Application au probléme de Schrédinger incompressible

Dt_

Aymeric Baradat

t t
Lar., Doexp (/ v(s, Xs) - d Xs — 1/ |v(s,X5)|2ds>
are, 0 0 2 Jo
= f(Xo0)Er[g(X1)|Xt]
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

EDP satisfaite par le drift

Dy = Dy exp (/0 V(s Xs) - d X — ;/0 |v(s,xs)y2ds>
= f(Xo)Er[g(X1)[X¢]
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

EDP satisfaite par le drift

t 1 t
D; = Dg exp / v(s, Xs) -dXs — 2/ lv(s, Xs)|?ds
0 0

= f(XO)gt(Xt)'
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

EDP satisfaite par le drift

t 1 t
D: = Dg exp (/ v(s, Xs) -dXs — 2/ |v(s,Xs)]2ds>
0 0
= f(X0)ge(Xe)-
Si tout est lisse, par la formule d'lt6 :

t t
thZDoeXP</ v(s,Xs)-dXs—;/ |v(s,Xs)I2ds>
0 0
X V(t,Xt) dXt
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

EDP satisfaite par le drift

t t
D:= v ( [ visx-ax— 3 [ Iuts. xR as)
0 0
= f(XO)gt(Xt)

Si tout est lisse, par la formule d'lt6 :

d Dt’ = f(Xo)gt(Xt)V(t, Xt) . d Xt
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

EDP satisfaite par le drift

t t
D:= v ( [ visx-ax— 3 [ Iuts. xR as)
0 0
= f(XO)gt(Xt)

Si tout est lisse, par la formule d'lt6 :
d Dt’ = f(Xo)gt(Xt)V(t, Xt) . d Xt
1
= F(X0) [ (0uge(X) + 5 88e(X)) d £ + Ver(Xe) - d Xe].
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

EDP satisfaite par le drift

) VY(t,x) €]0,1[xT9,
Oege(x) + 2Agi(x) =0 V(t,x) €]0,1[xT¢.
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

EDP satisfaite par le drift

{ Vei(x) = ge(x)v(t,x) V(t,x) €]0,1[xT¢,
Oege(x) + 2Agi(x) =0 V(t,x) €]0,1[xT¢.

Donc en posant ¢; := logg:, v= V¢ et :

Dede(x) + HIV(OP + 3e(x) =0 V(t,x) €]0, 1[xT7,
¢1 = logg Vx € T4,
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Aux hypothéses de régularité sur les conditions initiale et finale
prés, P est solution du probléme de Schrédinger si et seulement si :
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Aux hypothéses de régularité sur les conditions initiale et finale
prés, P est solution du probléme de Schrédinger si et seulement si :

o elle est markovienne,
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Application au probléme de Schrédinger incompressible

Problémes de minimisation

Aux hypothéses de régularité sur les conditions initiale et finale
prés, P est solution du probléme de Schrédinger si et seulement si :

o elle est markovienne,
@ son drift est le gradient d'une fonction ¢ sur ]0, 1[xTY,
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Application au probléme de Schrédinger incompressible

Problémes de minimisation

Aux hypothéses de régularité sur les conditions initiale et finale
prés, P est solution du probléme de Schrédinger si et seulement si :
o elle est markovienne,
@ son drift est le gradient d'une fonction ¢ sur ]0, 1[xTY,
@ ¢ satisfait une certaine EDP dont la condition finale dépend
des données du probléme.
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Contrainte de densité en un nombre fini d'instants

T  [0,1] fini.

Extension a8 un nombre fini d'instants

Soit (117 )re7 une famille d'éléments de P(T9).

Adm((pr)rer) = {Q € P(QIVT € T, Qr = pir, H(QIR) < +oc0}.

Trouver P qui minimise H( .|R) sur Adm(()-e7). Si elle existe,
on note la solution Sol((pr)reT)-

Aymeric Baradat Problémes de minimisation d’entropie avec contraintes



Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Les propriétés qui subsistent

e Sipour tout T € T, H(pr|R;) < +00, alors la solution P
existe et est unique.
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Les propriétés qui subsistent

e Sipour tout T € T, H(pr|R;) < +00, alors la solution P
existe et est unique.

@ P est markovienne.
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Les propriétés qui subsistent

e Sipour tout T € T, H(pr|R;) < +00, alors la solution P
existe et est unique.

@ P est markovienne.

@ P est une "concaténation" de solutions du probléme de
Schrédinger.
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Les propriétés qui subsistent

e Sipour tout T € T, H(pr|R;) < +00, alors la solution P
existe et est unique.

@ P est markovienne.

@ P est une "concaténation" de solutions du probléme de
Schrédinger.

@ P est de la forme :

I %) R.

TET
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Les propriétés qui subsistent

e Sipour tout T € T, H(pr|R;) < +00, alors la solution P
existe et est unique.

P est markovienne.

P est une "concaténation" de solutions du probléeme de
Schrédinger.

@ P est de la forme :

I %) R.

TET

@ Le drift de P est encore un gradient.
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Estimation entropique

S C T C [0,1] deux ensembles finis et (1);e7 une famille
d'élements de P(T¢).

PS = Sol((tr)res), PT = Sol((itr)reT)-
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Estimation entropique

S C T C [0,1] deux ensembles finis et (1);e7 une famille
d'élements de P(T¢).

PS = Sol((tr)res), PT = Sol((itr)reT)-

Proposition

H(PT|R) = H(PT|P%) + H(PSIR).
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Probléme de Schrédinger

Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Densité fixée en tout temps

Soit Q € P(Q) telle que H(Q|R) < +oo et telle que (Qt)¢eo,1]
soit réguliére.

Adm((Qt)tG[O,l]) = {P|Vt € [07 1]7 Pt = Qf7 H(P|R) < +OO}

Trouver P qui minimise H(.|R) sur Adm((Q¢)¢efo,1))- La solution
existe, on la note Sol((Q¢)¢co,1)-
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Probléme de Schrédinger

Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Densité fixée en tout temps

Soit Q € P(Q) telle que H(Q|R) < +oo et telle que (Qt)¢eo,1]
soit réguliére.

Adm((Qt)tG[O,l]) = {P|Vt € [07 1]7 Pt = Qf7 H(P|R) < +OO}

Trouver P qui minimise H(.|R) sur Adm((Q¢)¢efo,1))- La solution
existe, on la note Sol((Q¢)¢co,1)-

@ (tx)ken+ une suite dense.
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Probléme de Schrédinger

Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Densité fixée en tout temps

Soit Q € P(Q) telle que H(Q|R) < +oo et telle que (Qt)¢eo,1]
soit réguliére.

Adm((Qt)tG[O,l]) = {P|Vt € [07 1]7 Pt = Qf7 H(P|R) < +OO}

Trouver P qui minimise H(.|R) sur Adm((Q¢)¢efo,1))- La solution
existe, on la note Sol((Q¢)¢co,1)-

@ (tx)ken+ une suite dense.
o P":=Sol((Q¢ )k=1,..n)-

Aymeric Baradat Problémes de minimisation d’entropie avec contraintes



Probléme de Schrédinger

Minimisation d’entropie a densité fixée
Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

Densité fixée en tout temps

Soit Q € P(Q) telle que H(Q|R) < +oo et telle que (Qt)¢eo,1]
soit réguliére.

Adm((Qt)tG[O,l]) = {P|Vt € [07 1]7 Pt = Qf7 H(P|R) < +OO}

Trouver P qui minimise H(.|R) sur Adm((Q¢)¢efo,1))- La solution
existe, on la note Sol((Q¢)¢co,1)-

@ (tx)ken+ une suite dense.

e P .= SO|((th)k:1,...,n)-
o V¢" le drift de P".

Aymeric Baradat Problémes de minimisation d’entropie avec contraintes



Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée
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Passage a la limite

Alors :
e H(P"|R) < H(Q|R) est croissante en n.
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Passage a la limite

Alors :
e H(P"|R) < H(Q|R) est croissante en n.
o PP — P .= SOI((Qt)tG[O,l])'

n—-+o00
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Passage a la limite

Alors :
e H(P"|R) < H(Q|R) est croissante en n.
o PP — P .= SOI((Qt)tG[O,l])'

n—-+o00
o H(P|P") — 0.

n—-+o00
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Passage a la limite

Alors :
e H(P"|R) < H(Q|R) est croissante en n.
o PP — P .= SOI((Qt)tG[O,l])'

n—-+o00

o H(PIP") —» O.

n——+00
@ Si on note v le drift de P :

T
/ / |Vt—V(;5?]2thdt — 0.
0 Td n——+00
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Le drift de P est un gradient au sens des distributions.
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Probléme de Schrédinger
Minimisation d’entropie a densité fixée

Problémes de minimisation Application au probléme de Schrédinger incompressible

R est le mouvement brownien de loi initiale d x.

Le probléme de Schrodinger incompressible

Soit n € P(T9 x T).

Adm(n) := {Q|Vt € [0,1], @ =dx, Qo1 =n, H(Q|R) < +oo}.

Trouver P qui minimise H( .|R) sur Adm(n).

On sait démontrer |'existence de solutions dés que :
H(n’R(),l) < +00.

On la note alors Sol(n).
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Une question naturelle

Si (v, p) est une solution lisse des équations de Navier-Stokes
(inversées en temps) :

1
Ov+v-Vv+ EAV =—Vp sur]0, 1[><']I“"’7
divv =0 sur]0,1[xT?,
et si P est |la loi de la solution de I'EDS :

dXt: V(t,Xt)dt+dBt7
X()NdX,

Alors P € Adm(Py1). A-t-on P = Sol(Po1)?
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