Université Claude Bernard (Lyon 1) 2014-2015 Printemps
UE MathIV Algebre L2

Fiche 4

Exercice 1 Gauss en dimension 2) Soit ¢ la forme quadratique dont la forme polaire a la matrice
suivante dans la base canonique :
a b
(0 ?)

1. On suppose a # 0. Réduire la forme en utilisant la méthode de Gauss. Déterminer une base
orthogonale.

2. On suppose maintenant ¢ = ¢ = 0. Réduire la forme en utilisant la méthode de Gauss.
Déterminer une base orthogonale.

Exercice 2 (Exemples élémentaires)
1. Les formes suivantes sont-elles des produits scalaires ?
(a) L’application 8 : R x R — R qui au couple de vecteurs (u,u’) associe xz’ +yy' si u = (z,y)
et v = (2/,y') dans une base fixée.
(b) L’application 3 : R? x R? — R qui au couple de vecteurs (u, u’) associe 2zx’ +3yy’ +2xy’ +
22’y siu= (z,y) et v = (2/,y) dans une base fixée.
(c) Soient a,b € R tels que a < b et soit E I'espace des fonctions continues f : [a,b] — R. On
définit 5: E x E — R par 8(f,g) = [ f(t)g(t)dt.
2. Répondez a la méme question que celles du point précédent pour les formes polaires des formes
quadratiques de I'exercice 1 de la fiche 4.

3. Quelles sont les conditions sur a,b € R pour que I'application § : R? x R? — R définie par
B((z,y), (2',y") = axz’ + 2bxy’ + 202"y + byy’ soit un produit scalaire.

4. On notera V les nombres complexes que 'on verra comme un R-espace vectoriel. Vérifier que
B:V xV — R qui a chaque paire de nombres complexes («, 3) associe Re(a/3) est un produit
scalaire.

Exercice 3 (Symétries) Soit F un espace vectoriel réel de dimension n. On appelle symétrie de F
tout endomorphisme s € End(E) vérifiant s* = idp.

1. Montrer que
E = Ker(s—idg) ® Ker(s + idg).
2. On suppose F euclidien. Montrer que la symétrie s est orthogonale si, et seulement si,

Ker(s —idg) L Ker(s+ idg).

3. On suppose E euclidien. Pour a € E\ {0}, expliciter la symétrie orthogonale v + s(v) d’hyper-
plan fixe a'. Trouver une base de E dans laquelle cette symétrie se représente par une matrice
diagonale. Quelle est la multiplicité de —17

Exercice 4 (Gram-Schmidt, exemples)
I. On munit R? du produit scalaire usuel.

1. Trouver une base orthonormée pour le plan orthogonal & (2,—3,6), en d’autres termes pour
(2,-3,6)*.

2. Montrer que (ug,us,u3) avec u; = (1,2,2), ug = (1,0,1), uz = (1,1,0) est une base de R3.
Trouver une base orthonormée (eg, e2, e3) de R3 telle que e soit colinéaire & u1, et que le plan
engendré par e; et es soit égal a celui engendré par uy, us.



II. Donner une base orthogonale de R? de premier vecteur v; = (1,1,1). En déduire une infinité de
bases orthonormées de premier vecteur wy = (%, %, %) (Utiliser une transformation géométrique

simple.)
ITI. Soit E ’espace vectoriel des polynomes de degré < 3.

1. Montrer que 'application

ExESR (PO) /1 POQt)dt
—1

définit un produit scalaire sur FE.

2. En utilisant 'algorithme de Gram-Schmidt, construire & partir de (1, x, 2, z3) une base ortho-
normeée.



